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ПРИМЕНЕНИЕ ИНТЕРВАЛЬНОЙ ОЦЕНКИ ПРИ ИСПОЛЬЗОВАНИИ  
АЛГОРИТМОВ АППРОКСИМАЦИИ ЗВЕНЬЕВ ЗАПАЗДЫВАНИЯ  

В ПРОМЫШЛЕННЫХ СИСТЕМАХ УПРАВЛЕНИЯ  
Проводится сравнительный анализ различных вариантов аппроксимации звеньев запаздыва-

ния в ряды. Рассматривается возможность применения алгоритмов аппроксимации к математи-
ческим моделям объектов с описанием, схожим с промышленными системами управления. Для 
сравнения результатов моделирования систем с аппроксимированным запаздыванием и исход-
ных систем проводится анализ частотных характеристик объектов управления. В качестве вари-
антов аппроксимации выступают разложения Паде, Тейлора, Лагерра. 

Исследуется возможное отклонение характеристик объектов в пределах одно- и пятипро-
центного интервала от номинального значения. Это отклонение может быть вызвано погрешно-
стью средств измерения параметров объектов управления. 

Результатом работы являются наборы частотных характеристик для систем управления с 
разными вариантами аппроксимации звеньев запаздывания при различных динамических свой-
ствах объектов управления. Для каждого варианта разложения дается анализ характеристик в 
частотной области при различных сочетаниях динамики объекта и интервалах отклонения его 
характеристик от номинального значения. 

Предлагается алгоритм выбора варианта аппроксимации в зависимости от частотных харак-
теристик объекта управления.  
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ALGORITHMS OF DELAYS IN INDUSTRIAL CONTROL SYSTEMS  
The paper presents a comparative analysis of different options of approximation of delay units into the 

series. The possibility of using a mathematical approximation algorithms similar to those model of industrial 
control systems was considered. To compare the results of modeling systems with approximation delay and 
the original systems the analyses of the characteristics of frequency-control objects has been made.  
The alternatives of approximation are the Pade expansion and approximation of  Taylor and Laguerre.  

While considering mathematical models of industrial objects we took into consideration the 
deflection characteristics of objects within a certain interval of the nominal value. This deviation is 
caused by an error of measurement of tools of parameters of control object. 

The result is a set of frequency characteristics for control systems with different variants of 
approximation of the delay units at different dynamic properties of control objects. For each option, the 
decomposition analysis of characteristics in the frequency domain with various combinations of object 
dynamics and intervals deviation of its characteristics from the nominal value is given. 

An algorithm for selecting options of approximation depending on the frequency characteristics of 
the control object has been proposed. 
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Введение. Наиболее распространенными 
примерами объектов управления с запаздыва-
нием могут служить процессы сушки и горе-
ния, прокалка металла, ленточные транспорте-
ры, процессы измельчения и в некоторых слу-
чаях процессы в химических реакторах [1]. 

Моделирование процессов, протекающих в 
объектах управления с запаздыванием, осу-
ществляется с помощью дифференциальных 

уравнений с отклоняющимся аргументом. 
Трудности в математическом решении этих 
уравнений перетекают в проблемы технической 
реализации систем управления с запаздывани-
ем [2]. 

Основная часть. Одним из возможных 
способов реализации является введение ком-
пенсаторов Смита (рис. 1) по каналу управле-
ния и выхода. 
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Рис. 1. Структурная схема системы управления  

с упредителем Смита 
 

Рассчитав значения компенсатора, можно 
говорить о том, что задачу синтеза регулятора 
для систем управления можно решить и без 
учета фактора запаздывания. Однако этот ме-
тод возможно использовать лишь в том случае, 
если математическая модель объекта управле-
ния максимально точно описывает промыш-
ленный объект и, что наиболее важно, не изме-
няется с течением времени. К сожалению, в 
большинстве технологических процессов на-
блюдается обратная ситуация (изменение ре-
жима работы оборудования, изменение пара-
метров сырья, окружающей среды и т. д.). 
Иными словами, при изменении параметров 
модели объекта управления значения компен-
сатора Смита и выхода остаются прежними, и, 
как следствие, явление запаздывания полно-
стью не компенсируется. В результате в момен-
ты времени, соответствующие временам запаз-
дывания, проявляются скачкообразные измене-
ния значений переменных состояния объекта.  
В случае объектов управления, находящихся на 
границе устойчивости, эти изменения могут 
существенно повлиять на качественные харак-
теристики объекта. 

С другой стороны, влияние запаздываний 
может быть учтено путем разложения запазды-
ваний в различные дробно-рациональные и 
степенные функции [3]. Поскольку оператор 
запаздывания сам является единичной функци-
ей, то погрешность аппроксимаций наиболее 
четко проявляется на его амплитудно-фазовой 
частотной характеристике (АФЧХ). 

Из множества вариантов разложения звена 
чистого запаздывания наиболее широко на 
практике используется его аппроксимация ря-
дом Паде. Передаточная функция такого звена 
в общем виде выглядит следующим образом: 
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где n – порядок разложения. 

Рассмотрим частотные характеристики та-
кого звена. Изучение будем производить на ча-
стотах, наиболее часто встречающихся в про-
мышленности, т. е. от 0 до 1 Гц. В качестве 
примера возьмем величину запаздывания, рав-
ную 10 с. Такое значение величины запаздыва-
ния характерно для теплообменных аппаратов с 
тонкой стенкой, получивших широкое распро-
странение в промышленности. Рассмотрим ап-
проксимацию рядом Паде 2–4 порядка. 

Переходя в частотную область (p = jω), про-
анализируем поведение аппроксимаций различ-
ного порядка при изменении частоты объекта. 

На всех амплитудно-фазовых частотных ха-
рактеристиках ось «Real» соответствует дей-
ствительной оси, а «Imag» – мнимой. 

АФЧХ аппроксимаций 2–4 порядков распо-
ложены близко, однако при увеличении (рис. 2) 
можно увидеть, что АФЧХ разложения 4-го по-
рядка точнее описывает АФЧХ звена чистого  
запаздывания, а следовательно, отклонения дру-
гих характеристик будут значительно меньшими.  

Во многих промышленных системах управ-
ления явление запаздывания проявляется как 
составная часть модели объекта управления, 
который в свою очередь описывается аперио-
дическим звеном с инерционностью, много 
большей, чем величина запаздывания. 
 

 
Рис. 2. Амплитудно-фазовая частотная  
характеристика аппроксимации Паде 

 
Рассмотрим АФЧХ объекта с инерционно-

стью, в 10 раз большей, чем взятая величина 
запаздывания, и коэффициентом усиления, 
равным 1. Приведенное значение соотношения 
величин характерно для промышленных аппа-
ратов, работающих в сочетании с теплообмен-
ными аппаратами (например, получение поли-
этилена высокого давления). 

Как видно из рис. 3, на малых частотах  
(от 0,1 до 1,0 Гц) АФЧХ чистого запаздывания 
и его разложений различного порядка совпада-
ют, однако при увеличении частоты появляется 
отклонение. Наименьшее отклонение соответ-
ствует 4-му порядку. 
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Рис. 3. АФЧХ аппроксимации Паде  

с инерционным объектом 
 

Рассмотрим аппроксимацию звена чистого 
запаздывания рядом Тейлора (степенным ря-
дом), описываемым в общем виде следующим 
выражением: 

 τ
1

1( ) ( τ ) .
!

n
k

k
W p p

k=

= −∑   (2) 

Рассмотрение АФЧХ начнем с полинома 
разложения четвертой степени (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. АФЧХ аппроксимации степенным рядом 

 
На низких частотах (0–0,2 Гц) кривые ап-

проксимации и чистого запаздывания совпада-
ют, однако при увеличении частоты возникает 
значительное несоответствие, и амплитудно-
фазовая характеристика разложения будет 
стремиться к бесконечности.  

Кроме рассмотренных вариантов разложе-
ния, на практике часто используется аппрокси-
мация приближением Лагерра: 
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Изучим поведение аппроксимации в ча-
стотной области для дробно-рациональной 
функции 2–4 порядка (рис. 5). 

 
Рис. 5. АФЧХ приближения Лагерра 

 
Из полученной АФЧХ следует, что при уве-

личении порядка полинома разность между фа-
зами для чистого запаздывания и его аппрок-
симациями уменьшается. 

Рассмотрим применение аппроксимации Паде 
в сочетании с инерционным объектом, описывае-
мым передаточной функцией 2-го порядка (рис. 6). 

 

 
Рис. 6. АФЧХ с отклонением величины 

запаздывания 
 

На практике как коэффициенты передаточ-
ных функций объекта управления, так и вели-
чина запаздывания могут отклоняться от своего 
номинального значения. Это может быть вы-
звано различными факторами, такими как из-
менение физико-химических свойств сырья, 
отклонения, обусловленные погрешностями 
измерения и т. д.  

На рис. 6 представлены кривые АФЧХ для 
чистого запаздывания, разложения Паде, а также 
при отклонении величины запаздывания в ин-
тервале 1 и 5% от номинального значения. 
Можно заметить, что использование аппрокси-
мации вносит отклонений меньше, чем измене-
ние модели объекта управления в процессе  
работы. Такое поведение объекта управления 
характерно для низких частот. На высоких  
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частотах влияние аппроксимации становится 
значительнее влияния отклонения математиче-
ских моделей. 

Заключение. Разложение Паде дает наилуч-
шую АФЧХ по сравнению с остальными вариан-
тами аппроксимации. В случае наличия в объекте 
инерционности, значительно превышающей ве-
личину запаздывания, можно обойтись низким 
порядком разложения. Поскольку большинство 
объектов управления в промышленности харак-
теризуется подобным образом и их собственная 
частота достаточно низкая, то для задач расчета 
регуляторов можно ограничиться порядком раз-
ложения, не превышающим четырех. 

Разложение запаздывания в степенной ряд 
возможно использовать только на предельно 
низких частотах, так как АЧХ такого звена не-
устойчива. Также при данном варианте синтеза 
могут возникнуть трудности в виде физической 
нереализуемости регулятозров. 

Приближение Лагерра характеризуется боль-
шим отклонением по фазе, чем у разложения 

Паде, однако наличие единичной АЧХ в отли-
чии от степенного ряда дает возможность ис-
пользовать такой вариант аппроксимации на 
более широкой полосе частот. Структура са-
мой дробно-рациональной функции проще, 
чем у ряда Паде, а следовательно, и время, за-
трачиваемое на выработку алгоритмов управ-
ления, меньше. Указанный вариант аппрокси-
мации можно использовать, к примеру, для 
дальнейшего перехода от модели объекта в 
передаточных функциях к модели в простран-
стве состояний, применяя структурные спосо-
бы перехода. 

При изменении величины запаздывания от 
номинального значения отклонения в харак-
теристиках объекта управления окажутся го-
раздо большими, чем влияние аппроксимации 
даже полиномом невысокого порядка. Одна-
ко стоит отметить, что такое заключение 
справедливо только на низких частотах, ха-
рактерных для промышленных объектов 
управления. 
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