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ПРОЯВЛЕНИЕ ЭФФЕКТОВ ПАМЯТИ В ЗАВИСЯЩЕМ ОТ ВРЕМЕНИ  
КОЭФФИЦИЕНТЕ ДИФФУЗИИ 

В работе исследуются эффекты памяти в решеточных системах, проявляющиеся в зависимо-
сти от времени коэффициентов диффузии. Показано, что в этом случае средние квадраты сме-
щения частиц определяются интегралами по времени от коэффициентов диффузии, что приво-
дит к их нелинейной временнóй зависимости. Выполнено моделирование смещения частиц с 
притяжением ближайших соседей на квадратной решетке по динамическому методу Монте-
Карло при температуре несколько выше критической. Показано, что наличие блокированных уз-
лов существенно влияет на величину эффектов памяти. С ростом концентрации блокированных 
узлов увеличиваются интервалы времени, на которых эффекты памяти проявляются, достигая 
нескольких тысяч шагов алгоритма Монте-Карло. Важным обстоятельством является то, что для 
коллективной диффузии при отсутствии блокированных узлов эффекты памяти практически от-
сутствуют, тогда как при их концентрации порядка нескольких процентов эффекты памяти ста-
новятся сопоставимыми с таковыми для диффузии индивидуальных частиц. 
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THE MEMORY EFFECT IN A TIME-DEPENDENT DIFFUSION COEFFICIENT 

The effects of memory in lattice systems, manifested in time dependent diffusion coefficients are 
investigated. It is shown that in this case the mean squares displacements of particles are determined 
by the time integrals of the diffusion coefficients that lead to their non-linear temporal dependences. 
Monte Karlo modeling of particle displacements for particles with the attraction of the nearest neigh-
bors on a square lattice at a temperature slightly above critical shows that the presence of blocked 
sites significantly affects the amount of memory effects. With increasing concentration of blocked 
sites the time intervals in which the memory effects are manifested are increasing as well achieving 
several thousand Monte Carlo steps. An important fact is that in the absence of blocked sites the 
memory effects for collective diffusion are virtually absent, whereas the memory effects become 
comparable with those for the diffusion of the individual particles when the blocked sites concentra-
tion is of the order of several percent. 

Key words: self-diffusion, collective diffusion, Monte Carlo method, memory effects, square lat-
tice, blocked sites, interparticle attraction. 

Введение. Статистико-механическое рас-
смотрение кинетических процессов в сплошных 
средах приводит к выводу, что на определенных 
временных масштабах проявляются эффекты 
памяти, приводящие к интегро-дифференци-
альному виду уравнений переноса. Естественно, 
эти же эффекты свойственны и решеточным мо-
делям сплошных сред, причем в таких моделях 
причины возникновения эффектов памяти более 
наглядны и интуитивно понятны. 

В частности, при перемещении частиц по 
решетке особую роль играют так называемые 
специальные вакансии [1, 2] – свободные узлы, 
возникающие вследствие перемещения из них 
частиц в соседние узлы. Для только что пере-
местившейся частицы ее специальная вакансия 
нарушает трансляционную однородность сре-
ды, так как возвращение частицы обратно в спе-
циальную вакансию является более предпо-
чтительным по сравнению с перемещением 
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в любой другой ближайший узел решетки, ко-
торый может быть занят уже находящейся там 
частицей (многократное заполнение узлов в 
данной модели среды запрещено). 

С течением времени исходное состояние 
с существующей специальной вакансией забы-
вается, однако шлейф специальных вакансий 
сопровождает движущуюся частицу, и процесс 
забывания начального состояния может длить-
ся достаточно долго. Наиболее отчетливо эф-
фекты памяти должны проявляться в процес- 
се самодиффузии, т. е. в процессе случайных 
блужданий индивидуальных частиц системы 
и, соответственно, в зависимости от времени 
коэффициента самодиффузии [3].  

Обычно предполагается, что среднеквадра-
тичное смещение частицы пропорционально 
времени и коэффициент пропорциональности 
кратен коэффициенту диффузии. Это справед-
ливо лишь при отсутствии эффектов памяти. 
Наличие памяти приводит к нелинейной зави-
симости среднего квадрата смещения частицы 
от времени, и этот эффект сильно выражен 
при движении частиц по перколяционным или 
близким к ним структурам [4].  

В настоящей работе устанавливается взаи-
мосвязь между зависящим от времени коэффи-
циентом диффузии и средним квадратом сме-
щения частицы. Это соотношение используется 
для оценки значимости эффектов памяти в ре-
зультатах моделирования решеточных систем 
по динамическому методу Монте-Карло. 

Средний квадрат смещения частицы. Для 
исследования эффектов памяти удобно использо-
вать одночастичную пространственно-временную 
функцию ван Хова s ( , ),G tr  описывающую неко-
герентное рассеяние излучения средой: 
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где r – радиус-вектор смещения частицы; t – 
время; п – число частиц; δ – δ-функция Дирака. 

Функция ван Хова определяет плотность 
вероятности нахождения некоторой частицы 
в пространстве в заданный момент времени при 
условии, что в начальный момент частица была 
фиксирована в определенном положении. Ки-
нетика этой функции описывается уравнением 
неразрывности:  
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в котором поток плотности вероятности подчи-
няется обобщенному закону Фика: 
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где интегрирование производится по объему V 
системы, а тензор коэффициентов самодиффу-
зии sD


 зависит от расстояния и времени. Как от-

мечено выше, для решеточного флюида эти за-
висимости очевидны, так как предпочтительным 
является перескок частицы назад в прежнее по-
ложение (в специальную вакансию), благодаря 
которому создается особое пространственное 
распределение вакантных мест, зависящее от 
времени после начала движения частицы. 

Зависимость среднего квадрата смещения 
частицы от времени удобно выразить через 
функцию ван Хова: 
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Дифференцируя это выражение по времени 
и учитывая уравнение неразрывности, прихо-
дим к интегральному соотношению 
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Интегрируя его по частям и используя тео-
рему Гаусса – Остроградского с учетом равен-
ства нулю коэффициента диффузии на грани-
цах большого объема, получим: 
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Разбивая последний интеграл на два, один 
из которых  
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допускает изменение порядка интегрирования 
и после интегрирования по r – r′ обращается 
в нуль ввиду симметрии коэффициента диф-
фузии по отношению к инверсии пространства. 
Второй интеграл после интегрирования по 
частям, использования теоремы Гаусса – Остро-
градского и выражения ( ) ,d d ′ ′ =r r E  где Е – 
единичный тензор, приводит к соотношению 
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Таким образом, зависящий от времени ко-
эффициент диффузии определяется интегралом 
по пространству от следа тензора коэффициен-
тов диффузии, учитывающего пространствен-
ную и временную дисперсию диффузионного 
процесса. Для изотропных сред или сред с ку-
бической симметрией, для которых тензор вто-
рого ранга является шаровым, в качестве коэф-
фициента диффузии выступает диагональный 
элемент Ds соответствующего тензора. 

Интегрируя соотношение (5), находим сред-
ний квадрат смещения частицы в виде интеграла 
по времени от коэффициента диффузии: 

 2
s0

[ ( )] 2 ( ) .
t

t n D t dt′ ′= r  (6) 

При достаточно больших временах коэф-
фициент диффузии становится не зависящим от 
времени, и тогда выражение (6) можно аппрок-
симировать линейной зависимостью 

 2
s[ ( )] 2 ,t b nD t= +r  (7) 

причем параметр b является одной из характе-
ристик величины эффектов памяти. 

Результаты моделирования и их анализ. 
Моделировалась система частиц на плоской 
квадратной решетке размером 100×100 узлов, 
каждый из которых мог быть вакантным, заня-
тым частицей, или заблокированным. Заблокиро-
ванные узлы выбирались случайным образом при 
заданной их концентрации cb. Затем случайным 
образом по доступным узлам распределялись по-
движные частицы. В процессе моделирования 
использовались периодические граничные усло-
вия. Частицы, расположенные на ближайших уз-
лах, притягивались. Более далекие взаимодей-
ствия не учитывались. После эквилибризации си-
стемы на протяжении 10 000 МКШ (шагов алго-
ритма Монте-Карло, каждый из которых включал 
количество попыток переместить одну из частиц 
системы в ближайший свободный узел, равное 
числу подвижных частиц) проводилось модели-
рование диффузионного процесса в течение 
10 000 МКШ. Моделирование выполнялось для 
температуры, равной 1,2 ее критического значе-
ния. Как известно, решеточная система с притя-
жением ближайших соседей характеризуется фа-
зовым переходом первого рода. Более подробно 
процедура моделирования описана в работе [5]. 

На рис. 1 и 2 представлены соответственно 
результаты моделирования среднего квадрата 
смещения индивидуальных частиц (R2tr) и кол-
лективного смещения (R2j), определяемого дви-
жением центра масс всех частиц, в зависимости 
от концентрации сb блокированных узлов, ха-
рактеризуемой отношением числа блокирован-
ных узлов к общему их числу (1002) при концен-

трации с = 0,5 подвижных частиц по отношению 
к свободным узлам. Для каждого значения кон-
центрации сb симулировалось 105 траекторий, по 
которым выполнялось моделирование. Случай-
ное распределение блокированных узлов гене-
рировалось для каждой траектории отдельно. 

Как и следовало ожидать, среднеквадратич-
ное смещение индивидуальных частиц меньше 
коллективного, поскольку специальная вакан-
сия в последнем случае однородно окружена 
движущимися частицами и утрачивает свою 
индивидуальность [1]. Следовательно, и эффек-
ты памяти при нулевой концентрации блокиро-
ванных узлов не проявляются в коллективной 
диффузии, и соответствующая линия на рис. 2 
является практически прямой. 
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Рис. 1. Средний квадрат смещения индивидуальных 
частиц в зависимости от концентрации 

блокированных узлов. Графики сверху вниз 
для концентраций сb = 0; 0,05; 0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30 
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Рис. 2. Средний квадрат коллективного смещения 
частиц в зависимости от концентрации 

блокированных узлов. Графики сверху вниз 
для концентраций сb = 0; 0,05; 0,10; 0,15; 0,20; 0,25; 0,30 

 
В то же время криволинейность остальных 

линий на рис. 1 и 2 очевидна, и об эффектах 
памяти можно судить по отклонению этих ли-
ний от прямолинейности. На рис. 3 в качестве 
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примера показаны средние квадраты смещений 
частиц при сb = 0,3 и с = 0,5.  

Как следует из представленного рисунка, 
память в системе сохраняется на протяжении 
длительного времени и составляет несколько 
тысяч МКШ, увеличиваясь с повышением кон-
центрации блокированных узлов. Ранее было 
показано [6], что при отсутствии блокирован-
ных узлов зависимость коэффициента само-
диффузии от времени характеризуется несколь-
кими временами релаксации, большее из кото-
рых достигает почти 1000 МКШ. 
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Рис. 3. Зависимость среднего квадрата смещения 
индивидуальных частиц R2tr (нижняя кривая) 
и коллективного смещения R2j (верхняя кривая) 

от времени. Прямые линии – линейные 
аппроксимации, найденные на интервале времени 

от 3000 до 10 000 МКШ (цветной в онлайне) 

 
Отметим, что статистика по смещению инди-

видуальных частиц намного лучше таковой для 
коллективной диффузии. В первом случае усред-
нение выполняется по всем траекториям и по всем 
частицам, а во втором – только по траекториям. 
Поэтому кривые, описывающие смещение инди-
видуальных частиц, являются более гладкими. 

Как отмечено выше, параметр b – одна из 
характеристик величины эффектов памяти. 
На рис. 4 и 5 представлены результаты линей-
ной аппроксимации результатов моделирова-
ния в соответствии с уравнением (8) на интер-
вале времени от 3000 до 10 000 МКШ. 

Коэффициенты диффузии монотонно умень-
шаются с увеличением концентрации частиц, 
поскольку сокращается количество свободных 
вакансий, доступных для движущихся частиц. 
Отношение Dtr / Dj незначительно изменяется 
в пределах 0,5–0,6 и представляет собой отно-
шение Хавена, поскольку Dtr может быть опре-
делен по движению радиоактивных изотопов, 
тогда как Dj пропорционален коэффициенту 
электропроводности [7], и для ионных кристал-
лов примерно такое отношение обычно наблю-
дается экспериментально. 

Параметр b слабо изменяется для индиви-
дуальных частиц, однако минимум при сb = 0,2 
предвещает его значительный рост при увели-
чении концентрации блокированных узлов. 
Напротив, этот параметр с точностью до ошиб-
ки моделирования равен нулю при отсутствии 
блокированных узлов, но уже при их неболь-
шой концентрации становится сопоставимым с 
таковым для индивидуальных частиц и быстро 
увеличивается с ростом концентрации блоки-
рованных узлов. Этот эффект может иметь 
важное значение для электропроводности ион-
ных керамик на высоких частотах. 
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Рис. 4. Коэффициенты диффузии 
Dtr (нижние точки – прямоугольники) и Dj (верхние 

точки – кружки) (цветной в онлайне) 
 

0,0 0,1 0,2 0,3

0

2

4

6

8

10

b

cb  

Рис. 5. Параметр b для среднего квадрата смещения 
индивидуальных частиц (квадраты) и коллективного 

смещения (кружки) (цветной в онлайне) 
 
Заключение. Установлено, что при завися-

щем от времени коэффициенте диффузии сред-
ний квадрат смещения частиц определяется ин-
тегралом по времени от коэффициента диффу-
зии. Отклонение среднего квадрата смещения от 
линейной зависимости характеризует эффекты 
памяти. Моделирование смещения частиц с при-
тяжением ближайших соседей на квадратной 
решетке по динамическому методу Монте-Карло 
при температуре несколько выше критической и 
при наличии блокированных узлов показало, что 

cb 

cb 
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последние существенно влияют на величину эф-
фектов памяти. С повышением концентрации 
блокированных узлов увеличиваются интервалы 
времени, на которых эффекты памяти проявля-
ются, достигая нескольких тысяч шагов алгорит-
ма Монте-Карло. Важным обстоятельством явля-

ется то, что для коллективной диффузии при от-
сутствии блокированных узлов эффекты памяти 
практически отсутствуют, тогда как при их кон-
центрации порядка нескольких процентов эффек-
ты памяти становятся сопоставимыми с таковы-
ми для диффузии индивидуальных частиц. 
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