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ДЕРЕВА ПРИ ВЗАИМОДЕЙСТВИИ СО СХВАТОМ МАНИПУЛЯТОРА 
В работе исследуется распределение напряжений изгиба и кручения в стволе дерева в про-

цессе его взаимодействия со схватом манипулятора. Рассматривается модель ствола дерева в ви-
де последовательности недеформируемых фрагментов, соединенных между собой упругими 
связями, которые учитывают деформации изгиба и кручения ствола. Для определения коэффи-
циентов жесткости сочленений на кручение рассмотрена деформация кручения ствола дерева с 
учетом анизотропии древесины. Древесина является ортотропным материалом, однако его упру-
гие свойства в радиальном и тангенциальном направлениях сильно отличаются от продольных и 
значительно меньше между собой. Поэтому в первом приближении последним пренебрегается, 
и материал ствола дерева рассматривается как трансверсально изотропный. Показано, что коэф-
фициенты крутильной жесткости сочленений выражаются через модуль сдвига и обратно про-
порциональны длине фрагментов, на которые разбивается ствол дерева. Рассмотрено движение 
спиленного дерева при равномерном подъеме его комля схватом манипулятора. Проанализиро-
ваны возникающие в древесине максимальные напряжения изгиба и кручения. 
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BENDING AND TORSION STRESS DISTRIBUTION IN THE TREE STEM 
DURING ITS INTERACTION WITH A GRIPPER OF THE MANIPULATOR 

In this paper the bending and torsion stress distribution in the tree stem during its interaction with a 
gripper of the manipulator is investigated. A model of a tree stem in the form of a sequence of non-
deformable fragments interconnected by elastic connections that take into account bending and torsion 
of the stem is considered. To determine the coefficients of stiffness of the joints the torsional 
deformation of the tree stem is examined, taking into account the anisotropy of wood. Wood is an 
orthotropic material, but its elastic properties in the radial and tangential directions are very different 
from the longitudinal one and significantly less different between themselves. Therefore, in a first 
approximation, the latter is neglected, and the material of the tree stem is considered as transversely 
isotropic. It is shown that the coefficients of torsional stiffness of the joints are expressed through the 
shear modulus, and inversely proportional to the length of the fragments into which the tree trunk is 
divided. The motion of sawn tree stem is considered when its butt is uniformly lifting by a gripper of 
the manipulator. Maximal bending and torsion stresses emerging in the wood are analyzed. 

Key words: tree stem, manipulator, tree stem model, torsion, bending, elasticity, stiffness, torsion 
stress, bending stress, resistance force, Lagrange equations. 

Введение. В работах по исследованию ди-
намики лесных погрузочно-транспортных ма-
шин [1, 2] модель ствола дерева представляет 
собой простую двух- или трехмассовую меха-
ническую систему, которая движется в плоско-

сти, и, следовательно, учитываются только из-
гибные движения ствола дерева. Коэффициен-
ты жесткости, определяющие деформацию та-
кой модели ствола, находятся эксперименталь-
но из условия совпадения статического прогиба 
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ствола дерева и модели или совпадения ампли-
тудно-частотных характеристик их колебаний. 
Однако в реальных технологических процессах 
ствол дерева движется в пространстве, и в этом 
случае, помимо изгибных, возникают деформа-
ции кручения. Очевидно, что отклонение фор-
мы кроны дерева от правильной геометриче-
ской и наличие естественной кривизны ствола 
дерева увеличивает вклад деформаций круче-
ния в общую картину деформации ствола.  
Поэтому существует необходимость построе-
ния модели ствола дерева, которая могла бы 
адекватно описывать движение гибкого ствола 
дерева в трехмерном пространстве в различных 
технологических процессах лесозаготовок.  
В работе [3] построена трехмерная динамиче-
ская модель стержня переменного сечения для 
описания движения ствола дерева, представля-
ющая собой набор жестких стержней, соеди-
ненных упругими связями, жесткости которых 
находились из условия равенства деформаций 
упругого стержня и модели. Разработанная мо-
дель применена к исследованию движения де-
рева в схвате манипулятора при различных ре-
жимах подъема [4]. 

Во многих работах при построении модели 
ствола материал древесины считался изотроп-
ным. Однако в действительности древесина яв-
ляется ортотропным материалом, в котором 
свойства в осевом направлении резко отлича-
ются от свойств в радиальном и тангенциаль-
ном направлениях. В работе [5] рассмотрена 
модель деформирования стержня при наличии 
его плоских деформаций. При построении мо-
дели деформирования, а именно при нахожде-
нии коэффициентов жесткости, учитывалась 
ортотропность материала древесины. В пред-
положении равенства упругих свойств древе-
сины в радиальном и тангенциальном направ-
лениях (трансверсально изотропная среда) бы-
ло получено выражение для модуля продоль-
ной упругости и показано, что при деформации 
растяжения в осевом направлении отклонение 
от изотропности древесины не приводит к ка-
чественным отличиям от поведения стержня из 
изотропного материала. Целью данной работы 
является исследование влияния трансверсаль-
ности материала древесины на величину коэф-
фициентов жесткости на кручение ствола дере-
ва и исследование деформации кручения ствола 
дерева при его взаимодействии со схватом ма-
нипулятора при подъеме дерева. 

Коэффициенты жесткости на кручение. 
Для определения коэффициентов жесткости 
сочленений на кручение рассмотрим деформа-
цию кручения ствола дерева. Аналогично рабо-
те [5] будем полагать, что свойства древесины в 
радиальном и тангенциальном направлениях  

не сильно отличаются. Например, для древеси-
ны сосны модуль продольной упругости имеет 
величину порядка Еа = 1,2 ГПа, модуль упруго-
сти в радиальном направлении имеет величину 
Еr = 0,051 ГПа, а в тангенциальном направле-
нии Еt = 0,043 ГПа. Из приведенных цифр вид-
но, что модули упругости в радиальном и тан-
генциальном направлениях отличаются на ве-
личину порядка 15% и в первом приближении 
могут быть приняты равными, так как модуль в 
продольном направлении превосходит их более 
чем на порядок величины. Таким образом, бу-
дем рассматривать древесину как текстуру, об-
ладающую группой симметрии m ⋅ ∞ : m, то 
есть как трансверсально изотропную среду. 
Тензор модулей упругости в этом случае харак-
теризуется двумя тензорными инварианта- 
ми [6]: единичным тензором Е и диадой еди-
ничных векторов вдоль оси ствола дерева 2

ze , и 
с учетом его симметрии по перестановкам ин-
дексов может быть представлен через пять ли-
нейно независимых упругих постоянных kn 
(аналогов коэффициентов Ляме): 
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где ijδ  – символы Кронекера; ej – составляю-
щие вектора ez  в выбранном базисе. 

В дальнейшем воспользуемся цилиндриче-
ской системой координат, так что (0,0,1)z =e , а 
индексы в формуле (1) могут принимать значе-
ния r, ϕ, z. 

Модули упругости древесины достаточно 
велики, так что относительные деформации 
можно рассматривать как малые величины, и 
при формулировке материальных уравнений 
ограничиться линейным приближением. В со-
ответствии с обобщенным законом Гука для 
тензора напряжений следует выражение: 
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где iju  – тензор деформаций, а по дважды по-
вторяющимся индексам предполагается сумми-
рование. 

Учитывая, что вектор ze  имеет лишь одну 
ненулевую составляющую, выражение для тен-
зора напряжений можно переписать в виде: 
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где ,ll rr zzu u u uϕϕ= + +  а в качестве индексов i и 
j следует понимать r, ϕ, z. 
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Тензор деформаций в цилиндрической си-
стеме координат определяется через проекции 
вектора смещения u на соответствующие 
направления соотношениями [7]: 

1, , ,r r z
rr zz

uu u uu u u
r r r z

ϕ
ϕϕ

∂∂ ∂
= = + =
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∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ϕ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠
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Рассмотрим кручение круглого стержня во-
круг оси симметрии, совпадающей с его про-
дольной осью. Предполагая, как и в случае кру-
чения круглого цилиндрического стержня  
из изотропного материала, что при кручении по-
перечные сечения остаются плоскими, для сме-
щений точек стержня запишем соотношения: 

 , 0, 0,r zu rz u uϕ = γ = =  (5) 
где γ – угол поворота сечения, отнесенный к 
единице длины стержня. 

Согласно соотношениям (4) находим, что 
единственным отличным от нуля компонентом 
тензора деформаций является / 2zu rϕ = γ  и, со-
ответственно, 2 4( )z k k rϕσ = + γ . При этом гра-
ничные условия на боковой поверхности (дав-
ление равно нулю) удовлетворяются тожде-
ственно, а для их удовлетворения на торцах ци-
линдрического образца касательные внешние 
усилия должны быть распределены по закону 

 2 4( )z k k rϕτ = + γ . (6) 

Иными словами, в соответствии с прин-
ципом Сен Венана такое распределение 
напряжений в образце достигается на некото-
ром удалении от его торцов, где крутящий 
момент может быть приложен произвольным 
образом. Его величина определяется интегри-
рованием моментов касательных усилий по 
площади поперечного сечения, что приводит 
к результату 
 4

кр p 2 4 p, , / 2M GJ G k k J R= γ = + = π , (7) 
где G – модуль сдвига; Jp – полярный момент 
инерции площади поперечного сечения в виде 
круга радиуса R. 

Полученное выражение совпадает с тако-
вым для стержня из изотропного материала с 
тем отличием, что выражение для модуля сдви-
га содержит дополнительный коэффициент 
Ляме. Для изотропного материала k4 = 0 и 
G = k2 = μ, как и должно быть. 

Таким образом, угол закручивания участка 
стержня длиной Δl определяется выражением 

 1 кр p/M l GJγ = Δ . (8) 
Сопоставляя это выражение с углом закру-

чивания упругой связи между элементами, на 
которые разбивается ствол дерева, 

 1 кр 3/ iM cγ = , (9) 
находим выражение для коэффициента жестко-
сти упругой связи при кручении 
 3 p /ic GJ l= Δ , (10) 
то есть жесткость на кручение, как и при изги-
бе, оказывается обратно пропорциональной 
длине элементов, на которые разбивается ствол 
дерева. Модуль сдвига является непосред-
ственно измеряемой упругой характеристикой. 

Полученную формулу (10) для жесткости на 
кручение можно использовать для моделирования 
динамики упругих стержней с различными попе-
речными сечениями и значениями модуля сдвига. 

Результаты моделирования движения 
дерева. Представим механическую систему 
ствол дерева – манипулятор в виде модели, по-
казанной на рис. 1.  

 
Рис. 1. Модель ствола дерева  

и манипулятора 
 
Ствол дерева разбивается на некоторое чис-

ло недеформируемых фрагментов, соединен-
ных между собой упругими связями, которые 
могут моделировать деформации изгиба и кру-
чения. Данная модель, составление уравнений 
движения для нее и алгоритм интегрирования 
полученных уравнений движения, а также чис-
ленные величины, описывающие свойства ма-
нипулятора, подробно рассмотрены в работе [4]. 
На динамическую систему ствол дерева –  
манипулятор накладывалось кинематическое 
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возмущение H(t) в виде его вертикального пе-
ремещения по закону 

 ( ) ,H t vt=   
где v – скорость подъема ствола дерева (v = 1 м/с). 

Воздействие кроны на движение ствола мо-
делировалось силой сопротивления, приложен-
ной к последним стержням модели в соответ-
ствии с ее расположением. Силу сопротивления 
воздуха, действующую на крону дерева, пола-
гаем линейной по скорости [8]. 

Исследуем распределение по длине ствола 
максимальных напряжений изгиба и кручения, 
возникающих в стволе дерева, не имеющего 
естественной кривизны, при его перемещении в 
схвате манипулятора. 

Для уменьшения времени моделирования 
помимо скорости подъема основания ствола 
манипулятором зададим начальную угловую 
скорость поворота ствола относительно оси y 
(рис. 2), равную 0,5 рад/с. 

 

 
Рис. 2. Траектория движения дерева  

через каждую секунду после начала падения  
(координаты заданы в метрах) 

 
Для определения силы сопротивления дви-

жению кроны дерева использовался коэффи-
циент сопротивления кроны сосны, найденный  
в работе [8]. Параметры ствола дерева прини-
мались следующие: длина ствола l = 20 м,  
диаметр ствола у основания d = 24 см, у вер-
шины dк = 5 см, модуль упругости древесины

101,2 10 Па,E = ⋅  модуль сдвига 90,4 10 Па,G = ⋅  
плотность древесины ρ = 780 кг/м3. Масса 
определялась исходя из объема ствола и плот-
ности древесины. Во всех дальнейших расчетах 
ствол дерева разбивался на 10 цилиндров. 

В результате моделирования движения 
ствола дерева получены положение осевой ли-
нии в любой момент времени, а следовательно, 

и вектор деформаций ui (s, t) для каждого со-
членения модели. Первые две компоненты 1

iu , 
2
iu  определяют деформации изгиба относи-

тельно двух взаимно перпендикулярных 
направлений, а третья 3

iu  – деформацию круче-
ния. По известным компонентам вектора де-
формации могут быть найдены значения изги-
бающих и крутящего моментов в сочленениях 
фрагментов модели: 

1 1 1
i i iM c u= , 2 2 2

i i iM c u= , 3 3 3
i i iM c u= , 

где 1
ic  и 2

ic – коэффициенты жесткости i-го со-
членения на изгиб; 3

ic  – на кручение. 
Максимальные изгибающие напряжения в 

местах сочленений определяются по формуле 

2 2
maxизг 1 2( ) ( )i i i iM M Wσ = + , 

где iW  – осевой момент сопротивления i-го се-
чения. 

Максимальные напряжения кручения в ме-
стах сочленений можно определить согласно 
соотношению 

max 3
i i i

pM Wτ = , 

где i
pW  – полярный момент сопротивления i-го се-

чения. 
На рис. 2 показана осевая линия ствола 

дерева и ее проекции на горизонтальную 
плоскость в различные моменты времени. 
Можно видеть, что в процессе движения под 
действием сил сопротивления движению кро-
ны и сил инерции ствол дерева искривляется 
и отклоняется от плоскости первоначального 
расположения. Результатом такого движения 
будет также возникновение деформаций кру-
чения ствола. 

На рис. 3 показано распределение напря-
жений изгиба вдоль ствола дерева в различ-
ные моменты времени. Максимальные напря-
жения возникают в начале подъема, после 
первой секунды, что обусловлено выбранным 
законом движения схвата – равномерным 
подъемом, что предполагает наличие боль-
ших ускорений в момент начала движения. 
Неравномерность распределения напряжений 
изгиба обусловлена сложным характером 
действующих сил. 

С течением времени движение ствола под 
действием сил сопротивления становится близ-
ким к установившемуся, так что изменение 
распределения напряжений по длине ствола с 
течением времени качественно мало изменяет-
ся, а распределение для моментов времени 5 
(на рис. 3 не показано) и 6 с практически не от-
личаются и численно. 
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Рис. 3. Распределение изгибающих напряжений 

вдоль ствола дерева 
 
На рис. 4 показано распределение напряже-

ний кручения вдоль ствола дерева в различные 
моменты времени. 

 

 
Рис. 4. Распределение напряжений кручения 

вдоль ствола дерева 
 
Вследствие того, что начальные условия 

моделирования движения определяют движе-
ние дерева в одной плоскости, деформации и, 

соответственно, напряжения кручения в начале 
движения практически полностью отсутствуют. 
Их наличие вызывается неизбежными неболь-
шими погрешностями численных вычислений 
деформации осевой линии и большими величи-
нами коэффициентов жесткости на кручение. 
При дальнейшем моделировании эти погрешно-
сти, которые можно трактовать как случайные 
факторы в естественной среде, и сложное 
нагружение упругого стержня вызывают выход 
ствола дерева из плоскости, что приводит к про-
странственной деформации осевой линии и, со-
ответственно, появлению напряжений кручения. 
Сопоставляя величины напряжений кручения и 
изгиба, отметим, что напряжения кручения зна-
чительно меньшие по абсолютной величине и не 
могут привести к разрушению ствола дерева при 
его движении в манипуляторе на режиме подъ-
ема. Однако в представленных выше расчетах не 
учтен ряд случайных природных факторов, ко-
торые могут изменить картину распределения 
напряжений. В частности, не учтено наличие 
естественной кривизны ствола дерева, отклоне-
ние формы кроны от правильной геометриче-
ской. Указанные выше факторы неизбежно при-
ведут к увеличению напряжений кручения, и для 
определения их величины необходимы допол-
нительные исследования. 

Заключение. На основании представлений 
о материале древесины как трансверсально 
изотропной среде получено выражение для 
модуля сдвига. Показано, что это выражение 
совпадает с таковым для изотропного матери-
ала с тем отличием, что оно содержит допол-
нительный коэффициент Ляме. Получено вы-
ражение для коэффициента жесткости на кру-
чение для модели стержня Коссера. Проведено 
моделирование движения ствола дерева в 
схвате манипулятора. Получены графики рас-
пределения напряжений изгиба и кручения 
вдоль ствола дерева. Показано, что напряже-
ния кручения по абсолютной величине значи-
тельно меньше напряжений изгиба. 
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