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также, что перекрестный коэффициент диффузии составляет несколько процентов от 
значений коэффициентов диффузии компонентов и лишь при очень низких концентра
циях вакансий (порядка 5-И 0 %) достигает величины порядка 10 %. Во многих случаях 
перекрестным коэффициентом диффузии можно пренебречь.
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РАВНОВЕСНЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕТОЧНОГО ГАЗА С ПРИТЯЖЕНИЕМ 
БЛИЖАЙШИХ СОСЕДЕЙ НА ШЕСТИУГОЛЬНОЙ РЕШЕТКЕ

Thermodynamically and structural properties of the lattice gas with attractive near
est neighbor interaction on the honeycomb lattice are studied on the basic of the diagram
approximation.

Введение
Исследование твердых электролитов, твердых растворов, магнитных материалов, 

поверхностных явлений -  лишь некоторые примеры использования решеточных моде
лей. Однако до настоящего времени не существует простых методов расчета их равно
весных свойств, которые могли бы широко применяться для прикладных исследований 
термодинамических характеристик, фазовых переходов, а также кинетических коэффи
циентов.
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Недавно для вычисления равновесных характеристик решеточного газа были 
предложены самосогласованное диаграммное (ССДП) [1-6] и диаграммное (ДП) [7] 
приближения, основанные на диаграммном разложении свободной энергии решеточно
го газа по перенормированным функциям Майера [6]. На примере решеточного газа на 
плоской квадратной решетке было показано, что данные приближения позволяют вы
числять равновесные и диффузионные характеристики исследуемых систем с точно
стью порядка процента для решеточного газа с притяжением ближайших соседей.

В данной работе с помощью ДП проведено исследование равновесных свойств 
решеточного газа с притяжением между ближайшими соседями на плоской шести
угольной решетке. Полученные результаты сравниваются с результатами прямого ма
шинного моделирования решеточных систем по методу Монте-Карло (МКМ).

1. Выражение для свободной энергии решеточного газа 
со взаимодействием ближайших соседей на шестиугольной решетке

Развитое в работе [7] диаграммное приближение основано на представлении сво
бодной энергии решеточного газа в виде суммы ее квазихимического значения и диа
граммной части. При этом диаграммная часть свободной энергии считается пропор
циональной вкладу первой ненулевой диаграммы. Эта диаграмма представляет собой 
простейшую кольцевую диаграмму, а коэффициент пропорциональности А, определяет
ся из условия равенства получаемой критической температуры ее точному значению.

Данный подход позволяет записать выражение для свободной энергии решеточ
ного газа с притяжением ближайших соседей в следующей форме:

где си со -  концентрация частиц и вакансий соответственно; z\ -  число ближайших 
соседей; q -  вес младшей кольцевой диаграммы; т -  число ее вершин;

Условие равенства нулю в критической точке (с=0.5, Т=ТС) второй производной 
свободной энергии (1) по концентрации частиц используется для нахождения критиче
ской температуры и позволяет определить введенный выше коэффициент X:

(1)

(2)

Г = с0гі + с1 =0.5(і + Л/і + 4с1с0(РГ-1))

* d = Clc0( W - \ ) / Y 2, W = exp (-(ЗУ), p = (kBT)~l (4)

(3)

(zx- 2 ) j w c - z x
4qmd™ (5)

где

(6)

J/квТс —2.632 точное значение обратной критической температуры [8].
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2. Термодинамические характеристики решеточного газа
Знание свободной энергии решеточного газа позволяет изучить любые его термо

динамические характеристики. Так, например, химический потенциал может быть оп
ределен дифференцированием свободной энергии по концентрации:

fd F }
Ц = (7)

Эта производная может быть вычислена аналитически, и на основании (1) для хи
мического потенциала в ДП получено следующяее выражение [7]:

1-с, Clc0(2 Y - l)>  <8)дс И)
где первых два слагаемых в правой части определяют значение химического потенциа
ла в квазихимическом приближении (КХП).

На рис. 1 представлены изотермы химического потенциала и дано их сравнение с 
результатами моделирования решеточных систем по методу Монте-Карло. Для моде
лирования использовались решетки, содержащие 64x64=4096 решеточных узла, а само 
моделирование было осуществлено с помощью алгоритма Метрополиса [9] при перио
дических граничных условиях.

Из проведенного сравнения видно, что результаты ДП хорошо согласуются с дан
ными МКМ во всем диапазоне рассмотренных температур и концентраций. В противо
положность КХП, при температуре несколько выше критической изотермы химическо
го потенциала в ДП характеризуются широким плато, порождающим известные осо
бенности поведения системы в окрестности критической точки.
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Рис. 1. Зависимость от концентрации химического потенциала решеточного газа с притяжением 
ближайших соседей на шестиугольной решетке, (а) Т/Тс = 0.95 (1), 1.05 (2); 1.20 (3); 2.00 (4). 
Каждая группа кривых смещена относительно предыдущей на 5 единиц вдоль вертикальной 

оси (первоначальные положения кривых соответствуют рУ|7|= -1.5 при с=0.5). Линиями 
представлены результаты ДП, точками -  МКМ. (б) МКМ (1), ДП (2) и КХП (3) изотермы при 

Т/Тс = 0.95 в большем масштабе. Их пересечения с линией р=-1.5|7] определяют точки фазового 
перехода решеточный газ -  решеточная жидкость
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Даже в двухфазной области различие между результатами МКМ и ДП очень мало. 
МКМ отражает здесь постоянство химического потенциала, в то время как теоретиче
ские расчеты дают ван-дер-ваальсовскую петлю, соответствующую фазовому переходу 
первого рода. Теоретическая кривая характеризуется незначительными колебаниями 
относительно горизонтальной прямой. Построение Максвелла позволяет определять 
точки фазового перехода.Аналогия между характеристиками решеточного газа и маг
нетиков [10]

т = \ -2 с ,  (д\

где т -  намагниченность, позволяет сравнить фазовые превращения в ДП с соответст
вующими точными значениями намагниченности, полученными Найя [8]. Сопоставле
ние результатов показывает, что переход от КХП к ДП положительным образом сказы
вается на виде фазовой диаграммы, приближая ее к точному аналитическому решению. 
Вместе с тем необходимо отметить, что ДП не позволяет полно воспроизвести харак
терную особенность фазовых диаграмм двухмерных систем -  почти плоскую вершину 
фазовой диаграммы.

3. Структурные свойства решеточного газа
Аналогичным образом могут быть изучены и структурные характеристики реше

точных систем. Так, например, термодинамический фактор, являющийся мерой флук
туаций плотности в системе, определяется производной от химического потенциала, 
т. е. второй производной от свободной энергии по концентрации:

Т _ д(\і! кВТ) _ с (

д In с кв Т
d2F Л
дсг (10)

JT
а вероятности Р*(и„я,), определяющие вероятность того, что решеточные узлы i и у, яв
ляющиеся соседями порядка к, находятся в состоянии п, и определяются как

№ )  = ■
ч

9F
у k J j ( И )

Остальные двухузельные вероятности Р*(0,1), Р*(1,0) и Р*(0,0) могут быть определены 
из условий нормировки

Рк (0» 1) = ?к (1» 0) = С! -  Pfr (1,1),

*̂ (°> 0) = с0 “ ̂ А:(0Л)- (12)
Такие вероятности являются аналогами двухчастичной функции распределения непре
рывных систем. Г

Для демонстрации влияния взаимодействия и с целью получения большей на
глядности при высоких и низких концентрациях, где эти вероятности близки к нулю 
либо единице, их значения разделены на соответствующие значения для ленгмюров- 
ского газа, т. е. введены корреляционные функции gk(JJ) [11]:

f t ( l ; l ) - J l (U ) /c ,2

gk (0,1) = gk О» 0) = Рк (0,1) / qc0

gk (°> ° )  = p k ( ° » ° )  I c o . (13)
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Зависимости термодинамического фактора от концентрации представлены на 
рис. 2. Малые значения термодинамического фактора в широком диапазоне концентра
ций являются характерной особенностью околокритической изотермы 7М.05!ГС и от
ражают наличие больших флуктуаций концентрации в системе при данной температу
ре. Увеличение же температуры приводит к усилению хаотизации системы, что подав
ляет дальние корреляции, и кривая термодинамического фактора стремится к случаю 
невзаимодействующего решеточного газа.

Рис. 2. Зависимость от концентрации 
термодинамического фактора решеточного газа 

с притяжением ближайших соседей на 
шестиугольной решетке: Т/Тс = 1.05 (1), 1.20 (2); 
2.00 (3); невзаимодействующий решеточный газ 
(Т/Тс->оо, 4). Линиями представлены результаты 

ДП, точками -  МКМ
Корреляционные функции для двух частиц g i(l,l) или для частицы и вакансии 

gi(l,0) на плоской квадратной и простой кубической решетках представлены на рис. 3.
В силу симметрии корреляционная функция gi(0,0) при концентрации с равна 

g i(l,l) при концентрации 1-с. Результаты для корреляционных функций совпадают с 
результатами МКМ в пределах одного процента.
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Рис. 3. Зависимость корреляционных функций gn (а) и g01 (б) от концентрации для решеточного 
газа с притяжением ближайших соседей на шестиугольной решетке: Т/Тс = 0.95 (кривые 1),

1.05 (2); 1.20 (3); 2.00 (4). Сплошные линии -  результаты ДП, точки -  МКМ
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В целом анализ равновесных свойств решеточного газа показывает, что переход 
от плоской квадратной [3] и простой кубической [5] решеток к шестиугольной приво
дит лишь к незначительным количественным изменениям в этих свойствах. Для изо
терм химического потенциала, например, это выражается в величине химического по
тенциала, измеряемого в единицах параметра взаимодействия при концентрации частиц
O. 5, которая определяется числом ближайших соседей на решетке.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПО МЕТОДУ МОНТЕ-КАРЛО 
ДВУХКОМПОНЕНТНЫХ РЕШЕТОЧНЫХ СИСТЕМ

Equilibrium properties (chemical potential versus concentration dependencies, cor
relation functions) of a two component lattice gas with attractive interaction are investi
gated on the basic of Monte Carlo simulation. The Metropolis-type algorithm for the 
simulation is proposed.

Введение
В настоящее время изучение таких сложных и практически значимых явлений, 

как фазовые переходы, невозможно без использования модельных систем, которые по
зволяют учитывать межчастичные взаимодействия при высоких концентрациях частиц, 
оставаясь в то же время достаточно простыми для решения конкретных задач. яК числу 
таких моделей относятся так называемые решеточные системы.

Простейшая решеточная модель -  модель однокомпонентного решеточного газа 
со взаимодействием ближайших соседей (модель Изинга со спином 1/2 [1]) позволяет 
описывать фазовые переходы первого и второго рода [2]. Для расширения возможно-


