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М. И. КУЛАК, В. С. ВИХРЕН КО

ИССЛЕДОВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ 
ФУНКЦИЙ С ПОМОЩЬЮ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Помимо преодоления трудностей, связанных с выполнением усредне
ния по равновесному ансамблю, при вычислении временных корреляци
онных функций возникает необходимость учитывать и динамическое по
ведение системы. Дополнительные усложнения, появляющиеся в связи с 
этим, характерны как для неупорядоченных систем (жидкость или 
плотный газ), так и для кристаллического состояния, в особенности при 
не очень низких температурах.

В работе [1] предложен метод, основанный на введении частичных 
функций динамических переменных, дающий удобную основу для иссле
дования временных корреляционных функций. Ниже этот метод приме
няется для конкретных вычислений и исследования временных корре
ляционных функций импульса и координат частиц молекулярного кри
сталла.

Согласно [1, 2], уравнение для одночастичной функции РДЧь- Рь 0 =  
=  Р) (&; 7) динамических переменных я,,, р/( (к определяет номер частицы- 
имеет вид

дГ +  р" dqk ' J' h ' dps ! Р, (ft; 0 =
Р/<
Л0

РкехР I — 20-
N

2  \ f  GftJpi(/; t) F n  (<\к/Ч]) d q j d p j -
/фк Vj Qp

Здесь Ghj=  —

- v  f J G „ .
/фк vj Кp

дФ (|qft — q/i)
dpk

p., (k, /'; t) dqjdpj. ( 1)

dqh
■точечная сила, действующая со стороны

частицы / на частицу й; (qft) — средняя сила, действующая на части
цу й со стороны ее равновесного окружения:

N  ^

Рк Ы  =  У  Р к ) Ш  =  0 —----  1п ^,1 Ы .
/Й

Рк! Ы  =  ]’ Ощ^(| 11) (цАп) (1ц1; (2)
Ч

/7п) (ч/чь)— дважды условная равновесная функция условных распределе
ний [3]; А — нормировочная постоянная максвелловского распределения; 
V] =  VIN— молекулярный объем, V и N— объем и число частиц системы. 

В отличие от работы [1], в которой для замыкания цепочки уравнений
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для функций р,; полагалось р2(£, /; t) =  0, будем искать эту функцию 
в виде

Р> (к, /; /) -  Л"2 ехр [— (/?2 +  р2 )/2 0] Р!,°> (qft , q , ; t). (3)

Интегрируя второе уравнение цепочки по пространству импульсов обе
их частиц, запишем

д , д ,
Pfc ' —------Ь Р; • —---  I X

dq* <̂ qj

X [р2 (к, /; 0 +  F\V (*//) Р. (/; 0 +  FiV (//Л) р, (*; 01 dpkdp,= 0. (4)
Используя здесь (3), а также соотношение

дд ,1Г  +  Р‘ dqh
Pi(*; /) dph =  О, (5)

“v

следующее из (1) после интегрирования его по пространству импульсов, 
получим

^Р(20)(Яй- ЧЦ 0 , о(1) ,
dt ^  dqj

dFfl (q,/qfc) а(1)

Р Н ч л  t) +

+ dqh
Рг (qit ; 0 =  o,

p iX) (qft ; 0 =  f PftPi (k-, t)dph.

(6)

(7)

Отметим, что в силу (4) условия нормировки двухчастичной функции 
(см. [2]) выполняются автоматически. Этот факт выгодно отличает 
аппроксимацию (3) от использованной ранее в [ф],

Используя далее явный вид бинарной равновесной функции распре
деления, полученной с помощью аппроксимации потенциалов средних 
сил [3], находим

= 4 ~  А ^ \ ) (Ч;/ ЧЛ),0

AGh] =  Gh] — &hj.

Окончательно уравнение для р20) (q;i, qy; t) приобретает вид

dti0)(k,j- ,t)  1 w
dt _ 0 Х

X [AGh] . р',0 (к-, t) FlV (qy/qh) +  AG,h • p i0 (/; t) F\\' (q*/q;-)]

(8)

(9)

и может быть формально проинтегрировано. Использование его решения 
в (1) приводит к следующей замкнутой системе интегро-дифференциаль- 
ных уравнений для одночастичных функций:

( д
[ W  +  Pk dqk +  ^k dpk-) Pi (A; 0 = Рл

Л0

( l ) ,

Pi
exp \ ----- 2Q-

■-----— ^  < AG/,yAG;,y ) ft • Ai ) (qft , t) ф-
i+k
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( 10)

N

1'фк «]
[РГ (Ч, ; 0  -  ■ А[" , /)]^ Я ?  (ЧкФЛ (1ц; ,

к = \ ,  2, . . . .  N.
Здесь вектор

Р|0) (Ч;; 0 =  [ Р1 (ч^. 9}; 0  ,
йр

тензор второго ранга

< М ъ № н ,  > к =  |  ДО^ДСк^У (ч/Чк) Л<[), (11)

а тензор А)1’ равен интегралу по времени от одночастичной функции рУ1 , 
определенной соотношением (7):

АУЧЧк! 0  =  |  Р,(1) (Чк ; Пси'. (12)
6

Для определения автокорреляционной функции импульса некоторой 
частицы, а также временных корреляционных функций импульсов раз
личных частиц начальные условия системы уравнений (10), согласно 
[1], следует выбрать в виде

Р1 (1; 0) =  рЛ1(Ч1, Р1).
Р,(Л; 0) =  0 при к — 2, 3, . . . ,  N. (13)

Тогда С(р) (0 =  < Р, (0) Р, (0 > =  1 |  Р,р, (1; 0 ,
й р) (0 =  < Рй+1 (0) р, (0 > =  |  |  Рй+1р, (к +  1; 0 dqk+1dph+l ,

"к+1 ар

й ЧР) (0 =  < чй+1 (0) р, (0 > =  |  |  Чк+1Р, (А +  1; 0 <Ч+1Ф й+1. (14)
°к+1 ар

При начальных условиях

Рг (1; 0) =  ч ^ и  (Ч1 . рО*
РД&; 0) =  0 при к =  2, 3, . . . ,  N (15)

решение системы уравнений (10) позволяет определить временные корре
ляционные функции координат

й ч) (0 =  < Чй+1 (0) ч. (0 > =  |  |  Чк+,Р.(А +  1; 0 dqh+1dpk+l ,
°к+1

?) (0 =  ( Рк+1 (0) Ч1 (0 ) =  ^ | Ра_(_1 Р1 (А +  1; 0 Фк+1^Рк+1 • О®)
°л+1 ЙР

Угловые скобки < . . . >  означают усреднение по равновесному распре
делению.

Отметим, что использование системы уравнений (10) обеспечивает 
правильные значения вторых производных по времени корреляционных 
функций (14) и (16) в начальный момент. Так, согласно определению 
временной корреляционной функции, вторая производная по времени 
равна [4]
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_  < р .(0) р , ,0) > =  - е < 2  
М |*=0 \ ^ 2

О  & ф ц ( 17)

а после использования соотношения Цванцига [5] (т. е. после интегриро
вания в (17) по частям)

< 2 аЛ ° * > -  <18>/ = 2  к =  2

Для выполнения усреднения в (18) используем аппроксимацию равно
весной теории [3]

< СцОл  > =  |  |  (' 0 1/? 1*/?,1,| 1)(Я|. Ч;. Чл) =
а, V ) 1к

= [ |  0 1;МУ (я„ Я;) | |  С1̂ (1111) (яй/я1, ц})с1ч (\ д*
°* °/ ик

=  [ [ I’ (Ч1 , Ч;) <̂ Я1̂ Чу =  < > • (19)
у1 *7

С использованием (19) соотношение (18) приобретает вид
М р) N  N-[<2  ° а > +  2  <# л > ]

с!2С 
М2 14=0 /=2 /,Л=2 

!фк

[ 2  < Дб^АОу > +  < # '1̂ 1 > ] .1 /=2 (20)

С другой стороны, пользуясь определением автокорреляционной функ
ции импульса частицы через решение системы уравнений (10), имеем

Л2С(Р)
М2 Н = 0

В соответствии с (10), (13)

МО)
<Э2Р,(1; /)

дР ,4 =  0
(21)

М 1 ; 0) =

д _  д
=  — I Р1- —— --------

йя, 5р1

р, (/г; 0) =  0 при 2;

аР1(1; о
Ы 14=0

р,/7!! (Чь рО =  — ^1^41(4!, Р,), (22)

(23)

д д
Р, (1; 0) =  — [ р г - з^  +  рач! др

г ) р , ( 1 ; 0) +  ^ ех р ( - ^ - ) X

X
I 1 ЛГ

— - у
I 6 /Г|

< ДОиДОи> . Р(|1)(1; 0) +
лгV

/ #*  а/
I Си [р!0)(Я;; 0 ) -  АО]к-р',0 (Ч;; 0)1 МУ(яУчг) < Ц  ■ (24)
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Подставляя (22) и (23) в (24), находим

М 1; °) =  р1 • ~ ~  Рп (41, рЛ —

1 ы
— у  Р< • А°ч АОчУ ри(Ъ’ Р1>- (25)

/=2

так что (21) после подстановки (25) и интегрирования по частям в пер
вом слагаемом принимает значение, в точности соответствующее (20).

с и )

Рис. 1. Корреляционные функции импульсов и координат одной частицы при 0 =  е/£в и 
и = а: I — л=1;  2 — 2; 3 — 3; 4 — 4; 5, 5' — п= 4

Рис. 2. Корреляционные функции импульсов и координат разных частиц при 0 =  
= е /£ в и у=<т: /, / '  — й =  1; 2, 2' — 2; 3, 3' — к= 3

Конкретные вычисления выполнены на ЭВМ ЕС-1020 для модельной 
одномерной системы частиц с взаимодействием ближайших соседей, опи
сываемым потенциалом Леннард-Джонса при д = г/кв и двух различных 
объемах и\ = а и и2= 1,12а (е и о — параметры потенциала). Для чис
ленного решения задачи использована схема, в основе которой лежит 
метод интегрирования вдоль фазовых траекторий [6]. Приведенные в 
настоящей работе результаты получены при интегрировании системы 
уравнений (10) с временным шагом Д/=0,002т (т — характерный вре
менной параметр; для аргона т =  2,16-10~12 с (см. [7]). Сеточные функ
ции для каждой частицы вычислялись в 693 точках фазового простран
ства (прямоугольная сетка, содержащая 21 точку по координатам с 
шагом /2,7 =  0,05 у и 33 точки по импульсам с шагом /гр =  О,25У0).

На рис. 1 показано поведение автокорреляционной функции импуль
са (в единицах < р 2> )  в зависимости от времени t и от количества п 
учитываемых пар соседей, расположенных симметрично по отношению 
к центральной ячейке. Максимальное учтенное в вычислениях количе
ство пар соседей равно четырем. Отличия в поведении №>(/) при мень
ших значениях п связаны с влиянием границ. Для исследования времен
ных корреляционных функций па больших временах необходимо после
довательно наращивать количество рассматриваемых частиц.
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Временное поведение автокорреляционной функции О *  описывается зави
симостью, близкой к функции Бесселя Jn (со/) с определенным, согласно пра
вилу сумм (18), параметром со2 =  — 2 < (З2 ) . Вычисления, согласно гармо
нической теории со2арм =  — 4Ф"(и) (см. [8]), приводят к заниженным зна
чениям этого параметра (соГарм ~  0,9а> при v =  o и соГарм~  0,6 со при V — 
=  1,12а), причем отличие от гармонической теории сильно возрастает по 
мере увеличения объема.

На этом же рисунке приведены автокорреляционная функция коорди
нат частицы, которая очень медленно (по сравнению с изменением С(Р>) 
убывает со временем, и временная корреляционная функция координаты и 
импульса одной частицы в единицах < д2 ) и у { д2 ) ( р2 ) соответ
ственно.

На рис. 2 приведены результаты вычисления временных корреляцион
ных функций импульса С*р) (/) и координаты и импульса СкР) (/) при п =  
= 4  для различных частиц (&= 1,2,3) в тех же единицах, что и на рис. 1. 
Зависимость функций С1Р) от времени близка к описываемой функциями 
Бесселя J„k (со/).

Отметим, что рассматриваемые функции удовлетворяют соотношениям

С[р) (0 =  СГ> (*), С Г ’ (0 =  С Г  (/),

Clpq) (t) =  —С1ЧР) (0, (26)

которые могут быть использованы при анализе точности вычислений. 
В частности, из приведенных рисунков видно, что экстремумы функций 
СкР) (/) совпадают с нулями соответствующих функций ClP) (г1).

Summary

The method developed earlier is applied for calculating the time correlation functions 
momenta and coordinates of particles of a molecular system. The method ensures cor
rect values of the second derivatives of the correlation functions at the initial time mo
ment. Computer calculations are presented.
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