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ОБ ОДНОЙ ИНТЕГРАЛЬНОЙ СВЕРТКЕ,  
СВЯЗАННОЙ С ПРЕОБРАЗОВАНИЕМ КОНТОРОВИЧА − ЛЕБЕДЕВА 

Работа посвящена обобщению понятия свертки двух функций. Построена интегральная 
свертка как обратное преобразование Конторовича – Лебедева произведения одного преобразо-
вания по индексу специальной функции ядра и преобразования Конторовича – Лебедева свер-
тываемых функций. Метод исследования основывается на равенстве Парсеваля для преобразо-
вания Конторовича – Лебедева. Установлены условия существования в некоторых весовых про-
странствах Лебега измеримых функций и доказано факторизационное равенство.  

The paper is devoted to a generalization of the notion of convolution for two functions. The 
convolution is constructed in terms of the inverse Kontorovich − Lebedev transform of the product of 
the index transform with the special function in the kernel and the Kontorovich − Lebedev transform 
for convolution functions. The method is based on the Parseval equality for the Kontorovich − Lebedev 
transform. The estimates, mapping properties within weighted Lebesgue spaces of measurable 
functions and the factorization property are obtained. 

Введение. Среди обширного множества ин-
тегральных преобразований, теория которых 
имеет важные приложения в граничных задачах 
математической физики, особое место занимают 
преобразования, связанные с интегрированием 
по индексу специальной функции, входящей в 
ядро. В монографии [1] разработан метод по-
строения композиционных сверток для различ-
ных преобразований по индексу, дано понятие 
обобщенной свертки ( )gf ∗  двух функций f и g 
как операции умножения в некоторой алгебре, 
когда с помощью действия соответствующего 
интегрального оператора K на свертку приходим 
к обычному умножению образов, определенно-
му факторизационным равенством вида:  

( )[ ]( ) [ ]( )[ ]( ),21 xgKxfKxgfK =∗  

где 1,K  2K  − некоторые интегральные операторы. 
Если при некоторых условиях имеет смысл 

обратный оператор от произведения функций, 
то в некотором пространстве функций свертку 
можно определить равенством Парсеваля: 

( )( ) [ ][ ]( )( ).21
1 xgKfKKxgf −=∗  

Установлено [1], что все известные в литера-
туре преобразования по индексу композиционно 
связаны с преобразованием Конторовича – Лебе-
дева в силу универсальной структуры их ядер. 

Свертка для преобразования Конторови-
ча − Лебедева. Рассмотрим преобразование 
Конторовича – Лебедева [ ]fKiτ  вида 

[ ] ( ) ( )
0

.i iK f K x f x dx
∞

τ τ= ∫  (1)

Здесь ( )xKiτ  – функция Макдональда мнимого 
параметра [2]: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ],
sin2

xIxI
i

xK iii ττ−τ −
πτ

π=  (2)

где ( )xIiτ  − модифицированная функция Бессе-
ля второго рода, определенная рядом 

( ) ( )
2

0

1 .
1 ! 2

k i

i
k

xI x
k i k

+ τ∞

τ
=

⎛ ⎞= ⎜ ⎟Γ + τ + ⎝ ⎠
∑ (3)

Отметим следующее интегральное пред-
ставление [2] для функции Макдональда (2): 

( ) ( )ch

0

cos .x u
iK x e u du

∞
−

τ = τ∫  (4)

Преобразование Конторовича – Лебедева (1) 
имеет интегральную свертку, определенную 
двойным интегралом  

( )( ) ( ) ( )∫ ∫
∞ ∞ −−−

=∗
0 0

222 .
2
1 dyduygufe
t

tgf y
tu

t
uy

u
yt

(5)

Обозначим через ( )+ν R2,L  пространство 
суммируемых с квадратом функций с весом 

2 1,x ν−  норма которого определяется формулой  

( )
1/ 2

22 1
,2

0

.f x f x dx
∞

ν−
ν

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (6)

Заметим, что в случае 2/1=ν  пространство 
( )+ν R2,L  совпадает с пространством ( )2 .RL +  
Установлено [1], что оператор Конторовича – 

Лебедева (1) ограничено действует из про-
странств функций ( )+ν R2,L  с параметром 

10 <ν<  в пространство ( )2 .RL +  
Показано [1], что свертка (5) функций ( )xf  

и ( ) ( )+∈ R2Lxg  существует и принадлежит 
пространству ( )+ν R2,L  с параметром 1 / 2.ν >  
Кроме того, если 1 / 2 1,< ν <  то справедливы 
факторизационное равенство 

( ) ( ) [ ]( )[ ]( )i i iK f g x K f x K g xτ τ τ⎡ ∗ ⎤ =⎣ ⎦  

и равенство  
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( )( ) ×
π

=∗
x

xgf 2
2  

( ) ( ) [ ] [ ]
0

sh i i iK x K f K g d
∞

τ τ τ× τ πτ τ∫  (7)

для любого x > 0, где интеграл (7) абсолютно 
сходится. 

Заметим, что равенство (7) позволяет опреде-
лить свертку (5) как обратное преобразование 
Конторовича – Лебедева функции [ ] [ ]gKfK ii ττ . 

Преобразование по индексу с ядром, свя-
занным с функцией Макдональда. Рассмот-
рим интегральное преобразование  

( ) ( ) ( )∫
∞

τ=τ
0

,ˆ duufuMF i  (8)

где специальная функция ядра определяется 
интегралом 

( ) ( )ch

0

sin .u t
iM u e t dt

∞
−

τ = τ∫  (9)

Заметим, что интеграл (9) напоминает инте-
гральное представление (4) для функции Макдо-
нальда ( )iK xτ  и встречается в работе [3] в связи 
с исследованием одного класса преобразований 
по индексу. Используя метод работы [3], функ-
цию (9) можно выразить через известные специ-
альные функции [2] в следующем виде: 

( ) 2 2
1 , 1; 1 , 1 ; 2
2

u

i
eM u F i i u
−

τ
⎛ ⎞= − τ + τ −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

 

( ) ( ) ( )[ ].
sh2

uIuI ii τ−τ +
πτ

π−  

Лемма. Пусть ( ) ( )2 .Rf x L +∈ Тогда преоб-
разование (8) функции ( )xf  существует и 
представимо в виде 

( ) ( ){ }{ }ˆ ; ; ch ,
2 sF x F L f x uπ= τ  (10)

где sF  − оператор синус-преобразования Фу-
рье, а L – оператор Лапласа от функции ( ) ,f x  
вычисленный в точке ch ,p u=  кроме того, 
( ) ( )2

ˆ .RF x L +∈  
Доказательство. Воспользуемся следую-

щей оценкой [1]: 

( ) ( )0 cos , 0 .
2iK x e K x−δτ

τ
π≤ δ ≤ δ <  (11)

Предварительно оценим ( )τF̂  с помощью 
неравенства Гёльдера  

( ) ( )
1/ 2

2
02

0

ˆ .F f K t dt
∞⎛ ⎞

τ ≤ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (12)

Подставляя (9) в интеграл (8), в силу оценки 
(12) на основании теоремы Фубини можем по-

менять порядок интегрирования и получим (10). 
Применяя обобщенное неравенство Минков-
ского, покажем, что [ ]( ) ( )2ch .RLf u L +∈  Дей-
ствительно,  

[ ]( ) ( ) ≤
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫ ∫

∞ ∞
−

2/1

0

2

0

ch
2ch dudxxfeuLf ux  

( )
1/2 1/2

2 2 ch
2

0 0

.
2

x uf x dx e du f
∞ ∞

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ π≤ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

Последнее равенство следует из формулы 
(2.16.2.1) [4]. Далее, исходя из равенства Пар-
севаля для композиции (10), можем заключить, 
что ( ) ( )2

ˆ .RF x L +∈  Лемма доказана. 
Интегральная свертка, связанная с преоб-

разованием Конторовича – Лебедева. В работе 
изучаются свойства свертки ( )gf ∗̂  двух функций 
f и g, определенной обратным преобразованием 
Конторовича – Лебедева функции ( ) [ ]gKF iττˆ : 

( )( ) ×
π

=∗
x

xgf 2
2ˆ  

 

( ) ( ) ( ) [ ]
0

ˆsh .i iK x F K g d
∞

τ τ× τ πτ τ τ∫  (13)

Теорема 1. Пусть ( ) ( )+∈ R2Lxf , ( )xG  – 
преобразование Конторовича – Лебедева функ-
ции ( )yg  и ( ) ( )( )1 ;xG x L xe π−δ

+∈ R , где 
0 / 2.≤ δ < π  Тогда свертка (13) функций ( )xf  и 
( )xg существует и принадлежит пространству 
( ),2 ,RLν +  где 1.ν >  
Доказательство. Используя оценку (12), 

будем иметь  

( )( ) ( )
( )( )1

0
2 ;

cosˆ ,xL xe

K x
f g x C f G

x
π−δ

+

δ
∗ ≤ R  

где 0.C >  Тогда при условиях теоремы получим 

( )( )
1/ 2

22 1
,2

0

ˆ ˆf g x f g x dx
∞

ν−
ν

⎛ ⎞
∗ = ∗ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

( )( ) ( )
1

1/ 2
2 3 2

02
0

cos .xL xeC f G x K x dxπ−δ
+

∞
ν−⎛ ⎞

≤ δ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫;R

Учитывая асимптотические свойства функ-
ции Макдональда [2, 1]  

( ) , ,
2

xK x O e x
x

−
ν

⎛ ⎞π= → +∞⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (14)

( ) ( ) ,0,ln0 +→= xxOxK  (15)

можно заключить, что интеграл в правой части 
последнего неравенства сходится при .1>ν  
Теорема доказана. 
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Для функций ( ) ( )+ν∈ R2,Lxf  с параметром 
01 1 ,≤ ν < + ε  0 0,ε >  определим преобразование 

Конторовича – Лебедева следующим образом: 

[ ] ( ) ( ) .0,lim 0
0

0
ε≤ε<= ∫

∞
ε

τ+→ετ dxxxfxKfK ii (16)

Теорема 2. Пусть ( ) ( ) ( )+∈ R2, Lxgxf . Тогда 
преобразование Конторовича – Лебедева (16) 
свертки (13) существует и справедливо факто-
ризационное равенство 

( )[ ] ( ) [ ].ˆˆ gKFgfK ii ττ τ=∗  (17)

Доказательство. Пусть 0 0:1 1 ,∃ε ≤ ν < + ε  
00 .< ε ≤ ε  Тогда  

( ) ( ) ( )1
20

0 0

2ˆ lim shi iK f g K x x
∞ ∞

ε−
τ τε→
⎡ ⎤∗ = μ πμ ×⎣ ⎦ π∫ ∫  

( ) ( ) [ ] ( )20
0

2ˆ lim shi iK x F K g d dx
∞

μ μ ε→
× μ μ = μ πμ ×

π ∫  

( ) [ ] ( ) ( ) 1
0

ˆ .i i i
dxF K g K x K x dxd
x

∞

μ τ μ −ε× μ μ∫  

Изменение порядка интегрирования законно на 
основании теоремы Фубини в силу абсолютной 
сходимости последнего интеграла, которую 
покажем ниже. 

Вычисляя внутренний интеграл по формуле 
(2.16.33.2) из [4], после применения формулы 
дополнения для гамма-функции [2, 1] и разло-
жения полученной дроби на простые дроби, 
будем иметь 

( )ˆiK f gτ ⎡ ⎤∗ =⎣ ⎦  

( )
( )

( )
( ) [ ]

1

2 220

sgn sh2 ˆlim
1 iF K g

∞ε−

με→
−∞

μ πμε ⋅= μ ×
π τΓ ε + ε + τ −μ∫  

( ) ( ) 2

1, 1
2 2

i i
d

⎛ ε + τ + μ ε + τ −μ ⎞
× Γ + + μ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )
( )

( )
( ) [ ]

1

2 220

sgn sh2 ˆlim
1 iF K g

∞ε−

με→
−∞

μ πμε ⋅− μ ×
π τΓ ε + ε + τ + μ∫  

( ) ( ) 2

1, 1 .
2 2

i i
d

⎛ ε + τ + μ ε + τ −μ ⎞
× Γ + + μ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

Совершив замену переменной tε−τ=μ в 
первом интеграле и τ−ε=μ t во втором, в ре-
зультате несложных преобразований приходим 
к соотношению 

( )[ ] ( ) ( )
( ) ( ) ×

+εΓ+πτ
ε−τπε−τ

π
=∗ ∫

∞

∞−

ε

→ετ 11
shsgn2limˆ

20 t
ttgfKi  

( ) 2
2

1, 1
2 2

i t i t⎛ ε + τ − ε ⎞ε + ε× Γ + + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

( ) [ ]ˆ .i tF t K g dtτ−ε× τ − ε  (18)

Из асимптотической формулы [1, 2] 

( ) ( )( ) ,,12 12/2/1 ∞→+π=+Γ −π−− yyOeyiyx yx  

следует, что при ∞→t  произведение гамма-
функций в (18) равно 

( )2/2/22 ttetO επ−ε−τπ−ε+ , 0,τ >  00 .≤ ε < ε  

Далее используя формулы (11), (12), лемму, 
можем оценить абсолютную величину подын-
тегрального выражения в (18) с помощью сле-
дующей формулы: 

,
22

exp
1 2

22

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ε−τδ−επ−ε−τπ−ε−τπ
+πτ

ε+

tttt
t

tC  

где 0,C >  0 / 2,≤ δ < π  00 ,≤ ε < ε  0.τ >  Выби-
раем такое [ )0,  / 2δ∈ π , чтобы интеграл (18) 
абсолютно и равномерно по 0,ε ≥  +∈τ R  схо-
дился. Тогда на основании мажорантной теоре-
мы Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла будем иметь  

( )[ ] ( ) [ ]×τ=∗ ττ gKFgfK ii
ˆˆ  

( ) ( ) ( ) 2

1 1 1sh .
1

i i dt
t

∞

−∞

Γ + τ Γ − τ
× πτ

πτ π +∫  

Применяя формулу дополнения для гамма-
функции [2], получим (17). Теорема доказана. 

Заключение. Построена интегральная сверт-
ка (13), связанная с преобразованием Конторо-
вича – Лебедева. Установлены условия сущест-
вования и доказано факторизационное равенство. 
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