
В. М. СОБОЛЕВСКИЙ

ДЕФОРМАЦИЯ АНИЗОТРОПНОГО НЕОДНОРОДНОГО  
И НЕРАВНОМЕРНО НАГРЕТОГО ДИСКАИсследуем упругую деформацию кругового диска радиусов 

г и R, обладающего цилиндрической ортотропной анизотропией с полюсом анизотропии в центре. Модули Юнта Е 0 , Е$,  коэффи­циенты Пуассона [х„ , р-е и коэффициенты линейного теплового расширения а , а0 его являются функциями радиального расстоя­ния р. Диск находится под действием равномерных внутреннего 
(р ) и внешнего (q)  давлений и радиального теплового потока 
t =  % ; т).Запишем уравнения обобщенного закона Гука, дополненные температурными членами [1, 2]

dll А г  ------( -A lan 4" ^ 12а0 ) I',°Р -  Л11 do

о0 — А г  - J -  А  А з  -------- ( А г ао 4" А з а0 ) t ,
0 )

где А п  =  • Е1 — !Х■ р ‘ 04,„ - £ р '“е
^12

1 —
А з  — £е

1 — р-р p-еа Е р , Е в , фициенты Iхр . Г*'© > аРПуассона

(2)

ширения в радиальном и тангенциальном направлениях функ­ции р.Дифференциальное уравнение равновесия в применении к рас­сматриваемой задаче [1, 2]
da

Р
do + "М - 0 . (з);Граничные условия на внутренней р =  г и внешней р ■ = R по-1 верхностях диска

-Р, *
р = г %=R (4)
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Подставив значения компонентов радиального и тангенциаль­ного напряжений ( 1) в уравнение равновесия (3), найдем1 [ dA 1dAu 1 . 1 dA\\ \ du
P A n  dp j dpгде cp(p) = 1 _d_

Лп do "4lla„ +  ^ 12aQ ) t +

12 _
P

^23'
P J

u  =  <p(p), (5)71i2\ Э12 — Э23 _ t^ ii / °V

Ф$

P*
(6)Решения уравнения (5) не выражаются в общем случае через элементарные функции, и интеграл его не приводится к квадрату­рам. Поэтому рассмотрим частные случаи уравнения (5).1. Пусть Е р =  Е рпрп, Е $ =  Е$прп, |д.р =  const, =  const. (7) где п — произвольное вещественное число.В этом случае уравнение (5) приводится к неоднородному уравнению Эйлера

dAu , , ,  , '  ,  du / ,  „  п2\ ,  ,  , 0 .
(о)

где k2 =  —— f
р(р)

+  (i =  ?(?)•_  „.7dp2

Евп

2 do ( V ^ e ae ) * p
f /1 \ 1 ^рп^в Евп

I1 ^ K +  £ aeL\ 1 / J [_\ /. ' pn JОбщий интеграл уравнения (8 ) (19)
C l  +  2k

+ Ci- 2k

P(P)Pft
- k +

do

p(p)p
fc___ '1
R 2

( 10)Соответствующие напряжения находим по формулам (1), под­ставляя в них значение и из уравнения ( 10):
Зг, — Ч

С ,
С,
\

2k

2k ®(р)р— ft-
do

U ' n 1ft+ у- -т-1 cp(o)p * rfp -*•* - f  -' I / p 2 -  П р);
0' f , k 4- C i + 2k

- k + E + \ cp(p)p dp * + f - >
( И )

+  ( ‘_/г +  ‘ t ) X c, 2ft <p(p)pft+ ^ + 1
do

- f t + . - f - 1  P 2. - 7 \ ( P),
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где EPn { k ~  2 +  fe )
1 f*n

р ( П
P ' \ k ~  2 + 'а0

1 — !Аг, р-а
т

рп
1 — H-Q' p ' 0

E
P n ( 4 ,  j /:0rt

I — u. .u
p e ‘ 6 “ p ^  £'

\  P*
а_ £еп.

02)

Определяя произвольные постоянные С\ и С 2 из граничных условий (4) и подставляя полученные значения в равенства (11) И ( 10), найдем распределение напряжений и смещений:

где а =  ~ ;

Рк * = р -  Т{г) +  /*(р); 
p - k ^ P  ~  T(r) - f  /_ * {р ) ;  
Q  =  q  — T (R );

(14)

(15)
I1
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т  =

-fe+ т - 1
Г

2k

RМ/-*
* + - 2“X _ b \ <?(p)P  ̂ Ф  I

I h R 2k \ ?(p)p 
я

2 do — f 2k 1 ®(p)p -f t + - ^ +1  rfp
/-*(p) = A + f - 1

2(— Л) 1 '4fe fe + - ^ + 'cp(p)p 2 do -f-
(15)

l 2 do — r ~ ik <p(p)p‘ + - + , , 0/? \ <p(p)p
я2. Пусть

E? =  ^ яр», /:й -  ^ 0nP” , 1 -  PPPe =  (!Аррн)„ гл Ре =  > W ”’ (16)где n — произвольное вещественное число.В этом случае уравнение (5) приводится к неоднородному обобщенному уравнению Бесселя
• ' $  +  ► ? +  (17)где

+

Еоп%&п?П Евп

+  Р 0 п Р "а 0  1 t

+

1 -  Р0 л  Р”  «Р  4

Я0 to.

Общий интеграл уравнения (17) имеет вид
(18)

С3 — «' v (р) / Ьр ) -Ь СА +■  Б (р) 1 -W  , (19)

где ь. (р) =
i -v (р) —

/Д*Р <p(p)dp;
, И ?(р)^р;

(2 0 )
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A =  L  (bp2 ) / l v  (bo2) -  i _ { b p 2 )  A  ( f tp2 ) ;

H - v Я(Х0Я

2 / Дэйv = - f V  —r p/I

(20)

причем, если v — целое положительное число или нуль, то функ­цию Бесселя первого рода /_„ нужно заменить на его же функцию второго рода К-» .Соответствующие напряжения находим по формулам (1) под­становкой в них равенства (19):°р =  [Сз -  / _ » ]  ф,(р) +  [С4 +  Ш ]  Ф _ ч(р) -  д р ); ае =  [С 3 — / _ v(p)] 'К.(р) +  [С4 +  / » ]  0 _ ,( р) -  Д(Р), где
(21)

Ф,(Р)
Ф_,(Р) =

ряC ‘f "в ) . / ^ р 2 l +  i‘ e / " 1 /H ftP
L

/lv ( 6p 2 ] ф  P-e/ _  / -v (6p
'л(р) =  -
Ф _ v(p) =  
T(p) — -

U p) =  -

'pn

( p p  l" e ) n

P n

p-e«P” 4  feP I +n \  p
Y \  , свп 1 I ,  bo

(22)

К  “ e ) ,
E

I W " 7- *  I b? ‘
*)n L

—— ( aP +  P0WP"ae ) 7;
^ L ±  I - , { b p ‘‘
Ecn P

(pp |Je )„
Epn E,0 ,i<Л  ‘‘в ) . ^0лР%  +  с г г я0 Г -
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Определяя произвольные постоянными С 3 и С\ из граничных условий (4) и подставляя полученные значения в формулы (21) и (19), найдем распределение напряжений и смещений:
3Р=  т -  { [ я Q®_ v W] ®, (  р) -

-  [/>_ А ( Я ) +  Q®,(r)] Ф_,(р)} -  7Хр);

ае = X  {[Я ®_,(Я) + ОФ-vW] WP) -
(23)

-  [ Я _  Ф,(Я) +  Q®v(r)J < !> _» ] -  т -

и — Я _ Ф _ , ( Я ) + 'О Ф _ , ( г ) ч
я _  Ф ¥(Я ) +  Q ® v(r) /-v Ьр

( пи 2
1 -

где 8 =  Ф Д г )  ■ Ф _ у(Я ) -  Ф ,(Я )  • Ф _ ^ ) ;  Я  =  - Р + 7 ( Г )  +  Щ ;  Я _ , - - / »  +  Т (г) +  /_,(р);Q =  <7— Д Я );
я

4 ( р) =  ф- & )
A, h

<р(р)d? 4-

(24)

* * J # r  \ 7~ v̂ 2 - т (Р )*  -  ф- (г > 1 ?(р)Ф ;
(25)

/_*(р) =  ф , ( ')
/-V ftp

r(p) d'> +

4 "
(r) l A, \*P

Ф, (Й) I A
cp(p)rfp — Ф Д г ) M * P <p(p)rfp.
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3. Пусть£ р =  Е ?п(А +  Во)", Ее  =  Е %п{А +  Во)", |лр =  const, р.0 =  const, (26)где А, 5 ,  «  — произвольные вещественные числа.В этом случае уравнение (5) приводится к неоднородному обобщенному гипергеометрическому уравнению Гаусса
Рг(А +  В о ) +  р [Л  +  (я  +  1 )Вр\ +

где
+

<р(р)
+

■ А
'рл

+  -
рп

Во

dp

U == <р(р),
(А  +  Вр)п—1 dp

( 1 -  ) ®р+ -

( ар +  Ре *в у ( А  +  Вр)п 

tp(A +  Во)

+

Е рп !'  н  ~  к Вп

Общий интеграл уравнения (27)
и =  [С5 г̂(р)] Ei(p) +  [ С6 +  i’i(p)] /7г(р),где +i(p) =  рkF U, % у; — 4 -  р)* ;

^а(р) — Р +  ( а +  1 —■ f ,  Р +

®(p)dp;
В 2 7 ; .

В \1-Т+*

Р)*i(p) =  J  
*«(р) =  J ?(р)4р;

А =  ^(р).^(р)/Г2(р).Р(р);
'в п 
\ п

к +

Т =  1 +  2k.

V  п: +  41 'вя
г
"рп

Л|*с

(27)

(28)
(29)

(30)
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Соответствующие напряжения находим по формулам ( I ) под­становкой в них значения и из уравнения (29)
— [С5 — С(р)1 ii(p) 4~ [С« +  ii(p)] 1 з(р) ~  Др)>

Зн — \С Ь — h ( р)1 -Д(р) 4- fCe - f  Л(р)1 42(р)— Д(р),
(31)

где ДО) ЕРп(А + Щ п
1 -  К  >хв

F'(p) +  Р
Ч р) =  - т

£ рл(л + в р )й
-Д **е

в р

Сг/ \ | Д(р1Д  (?) +  Рв —
4 / ч  Een(A + BWA l(p) =  ! _ , х „------

1 Рр Р0

Я в и ( Л  +  В р ) "  Л *(Р) =  1 — а рй -‘ р о

f ; «  +  - г 5-
!*, Г(Р) + Д(р)

Др)

Ч р) =

р/г («о 4- Рй ай К И  4- 5 Р)Я;1 _  а м, V -р ' 1 0  'в 
‘ р ‘ в

'0/г '"в-  (рР ар 4- а0ЖЛ 4- £?)” •

(32)

Определяя произвольные постоянные Сз и С 6 из граничных условий (4) и подставляя полученные значения в формулы (31) и (29), найдем распределение напряжений и смещений
3Р = * - r i l P i 4 R )  +  Q 4 r)] Д(р)

4- IP ,4 R )  +  Qr2( )̂Il42(p)} -  До); 

о0 -  -J- Н Л В Д ) 4- Q r2(r)] Л ,(Р) -  

-  1Я2Д(/?) +  Q rx(r)J л 2(р)} -  Д(р); 

и  =  4 "  И Д Д (Я )  +  Q l3( r ) ] ^  (р) -

(33)

(34)[/>* W ) 4 - Q r 1(r)]F a(p)})
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(35)

где 3 =  U r ) 4 R )  ~  ^i(R)-Xi(r)\

Pi =  - p +  Т(г) +  Ш ;

Р г — /* + ' 7 ( г )  +  72(р);

Q  =  <7 -  T(R );

Ш  =  а д  f  <р(р)Ф  +  r i r % f  ] j  ?(p)rfp -
»• я

- а д  f - r ^ ? ( p ¥ p ;
г

т  =  ч г )  f  4 ^  ?(р)<*р +  J  т (р)^р -
<• я

-  V O  j  ? № -
г J4. Пусть£р =  ^рлЧ  . = £ » п е ' ? , 1 — Рр Pe =  (i*p •Ре =  const, (36)где п,  6 — произвольные вещественные числа.В этом случае уравнение (5) приводится к неоднородному уравнению Эйлера =  <Р(Р), (37)

где
к ■

+

-
E uH/z
E pn

■ [("p  + ^0 Яо)

£ рЛ‘а0 ~ £ 0л
Е врп

tu. (38)
а  =

Общий интеграл уравнения (37)
—*+1

С7 +  2Y |  ?(р)р dp р* + С 8 _i_2fe j  <р(р)р*' ‘ ' do
—k

где k
= v -

"0Л

E?n

P• , (39)

(40)

76



Соответствующие напряжения находим по формулам (1),  под­ставляя в них значение и из уравнения (39):
аР =  >'k С 7 + i  I ?(р)р k+'dp

*+1 ,
Р +

+  X-ft ся к  J  cp(p)pft+'fi?p -*+• 7Y 1р — 7(р);

а0 =  kh

k\. с,

c i +  W  ( *(р)р *+lrfp] pfe+1 —

- i j  ?(p)fP Mp ~ * + 1 т  c \P — 7i(p),

(41)

где кк ■■ F Pn (k +  ^e)(^p ■“©)„ ’
E pя(~  k +  !J-p) .^ Р ' ае)я ’

Ц?) =
pn

“ p +  Pe ae j t\

(42)( |J'P 'ae)„
7- ,• 1 E pn (  . E Qn \  ,r ‘ <?’ -  0 V 4  [ « *p +  - s ^ j LОпределяя произвольные постоянные C 7 и Cg из граничных условий (4) и подставляя полученные значения в формулы (41) и (39), найдем распределение напряжений и смещений:

1
Р 1 — аГ-к 

пP-ka

k

/ + , - Q ) ( t r

Qa
2k\{ R \ft+l

0 =
P - ka

1 — cfi* ft+1

\p ka
A+1

- Ш

щ г -

Qa"
2ft \ / R \ft+l

7’,(p);

(43)
)

1 — a*k Pka
ft-И

Q)(
p 1 / n *+1 ~ 2ft \ / /? \*'J  J ’(44)P
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где г
а  — 1 Т

ш

p k = p -  Т(Г) +  4(р); 

p -k  — Р — '[{>') +
Q ~  я ~  r(R)\

R

2k \ 1—k J  t (p)p
k -j' 1

do

2k4- 4  R
p pГ —*+l 2fc Г —/е4-1 I ) 

«p(p)p dp — r cp(p)p ' dp

„ 4 - 1

^—*(P) =  * _2k J ?(p)p d9
k+\

, ,  r _ , - 2 *  f  ,  4 + 1  . - 2 *  f  4 + 1  1
+  L-k j R \ tp(p)P do — r  J ®(p)p dp J

(45)

5. Пусть E ? =  £p„ en'‘ , E H =  E e n e'l'J , p. =  const, pe =  const(46)где n, k — произвольные вещественные числаВ этом случае уравнение (5) приводится к неоднородному обобщенному вырожденному гипергеометрическому уравнению Г аусса
Р2 +  Р(«V +  \ ) ~  +  U p0P *- ) « =  ?(Р),1 ' р/г

(47)
где р2 d®(о) =

яр* rfp ( “ р +  4 )  ае )
Яр*

/1 V | р̂Л ‘10 ~ ^%п
( ■ - ^ ) %  +  - Ч - — “ в to. (48)

Общий интеграл уравнения (47)
и — [09 — /4(р)] Fз(р) [Сго -J- /3(р)] F4(o); (49)
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где кХ«л
Ш  =  р F(*, т; -  V);

«̂(р) — р*(Ч' fV(« + 1 -  т, 2 — т; — яр*);
Ш  =  [  (p(p)rfp; 

Мр) =  I ср(р)с/р;

а =  f ,(p)f ;(p) -  /^ (р)П (р);

1 / “ ё;"0П .

р« + v

/
f Е вп

Е [‘П .

1 = 1
2 ,  f  <~вп

(50»

)
, /

k  у  Е  г о/гСоответствующие напряжения находим по формулам (1) под­становкой в них значения и из уравнения (49):
Or»р =  [С9 — /4(р)] 1\(р) +  [С,о +  4(р)]1'з(р) 7(р);

ае =  [С, -  с(р)] /Л(р) +  [С10 +  г3(р)] Л*(р) ~  т ,
(51)

где Г4(р) =  

г г(р) =

Щ ? )  =

*лГ'к
Е  е п *ра

т  -

П ?)

1 —  (А* р р е
Е  е гар*

рпl i -  Р р Р е
£ е « е И р*

р 0
£  еп ?к b Qn е р 0

Е @п

* - > |Хе
Е в п1 “ Р Р

^(р) +  Ре - f -  
п ? )  +  Ре - ^ У 1  

рР т + ~ у -

« у »  +  ~ ~ -

\ (52)
t e

npR

- ( р Р ар +  ч ) teп?К
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Определяя произвольные постоянные Са и С 10 из граничных условий (4) и подставляя полученные значения в формулы (51) и (49), найдем распределение напряжений и смещений:
ар — 8 {1 /У  2(Я) +  Q1 2О')] I l(p) — 

[№ (/?) +  Qrj(r)]ra(p)} _  7Хр);

а0 ~  ~8~ '{1Я3Г 2(Я) +  QI 2(f)] Н 4,(р) — 

-  [№ ( /? )  +  Q F j(r)] Я 2(р)} -  Тх(р);

(53)
»  =  ~ Г ■ {[№ (/? )  +  Q F 2( r ) ]F 3(p) -  [Я 41 \(Я ) +  Q l ’i ( r ) ]  F 4(p)}, (54)где 8 -  Г 4(г)Г2(/?) -  Г 4(Я )Г2(г);

Я3 =  — р +  Т(г) +  / 3(р);

Я4 =  — F +  7(г) +  / 4(р);

Q = q - T ( R ) - ,

R ГХ(Я)Г3(/-)
1 д т\./иР г т м

— г- .И  J  Ч Р -
Г

1■ ?(р№ ;
д <f(p )d'j +  —1

i(r) 1\(R) Г1 (R)

®(р)й?р — (55)

У
Г2(г) (  ср(р)Яр.

Соответствующие деформации находим по формулам гр "rfp ’
и

s0 =  —  подстановкой в них значения и из уравнений (14), (24), (34), (44) и (54).Эти решения можно применить и к деформации анизотропной неоднородной и неравномерно нагретой длинной толстостенной трубы.Заметим, что из формул (13), (14) и (43), (44) вытекают формулы С . Г. Лехницкого [1] при t =  0, полученные нами при 
п — 0 [2].80



Модули упругости изменяются по гиперболическому закону (7), (16), (26) « < 0  при: а) изменении температуры многих тел; б) закалке стальных деталей; в) изменении влажности древесины [3]; г) контурном прессовании древесины и пр.Модули упругости древесины изменяются при больших степе­нях контурного прессования по степенному закону (7), (16) /; >  0 или по биномиальному закону (26) п >  0 , а при малых сте­пенях контурного прессования — по экспоненциальному законе (36), (46) k >  0 [1].
Л и т е р а т у р а1. С.  Г.  Л е х н и ц к и й .  Анизотропные пластинки. М ., Гостехиздат, 1957.2. В. М . С о б о л е в с к и й .  Упругое напряженное состояние анизотропно­го вращающегося кругового диска под действием центробежных сил, внутрен­ней и внешней равномерно распределенных радиальных нагрузок и радиаль­ного теплового потока. Уч. зап. Б Г И Н Х  им. В. В. Куйбышева, вып. 6. Минск,1.958..3. Л . М. П е р е л ы г  и н, А.  X.  П е в ц о  в. Механические свойства и испы­тания древесины. М ., О Н Т И , 1934.

А. 3. ХАРТ АН О ВИЧ

ВЛИЯНИЕ СЕРНОКИСЛОЙ И ХЛОРИСТОЙ МЕДИ  
НА ФОРМУ КРИСТАЛЛОВ ХЛОРИСТОГО АММОНИЯВлияние примесей на форму кристаллов хлористого аммония было известно еще в прошлом веке.Ведан заметил, что N H 4C1 в присутствии C u S 0 4 образует кубоэктаэдры. Фулон получил трапецоэдрические кристаллы на­шатыря в присутствии F e C l3. Ретгерс установил, что на огранку нашатыря влияют мочевина, F e C l3, C rC l3, N iC l2, СоС12, М п С 12, (NH4)oS 0 4, (N H4)M o 0 4, слабее действуют C d C l2, Z n C l2, C u C l2, H gC U .В1аблюдення ученых прошлого столетия и других исследова­телей носили случайный, качественный характер, без системати­ческого количественного исследования, без описания точных усло­вий, при которых происходил рост кристаллов. Поэтому выяснить причину и механизм действия примесей на величину и габитус кристаллов не удавалось.Систематическое исследование влияния примесей разных ионов в растворе на габитус кристаллов N H 4C1 и ЫН4Вг провели К). Я. Тильманс[1] и В. Д . Кузнецов [2].К). Я . Тильманс пытался выяснить причины дендритной кри­сталлизации нашатыря и исследовал «...механизм действия приме­сей разных ионов в растворе на огранку кристаллов, последова­тельное нарастание этих изменений, влияние температурного пере­пада при одновременном действии примесей», а также исследовал совместное действие разных примесей. Он установил количествен­ное соотношение различных примесей и N H 4C1, необходимое для
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