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УПРАВЛЯЕМОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ  
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ ПО УПРАВЛЕНИЮ  

С ИНТЕРВАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Управление в условиях интервальной неопределенности [1, 5] 

занимает важное место в общей проблеме управления. В докладе рас-

сматривается управляемость интервальной системы (ансамбля систем) 

с запаздыванием по управлению, для которой получены достаточные 

условия управляемости. 

Рассмотрим систему 

      ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ,x t Ax t Bu t B u t h= + + -( ) (( ) (x t Ax( ) (Ax(                               (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]{ },0 , , 0, ,0 .x x X x t x X u u t t h
* * * *

*= Î = Î × = º Î -  

Здесь 1 2, , , ; , ,
n r n n n n r

x R u R X X R A R B B R
* ´ ´

*Î Î Ì Î Î  

– неопределенные матрицы со значениями в замкнутых интер-

валах  

             
1 1 1 2 2 2, , ,A A A B B B B B B£ £ £ £ £ £                                (2) 

t
* -  фиксированный момент времени, 0h >  – число (запаздывание).  

Матричные и векторные неравенства следует понимать поэлементно. 

Множества 

{ } { }: , :
n n

X x R x x x X x R x x x
* * * *

* * * *= Î £ £ = Î £ £  

 – это заданные  параллепипедные множества ( брусы  в 
n
R ) [3]. 

Матрицы 1 2, ,A B B , удовлетворяющие (2), будем называть допу-

стимыми. 

Ансамблем систем будем называть совокупность систем вида 

(1), коэффициенты которых – допустимые матрицы, принимающие 

значения в интервалах (2) независимо друг от друга. 

Введем кусочно-постоянные управления 

                       ( ) 1, , 1,2,..., ,
k

k k
u t u t k s-= t £ < t =                               (3) 

с фиксированными моментами разрыва первого рода 

0 10 ...
s
t
*= t < t < < t = , векторы 1 2, ,..., s

u u u  принадлежат множеству 

r
U RÌ , которое определяется конечной системой линейных нера-

венств. 
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Обозначим через ( ) n
X t RÎ – множество фазовых состояний ( )x t  

ансамбля (1) для некоторого кусочно-постоянного управления (3) ( )u t  

в момент времени , 0t t t
*£ £ , с начальным состоянием ( )0x x X* *= Î  

при любых допустимых матрицах 1 2, ,A B B .  

Ставится следующая задача: для любого начального состояния 

из множества X*  определить кусочно-постоянное управление (3) (од-

но и тоже для всех систем ансамбля), при котором выполняется вклю-

чение ( ) .X t X
* *Ì  Если поставленная задача разрешима в этом смысле, 

то будем говорить об управляемости ансамбля систем.  

Множество векторов ( )x t
*  ансамбля систем (1) в момент време-

ни ,t t
*= отвечающее всем допустимым 1 2, ,A B B  и начальному состоя-

нию  x* , образует множество ( ).X t
*  

Можно показать, что внешняя интервальная оценка [3] множе-

ства ( )X t
* примет вид 

             ( ) ( )0 0
1 1

,
s s

k k k k

k k k k

k k

d C u C u x d C u C u

= =

+ - D £ £ + + Då å          (4) 

где k
u  понимается как вектор  модулей координат вектора 

.k
u , а век-

торы d и матрицы 
k
C  вычисляются по параметрам системы (1). 

Пусть  0, n
Re ³ eÎ -любой вектор. Обозначим   

{ }:
n

X x R x x x
* * *
e = Î - e £ £ + e  

замкнутую e  - окрестность бруса .X
*

 Из полученной оценки (4), сле-

дует, что ( )X t X
* *

eÌ  имеет место тогда, когда  

0 0
1 1

( ) , ( ) .
n n

k k k k

k k k k

i i

d C u C u x d C u C u x
* *

= =

+ - D ³ - e + + D £ + eå å       (5) 

Составим по условиям (5) задачу нелинейного программирования 

                              
( )

( )

1 2

0
1

0
1

... min,

,

,

0, , 1, .

n

s
k k

k k

k

s
k k

k k

k

k

d C u C u x

d C u C u x

u U k s

*

=

*

=

e + e + + e ®

+ - D ³ - e

+ + D £ + e

e ³ Î =

å

å

                        (6)  

Таким образом, в задаче (6) ищется управление (3) , для которо-

го внешняя оценка множества ( )X t
*  находится в минимальной e – 
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окрестности бруса X *  (под минимальной e  – окрестностью бруса по-

нимается окрестность бруса с минимальной нормой вектора 

1

:
n

i

i=

e e = eå ). 

Задачу (6) можно переписать в виде следующей эквивалентной 

задачи линейного программирования 

( ) ( )

( )

0 0
1 1

min,

, ,

0, , , 0, 1, , 1,1,...,1 .

s s
k k k k

k k k k

k k

k k k k k

e

C u C w d x d C u C w d x

w u w u U w k s e

* *

= =

¢ × e ®

- - D - e £ - + + D - e £ +

¢e ³ - £ £ Î ³ = =

å å
   (7) 

где неизвестными будут e  и , , 1, .k k
u w k s=  

Ясно, что в задаче (7) множество планов не пусто и целевая 

функция ограничена на нем снизу, значит решение задачи (7) суще-

ствует. Следовательно, откорректированная постановка задачи управ-

ляемости ансамбля (1) звучит так: для любого начального состояния  

из множества X* определить кусочно – постоянное управление (одно и 

тоже для всех систем ансамбля) и минимальный e -брус множества 

X
*
, что выполняется включение ( ) .X t X

* *
eÌ  

Теорема. Для управляемости ансамбля систем (1) в классе ку-

сочно - постоянных функций достаточно, чтобы разрешимая задача 

линейного программирования (7) имела оптимальный план 

( )0 0 0
, , , 1, .
k k
u w k se =  В этом случае соответствующее управление пере-

водит пучок траекторий системы из X*  в минимальную 
0e - окрест-

ность бруса X
*
. Если в решении 

0
0e = , то задача решается точно. 
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