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В публикации рассматривается задача модальной управляемости для двумерной стационарной ди-

намической системы с запаздывающим аргументом с одним входом и двумя соизмеримыми запаздыва-
ниями. Дается определение задачи модального управления для исследуемой системы. Такая задача ре-
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которого выписываются по параметрам исходной системы. В статье получены регуляторы по типу об-
ратной связи, решающие задачу модального управления, как элементарные функции коэффициентов си-
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Введение. Задача модального управления 
является одной из основных задач теории 
управления. Такая задача хорошо изучена для 
систем без запаздывания. Для систем с запаз-
дывающим аргументом и систем нейтрального 
типа [1–9] решение задачи модального управ-
ления значительно сложнее. Это обусловлено 
тем, что пространство состояний таких систем, 
как правило, бесконечномерно. В данной ра-
боте решается задача модального управления 
для двумерной стационарной динамической си-
стемы с одним входом и двумя соизмеримыми 
запаздываниями. Получены регуляторы по 
принципу обратной связи, решающие задачу 
модального управления. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом с одним входом и двумя соизмеримыми 
запаздываниями: 

 (1) 

где , 0, 1, 2jA j =  – постоянные (2×2)-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b  – постоянный 

2-вектор; u  – скалярное управление. Не ограничи-
вая общности, можно считать, что ( )0 1b′ =
(штрих ( )′⋅  означает транспонирование). 

Характеристическое уравнение разомкнутой 
(с нулевым управлением) системы (1) имеет вид 

2
2 0 1 2det h hI A A e A e−λ − λ λ − − − ≡ 

 

( )2 2
10 11 12

h he e−λ − λ≡ λ + α + α + α λ +  

 2 3 4
00 01 02 03 04 ,h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+α +α +α + α +α  (2) 

где ,λ ∈  j he− λ  – оператор сдвига ( ( )j he x t− λ ≡
( )x t jh≡ − ). 
Присоединим к системе (1) регулятор вида 

( ) ( ) ( ) ( )00
0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + − +  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 2 ,x t A x t A x t h A x t h bu t= + − + − +
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 ( ) ( )
0

,
h

g s x t s ds
−

′+ +  (3) 

где , ,L M ∈  00,q  ijq – 2-векторы; ( ) ,g s  

[ ], 0s h∈ −  – непрерывная 2-вектор-функция; 

( ) ( ) ( ),
idef

i
i

dx t x t
dt

=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡  

В частотной области регулятор (3) имеет вид 

  (4) 

где ( )G λ  – целая функция, определяющая инте-
гральную часть (3). 

Определение. Система (1) модально управ-
ляема регулятором вида (3), если для наперед за-
данных чисел , 0, 0, 1, 2, 3, 4;ij i jα = = 1,i =  

0, 1, 2j =  найдется такой регулятор, при кото-
ром характеристическое уравнение замкнутой 
системы (1), (3) будет иметь вид (ср. с (2)) 

( )2
2 0 1 2det h hI A A e A e bU−λ − λ λ − − − − λ ≡   

( )2 2
10 11 12

h he e−λ − λ≡ λ + α + α + α λ +  
2 3 4

00 01 02 03 04 .h h h he e e e−λ − λ − λ − λ+α + α + α + α + α      

Обозначим hm e−λ=  – оператор сдвига, 
( ) 2

0 1 2 .m A A m A m= + +A  Пусть матрица ( )mA  
имеет вид 

( ) ( ) ( )
2

0 1 0 1

21 22
,

a a m b b m m
m

a m a m
 + + +

=  
  

A  

где  
( ) 2

21 210 211 212 ;a m a a m a m= + +  

 ( ) 2
22 220 221 222 .a m a a m a m= + +  (5) 

Регулятор, решающий задачу модального 
управления, будем искать в виде 
 ( ) ( ) ( )1 2, , , .U m m mλ = η λ η λ    (6) 

Компоненты регулятора (6) разделим на 
дифференциально-разностную (ей соответ-
ствует некоторый квазиполином) и интеграль-
ную части: 

( ) ( ) ( )1 11 12, , ;m m mη λ = η + η λ  

 ( ) ( ) ( )2 21 22, , ,m m mη λ = η + η λ  (7) 

где ( ) ( )11 21,m mη η  – полиномы относительно 

;m  ( ) ( )12 22, , ,m mη λ η λ  соответствуют инте-
гральной части. Будем искать эти функции в 
следующем виде: 

( )12 0, ;m km c −η λ =
λ − ξ

 

( ) ( )22 1 2, ,m km c c m −η λ = +
λ − ξ

 

где ;hk e−ξ=  0 1 2, ,c c c  – некоторые числа, подле-
жащие определению. Характеристическое урав-
нение замкнутой регулятором (6) системы (1) 
примет вид 

( ) ( )
2

0 1 0 1

21 11 12 22 21 22

a a m b b m m
a m a m

+ − λ + +
≡

+ η + η + η + η − λ
 

( ) ( )
2

0 1 0 1

21 11 22 21

a a m b b m m
a m a m

+ − λ + +
≡ +

+ η + η − λ
 

 
2

0 1 0 1

12 22

0.a a m b b m m+ − λ + +
+ =

η η
 (8) 

Последнее слагаемое в (8) имеет вид 
2

0 1 0 1

12 22

a a m b b m m+ − λ + +
=

η η
 

( )

2
0 1 0 1

0 1 2

a a m b b m m
m k m kc c c m

+ − λ + +
= =− −+

λ − ξ λ − ξ
 

2
0 1 0 1

0 1 2

a a m b b m mm k
c c c m

+ − λ + +−= =
λ − ξ +

 

 ( )( ) ( )( )2
0 1 1 2 0 0 1 .m k a am c c m c b bm m−= + −λ + − + +

λ−ξ
 (9) 

Поскольку для модальной управляемости 
определитель замкнутой системы должен быть 
квазиполиномом, подберем 0 1 2, , ,c c cξ  таким 
образом, чтобы выражение (9) представляло со-
бой квазиполином. Выделив в (9) целую часть 
по переменной ,λ  получим 

( )( ) ( )( 2
1 2 1 2 0

m kc c m m k a c c m−− + − + − +
λ − ξ

 

( ) )0 2 1 1 1 0 2 0 1 0 0 1 .a c a c b c c m a c b c c+ + − − ξ + − − ξ  

Для того чтобы последнее выражение было 
квазиполиномом, 0 1 2, ,с c c  должны удовлетво-
рять следующей системе уравнений: 

1 2 0

0 2 1 1 1 0 2

0 1 0 0 1

0,
0,
0.

a c c
a c a c b c c

a c b c c

− =
 + − − ξ =
 − − ξ =

 

( ) ( )00
0 1

,
L M

i j h
ij

i j
U q q e G− λ

= =

′ ′λ = + λ + λ
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Перепишем последнюю систему в матрич-
ной форме: 

 
1 0

1 1 0 1

0 0 2

1 0 0
0 .

0 0

a c
b a a c
b a c

−     
     − − ξ =     
     − − ξ     

 (10) 

Чтобы система (10) имела нетривиальное ре-
шение, определитель матрицы системы должен 
быть равен нулю. Получим следующее уравнение: 

 ( )2 2 2
1 1 0 0 0 1 0 1 12 0.b a a a b a a a bξ + − ξ + + − =  (11) 

Пусть корни уравнения (11) действительны 
и различны. 

2 2 2
1 1 1 01 1

1 0
4

;
2 2

a b a ba ba
−

ξ = − +  

 
2 2 2
1 1 1 01 1

2 0
4

,
2 2

a b a ba ba
−

ξ = − −  (12) 

что эквивалентно условию 

 2 2 2
1 1 1 04 0.a b a b− >  (13) 

Нетрудно проверить, что нетривиальные реше-
ния системы (10) , 0, 1, 3, 1, 2,i jс i j= =  соответ-

ствующие корням iξ  уравнения (11), определен-
ным в (12), имеют вид 

2 2 2
1 1 1 1 1 0

01 1 1 11 1 21 1 1
1

4
, , , ;

2
a b a b a b

с a t c t c t t
a

+ −
= = = ∈

2 2 2
1 1 1 1 1 0

02 1 1 12 2 22 2 2
1

4
, , , .

2
a b a b a b

с a t c t c t t
a

− −
= = = ∈  

Обозначим 1
1 ,hk e−ξ=  2

2 .hk e−ξ=  В качестве 
компоненты ( )12 , mη λ  возьмем 

 ( ) 1 2
12 1 1 1 2

1 2
, ,m k m km a t a t− −η λ = +

λ − ξ λ − ξ
 (14) 

а в качестве ( )22 , mη λ  

( )
2 2 2

1 1 1 1 1 0 1
22 1 1

1 1

4
,

2
a b a b a b m km t t m

a

 + − − η λ = + +
  λ − ξ 

 

 
2 2 2

1 1 1 1 1 0 2
2 2

1 2

4
.

2
a b a b a b m kt t m

a

 − − − + +
  λ − ξ 

 (15) 

Замкнем систему (1) регулятором 

( ),U mλ =  

  ( ) ( ) ( ) ( )1 21 2 22, , ,m a m m a m= η λ − η λ −      (16) 

где соответствующие компоненты регулятора 
определены в (14), (15). Определитель замкну-
той системы имеет вид 

( )( ) ( )2
1 0 21 1 21ma a m a m mλ − + + η λ + η −  

( ) ( ) ( )1 2
1 11 0 21 0 112

t tb m m a m b m+ − η + + η − η − 
 

 

( )( )
( ) ( )2 2

1 2 1 1 0
11 1 2

1

4
.

2

t t a b b
m m m t t

a

− −
− η + + −  

Введем обозначения 

 2
1 10 11 12 ,m mμ = α + α + α    (17) 

   2 3 4
2 00 01 02 03 04 ,m m m mμ = α + α + α + α + α        (18) 

где , 0, 0, 1, 3, 4;ij i jα = =  1, 0, 1, 2i j= =  – про-
извольные числа. Потребуем, чтобы 

( )1 0 21 1.ma a m+ + η = −μ  
Тогда 
 ( )21 1 1 0.m ma aη = −μ − −  (19) 

Замкнутая регулятором (16) с учетом (19) си-
стема (1) имеет следующее характеристическое 
уравнение: 

( )( ) (2 2 2
1 1 11 1 2 0 12m a m t t m a aλ + μ λ − + η + + − +  

( ) ( )1 1 2
1 1 1 11 1 1 2 22

b t t
a b m k t k t

+
+ μ + η + − − +  

( ) ( )2 2
1 2 1 1 0 1 1 1 1 2 2

1

4

2 2

t t a b b b k t b k t
a

− − ++ + +



 

( ) ( )
( )

2 2
1 1 2 2 1 1 0 2

0 1 1 0 11
1

4
.

2

k t k t a b b
a a b m

a

− −
+ − − μ − η  

Потребуем, чтобы 

( )2
1 11 1 2 0.a m t t+ η + + =  

Отсюда 
 ( ) 2

11 1 2 1 .m t t aη = − − −  (20) 

Замкнутая регулятором (16) с учетом (19), (20) 
система (1) имеет следующее характеристиче-
ское уравнение: 

( ( )2 2
1 1 1 1 1 0 1 1 2 22m b a a a k t k tλ + μ λ − − + μ + − − −  

( ) ( ) ( )2 2
2 1 1 1 01 2 1

1

4

2 2

t t a b bt t b
a

− −+ − + +


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( ) ( )1 1 1 2 22 2
1 1 0 0 1 0 1 2 2

b k t k t
b a a a b t t

+
+ − − μ + − + −  

( ) ( )2 2
2 2 1 1 1 1 0

1

4
0.

2

k t k t a b b

a

− −
− =  

Потребуем, чтобы коэффициент при m  в по-
следнем соотношении был равен нулю. Выразив 
оттуда 1,t  получим 

1t =  

( ) ( )2 2
2 1 0 1 1 0 1 1 2 1 2

2
1 0 1 1

4 2 4 2 2
.

4 2

t b b a b a a t b k

b b b k

− − − + + μ − +
=

− − + +
 (21) 

Потребуем теперь, чтобы 

( ) ( )1 1 1 2 22 2
1 1 0 0 1 0 1 2 2

b k t k t
b a a a b t t

+
+ − − μ + − + −

 

( ) ( )2 2
2 2 1 1 1 1 0

2
1

4
.

2

k t k t a b b

a

− −
− = μ  

Выразив отсюда 2,t  с учетом (21), получим 

( )( )( 2
2 1 2 1 2 1 0 1 01 2 2 4t b k k k b b b b= − − − − − +  

( ) ((
2

2 21
1 2 0 1 0 0 1 0 24

4
bk k b a b a a

 
+ − − + − − μ − μ −    

 

21 1 1
1 0 1 1 02 4

2 2
a ba a k b bμ − − + + − + 

  
 

2 2 2 21
1 1 1 0 1 1 0 0 1 02 2 2 2

2
a b a a b a b a a μ + − + − + + μ +  

 
 

) ( )2 2
2 1 1 0 0 1 0 2 12 k a b a a b+ μ + + + μ + μ −  

 1
1 0 04 .

2
a a b μ − +  
  

 (22) 

Замкнутая регулятором (16) с учетом (19), (20), 
(21), (22) система (1) имеет следующее характе-
ристическое уравнение: 

2
1 2 0,λ + μ λ + μ =  

что, с учетом (17), (18), свидетельствует о реше-
нии задачи модального управления. Из (21) и 
(22) следует, что регуляторы, решающие задачу 
модального управления, могут быть построены 
при выполнении следующих условий: 

2
1 0 1 14 2 0 ;b b b k− − + + ≠  

( )( ) 2
1 2 1 2 1 0 1 02 2 4b k k k b b b b− − − − − +  

( )
2

1
1 2 04 0.

4
bk k b

 
+ − − + ≠ 

 
 

Пример. Рассмотрим систему (1) с матрицами 

0
3 8

,
0 0

A
− 

=  
 

 1
1 2

,
0 0

A
− 

=  
 

 2
0 1

,
0 0

A  
=  
 

 
0

.
1

b  
=  
 

 

Тогда матрица ( )mA  имеет вид 

( )
23 8 2 .

0 0
m m mm

 − − + +
=  
 

A  

Система (10) записывается в виде 

 
0

1

2

1 0 1 0
2 1 3 0 .
8 3 0 0

c
c
c

     
     ξ − =     
     − ξ −     

 (23) 

Уравнение (11) примет вид 
2 8 7 0,ξ − ξ + =  

корни которого 1 21, 7.ξ = ξ =  
Нетривиальные решения системы (23), соот-

ветствующие корню 1 1:ξ =  10 1,c t= −  11 14 ,c t=  

12 1,c t=  а корню 2 7 :ξ =  20 2,c t= −  21 22 ,c t= −  22 2.c t=  
Выполнив все вычисления, заключим, что 

компоненты регулятора, решающего задачу мо-
дального управления, имеют вид 

( )
1 2 1 2

1 2
2 2

11
1

7 49 7 494 8
6 24 6 24

2

k
k km

k

μ +μ + μ +μ ++μ + +
− − − −η = −

−
 

1 2

2

7 49 1;
6 24k

μ + μ +− −
− −

 

( )21 1 3;m mη = − μ −  

( ) 1
12 ,

1
m km −η λ = ×
λ −

 

1 2 1 2
1 2

2 2

1

7 49 7 494 8
6 24 6 24

2

k
k k

k

 μ + μ + μ + μ +− + μ + + − − − − × +
−

 

1 2

2 2

1

7 49
6 24 ;

7 2
m k k

k

μ + μ +−
− − −+

λ − −
 

( ) 1
22 ,

1
m km −η λ = ×
λ −

 

1 2 1 2
1 2

2 2

7 49 7 49
4 8

6 24 6 24
k

k k
 μ + μ + μ + μ +

× + μ + + + − − − −
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1 2 1 2
1 2

2 2

7 49 7 494
6 24 6 24

m k
k k

 μ + μ + μ + μ ++ + μ + +  − − − −  
 

2 1 2 1 2

2 2

7 49 7 492 .
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Нетрудно убедиться, что 1 2 0k − ≠  и 26 24 0.k− − ≠  

Заключение. В статье получен способ 
нахождения регуляторов по принципу обратной 
связи, решающих задачу модального управле-
ния для двумерной системы запаздывающего 
типа с двумя соизмеримыми запаздываниями и 
одним входом. Указаны дополнительные усло-
вия существования таких регуляторов. Также 
рассмотрен иллюстративный пример
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