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Введение. Обобщенное гамма-распределе-
ние, имеющее функцию плотности 

 ( )
1

exp ,
b cc x xf x

b
c

−     = −     θ θ      θΓ 
 

 (1) 

было рассмотрено в работе [1]. Данное распре-
деление изучалось ранее и было переоткрыто 
позднее другими исследователями [2]. 

Гамма-распределения более полутора сто-
летий используются при моделировании ре-
альных процессов и явлений. Обобщенное 
гамма-распределение используется в теории 
надежности, при прогнозировании продолжи-
тельности лечения и затрат на медицинское 

обслуживание, в расчетах инженерных рис-
ков и рисков катастроф (землетрясений и 
наводнений), при обработке изображений и 
дистанционном зондировании, в качестве  мо-
делей распределения доходов [3]. 

Данное распределение включает в себя 
большинство известных законов: экспоненци-
альное распределение; χ2-распределение; рас-
пределение Эрланга; гамма-распределение; 
полунормальное распределение, или распреде-
ление максимума процесса броуновского дви-
жения; распределение Рэлея; распределение 
Максвелла – Больцмана; χ-распределение; m-
распределение Накагами; распределение Виль-
сона – Хильферти; распределение Вейбулла –
Гнеденко; обобщенное распределение Вейбулла; 
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псевдовейбулловское распределение; распреде-
ление Пирсона третьего и пятого типа; распреде-
ление Леви; распределение Фреше, а также их 
обратные  и масштабированные аналоги [3, 4]. 

Популярность рассматриваемого распределе-
ния обусловливается как гибкостью и многообра-
зием параметров, так и возможностью использо-
вать его в качестве адекватных асимптотических 
аппроксимаций во многих предельных схемах [5]. 

Обобщенное гамма-распределение удобно 
применять при описании дисперсного состава 
частиц дробления [6, 7]. При этом сложной оста-
ется задача статистической оценки его парамет-
ров. Метод моментов [7] не выявляет свойств 
оценок и не гарантирует их единственность. Ав-
тор данной работы независимо от других авто-
ров определился с названием распределения (1), 
рассмотрел его свойства и предложил статисти-
ческую оценку параметров методом максималь-
ного правдоподобия [8]. 

Исследованию свойств и применению обоб-
щенного гамма-распределения посвящено боль-
шое количество работ [9]. Тем не менее и в 
настоящее время актуальной остается задача 
статистической оценки параметров обобщенного 
гамма-распределения и исследование их свойств. 

Свойства обобщенного гамма-распреде-
ления. Рассмотрим обобщенное гамма-распре-
деление некоторой случайной величины ξ, за-
данное функцией плотности (1). 

Отметим, что параметр θ является парамет-
ром масштаба, а b и c есть параметры формы. 

Выполним переход к безразмерной случайной 
величине η = ξ / θ и получим функцию плотности:  

 ( ) ( )1 exp .b cc
f t t t

b
c

−= −
 θΓ 
 

 (2) 

Функция распределения непрерывной слу-
чайной величины η  

 ( ) ( )1

0

τ exp τ τ
t

b cc
F t d

b
c

−= −
 Γ 
 

  (3) 

сводится к неполной гамма-функции [10]. 
Если c > 0, то 

 ( ) 1 γ , ,cbF t t
b c
c

 =     Γ 
 

 (4) 

а при c < 0 

 ( ) 11 γ , .cbF t t
b c
c

 = −     Γ 
 

 (5) 

Если 1 0,b
c
− >  то исследуемые распределения 

имеют моду: 

 
1 1

mod mod mod
1 1η , ξ θ η θ .

c cb b
c c
− −   = = =   

   
 (6) 

Для функции распределения мода будет точ-
кой перегиба. На рис. 1, 2 приведены графики 
функции плотности и функции распределения 
cлучайной величины η для различных значений 
параметров b и c.  

 

 
Рис. 1. Функция плотности распределения (2)  

случайной величины η: 
1 – 0 < b < 1, c > 0 или b < 0, c < 0;  
2 – b = 1, 0 < c ≤ 1; 3 – b = 1, c > 1; 
4 – 1 < b ≤ 2, c > 0; 5 – b > 2, c > 0 

 

 
Рис. 2. Функция распределения случайной 

величины η: 
1 – 0 < b ≤ 1, c > 0 или b < 0, c < 0; 2 – b > 1, c > 0 

 
Для распределения (1) при 0с > найдены 

начальные моменты порядка ν , удовлетворяю-
щего условию ν 0b + > , причем 

 ( ) νη / ;b b
c cν
+   α = Γ Γ   

   
 (7) 

 ( ) ν νξ θ / .b b
c cν
+   α = Γ Γ   

   
 (8) 
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Действительно, 

( )
1

0

exp
b cс x xx dx

b
c

−+∞
ν

ν

     α ξ = − =    θ θ       θΓ 
 

  

1

0

exp
b cс x x dx

p
c

+ν−+∞ν  θ     = − =    θ θ       θΓ 
 

  

1

0

exp( ) .b v c

b
с ct t dt

b b
c c

+∞ν
+ − ν

+ ν Γ θ  = − = θ
   Γ Γ   
   

  

Статистическая оценка параметров. Ста-
тистическая оценка параметров распределения 
может быть выполнена методом моментов, при 
котором параметры распределения находятся из 
условия равенства теоретических и статистиче-
ских моментов. Метод моментов требует реше-
ния достаточно сложной системы уравнений, а 
также проверки соответствия полученной функ-
ции статистическим данным с помощью крите-
риев согласия и не гарантирует единственности 
решения. 

Выполним статистическую оценку парамет-
ров распределения (1) методом наибольшего 
правдоподобия [11]. 

Пусть дана выборка X =  1 2( , , ..., )nx x x=  ге-
неральной совокупности случайной величины ξ, 
имеющей функцию плотности распределения (1). 
Рассмотрим функцию правдоподобия: 

 
1

1
exp .

θ θθ

b cn
i i

i

c x xL
b
c

−

=

      = −           Γ 
 

∏  (9) 

Прологарифмируем данную функцию, полу-
чим функцию 

( )
1

ln ln 1 ln
cn

i i
n

i

с x xbL LnL b
c=

   = = − Γ + − − =    θ θ θ     


( )
1 1

1 1ln ln 1 ln
cn n

i i

i i

с x xbn b
c n n= =

   = − Γ + − −    θ θ θ     
   

и найдем ее частные производные: 

 
1

;
θ θ θ θ

cn
n i

i

L xnb c
=

∂  = − +  ∂  
  (10) 

 
1

ψ ln ;
θ

n
n i

i

L xn b
b c c =

∂  = − + ∂  
  (11) 

 2
1

ψ ln .
θ θ

cn
n i i

i

L x xn nb b
c c cc =

∂   = + −   ∂    
  (12) 

Применим необходимое условие экстремума 
функции многих переменных, приравняем найден-
ные частные производные к нулю и получим урав-
нения правдоподобия для определения статистиче-
ских оценок параметров распределения: 

 
1

0;
θ

cn
i

i

xcb
n =

 − = 
 

  (13) 

 
1

ψ ln 0;
θ

n
i

i

xb c
c n =

  − = 
 

  (14) 

 2
1

1 1ψ ln 0.
θ θ

cn
i i

i

x xb b
c c nc =

  + − =      
  (15) 

Решение уравнений (13)–(15) дает статисти-
ческую оценку параметров исследуемого распре-
деления (1). 

Оценка наибольшего правдоподобия для па-
раметра масштаба θ  выражается в явном виде 
при известных b и c: 

 
1

1
θ .

n cc
i

i

c x
nb =

 
=  
 

  (16) 

Условия существования и свойства стати-
стических оценок определяются выполнением 
условий регулярности [12], основным из кото-
рых является знакоположительность матрицы 
информации Фишера для параметров b и c: 

 

2 2

2

2 2

2

( , ) .

n n

n
n n

L L
b cbI b c E

L L
c b c

 ∂ ∂
 ∂ ∂∂ = −
 ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

 (17) 

Вычислим производные второго порядка 
прологарифмированной функции правдоподо-
бия Ln, обозначим b / c = k и получим: 

( )
2

2 2 2ψ ψ ;nL n b n k
cb c c

∂  ′ ′= − = − ∂  
 

( )
2

2 3 2ψ ψ [ψ( ) ψ ];F n b nb b n k k k
b c c cc c c

∂    ′ ′= + = +   ∂ ∂    
 

( )
2 2

2 [ψ( ) ψ ];F F n k k k
c b b c c

∂ ∂ ′= = +
∂ ∂ ∂ ∂

 

2 2
2

2 2 3 4
1

2 ψ ψ ln
θ θ

cn
i i

i

x xF n nb b nb b
c cc c c c =

∂     ′= − − − − =     ∂      
  

( ) ( )
2

2
2 2 2

1

2 ψ ψ ln .
θ θ

cn
i i

i

x xn nk nkk k
c c c =

 ′= − − − −  
 

  
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Математическое ожидание величин, не зави-
сящих от переменных xi, равно этим величинам. 
Оценки максимального правдоподобия удовле-
творяют условиям регулярности. При этих усло-
виях элементы матрицы информации Фишера 
равны для независимых случайных величин. 

2 2

1
ln ln

θ θ θ θ

c cn
i i

i

x x x xE nE
=

      = =              
  

1
2

0

ln exp
θ θ θ θ θ

c p cnc x x x x xd
b
c

−+∞           = − =                     Γ 
 



( ) { }1 2

0

ln expc b c cnc t t t dt t z
k

+∞
+ −= − = = =

Γ   

( ) ( ) ( )
2

2
2

0

( 1)ln expkn n kz z z dt
k k b

+∞ ∂ Γ += − = =
Γ Γ ∂  

( ) ( )2 2
( 1) ( 1)

1
n k nk k

c k c k
′′ ′′Γ + Γ += = =
Γ Γ +

 

2
2 [ ( 1) ( 1)].nk k k

c
′= ψ + + ψ +  

( )
( )2

ψ ( ) [ψ( ) ψ ]
( , ) ,

[ψ( ) ψ ]n
k k k knI k c

k k k Dc
′ ′ − + 

=  ′− + 
 

где D = 1 + 2kψ(k) + k2ψ'(k) + k[ψ'(k+1)+ ψ2(k+1)]. 
Рассмотрим матрицу  

( )
( )

ψ ( ) [ψ( ) ψ ]
( ) .

[ψ( ) ψ ]
k k k k

I k
k k k D

′ ′ − + 
=  ′− + 

 (18) 

Логарифмическая производная ψ( )k гамма-
функции монотонно возрастает, непрерывна на 
интервале (0, +∞ ) и принимает значения в преде-
лах (–∞ , +∞ ) [10]. Поэтому ψ ( )k′ принимает по-
ложительные значения на интервале (0; +∞ ). 

Определитель матрицы (18) в общем виде будет 

 2 2det ( ) ( ) [ ( 1) ( 1)] .I k k D k k′ ′= ψ − ψ + + ψ +  (19) 

График значений определителя матрицы (19), 

полученный численными методами (рис. 3), пока-
зывает, что он принимает положительные значе-
ния при k > 0.  
 

 
Рис. 3. График значений определителя  

матрицы (18) 
 

Матрица (18) будет знакоположительной. 
Матрица информации Фишера ( , )nI k c  отли-

чается от матрицы (18) на положительный множи-
тель и также будет знакоположительной. 

Решение уравнений (13)–(15) дает статистиче-
скую оценку параметров распределения (1), для 
которых будут выполнятся условия регулярности. 

Данные оценки являются состоятельными, 
асимптотически-несмещенными, эффективными, 
асимптотически-нормальными и ассимптотиче-
ски-эффективными [12]. При условии эффектив-
ности оценок система (13)–(15) имеет единствен-
ное решение [11]. 

Заключение. Исследованное обобщенное 
гамма-распределение имеет широкую область 
применения в силу своей универсальности. Но 
его использование ограничивалось отсутствием 
способов достоверной оценки параметров на ос-
новании статистических данных. 

Предложенный метод наибольшего правдо-
подобия, полученные уравнения (13)–(15), знако-
положительность матрицы информации Фишера 
позволяют получить состоятельные, ассимптоти-
чески-эффективные статистические оценки пара-
метров распределения, что доказывают их един-
ственность. 
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