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О ЗАДАЧАХ КАЧЕСТВЕННОЙ ТЕОРИИ УПРАВЛЕНИЯ ДЛЯ 
ДЕСКРИПТОРНЫХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ
The brief analytical review of a modem condition of researches on de

scriptor systems with delay is given. Statements of the basic problems of the 
qualitative theory of control for such systems are described, some results are 
presented, unsolved problems are marked.

Начало исследованию функционально-дифференциальных систем с 
последействием было положено работами А.Д. Мышкиса, относящимся к 
системам с запаздывающим аргументом. В дальнейшем последовал 
"исследовательский взрыв" в этой области и усилиями математиков раз
ных стран новое научное направление было доведено за сравнительно не
большой срок до уровня классической теории. Системы с последействием 
находят широкое применение в самых разнообразных областях современ
ной науки и техники: в автоматике и телемеханике, в радиолокации, био
логии и медицине (процессы размножения и распространения эпидемий), 
при моделировании регулируемых технологических процессов, связанных 
с переносом материала и тепла, и многих других.

В достаточно общем виде линейное функционально-дифференциаль
ное уравнение с управлением может быть записано в форме

~ (D(t)xt ) = A(t)xt +B(t)ut ,t > t0, (1)
at

где D(t),A(t),B(t)-  линейные ограниченные операторы, действующие из 
пространств Lp([-h,o],Rn),Zp ([—h,o],Rn),Zp([—h,o],Rr ) соответст

венно в пространство Rn,t>tQ. При этом обычно предполагается, что 
оператор D(t) не вырожден и поэтому система (1) может быть разрешена 
относительно производной.

В физически реальных переменных технологические процессы и 
системы автоматического управления более адекватно описываются деск- 
рипторными системами, т. е. системами вида (1), когда D(t) вырожден. 
Их теория является новым разделом качественной теории управления, по
этому в ней еще не установилась даже единая терминология. Такие систе
мы называют либо вырожденными, либо сингулярными, либо системами, 
неразрешенными относительно производной, либо системами с обобщен
ным пространством состояний, либо дескрипторными, причем последнее
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название превалирует. По нашему мнению, это название наиболее точно 
отражает специфику таких систем. Теория обыкновенных дескрипторных 
систем, т. е. систем без запаздывания вида (1.), разработана достаточно 
полно [1, 9, 10, 14, 53, 56]. В случае регулярных систем подробно изучены 
вопросы существования и единственности решения для непрерывных и 
дискретных систем, поставлены и решены различные задачи управляемо
сти и наблюдаемости, подробно исследованы возможности изменения ка
чественных характеристик дескрипторных систем с помощью линейной 
обратной связи по выходу и с помощью регуляторов, содержащих произ
водные.

Дескрипторные системы с запаздыванием представлены в научной 
периодике значительно слабее. Одной из первых работ в этом направле
нии является статья [35], в которой для общих дифференциальных систем, 
куда, как частный случай, вкладываются и дескрипторные системы с за
паздыванием, получены достаточные условия возможности управления 
отдельными модами системы. Первое исследование существования и 
единственности решения дескрипторной системы с запаздыванием провел 
Campbell S.L. в статье [50]. Он ввел понятие совместимых начальных ус
ловий и получил достаточные условия существования решения. В работе 
[55] получено представление решения дескрипторной системы с запазды
ванием через обратную матрицу Дрэзина [52], описан класс совместимых 
начальных условий и показано, как, используя линейную обратную связь 
по состоянию, можно обеспечить единственность и непрерывность решения.

Подробное исследование существования и единственности решения 
как непрерывных, так и дискретных систем с запаздыванием, а также 
представления решения в различных формах и решения некоторых задач 
управляемости проведено в работах В.В.Крахотко [34,37,38], В.В.Игна- 
тенко [31-34], Г.П.Размысловича [37, 38, 42-46]. Приведем некоторые ре
зультаты.

Рассмотрим стационарную линейную неоднородную систему с за
паздыванием [37].

где х e R n,A 0,A,Ai e C nxn,det Л0 = 0 , f  (t),<p(t)- кусочно- непрерыв

ные п -вектор-функции, xq е  Rn .
Начальное условие (3) назовем допустимым, если система (2) имеет 

хотя бы одно решение. Если для каждого допустимого начального условия 
система (2) имеет единственное решение, то такую систему будем назы

A0x(t ) + Ax(t) + A\x(t -  1) = / ( 0 ;

*0 0  = {*(0  = <Р(0 - i  ^  * < 0,*(0) = х0},

(2)

(3)
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вать совместной. Очевидно, что система (2) совместна тогда и только то
гда, когда совместна соответствующая ей однородная система

Aqx( )̂ + Ax(t) + A\x(t - 1) = 0 . ’ (4)

Справедливо утверждение:
Теорема 1. Если для параметров системы (2) выполняется равенство 

Aq (А + шА | ) — (Д + niA] )Aq (5)

для всех т,т е С, то для любых п - вектора qu  кусочно-непрерывной 
п - вектор-функции у/{т), -  1 < т < 0, вектор-функция

0
x(t) = F ( t ) A ^ A 0q+ \ F ( t - T ~ \ ) ^ A xA ^ V (t)dr ,  ( 6)

-1
где F(t ) есть решение уравнения

F(t)A?A0F(t)  + Aq A\F(t - \ )  = 0, (?)
F(0)= En,F(t)  = 0 , t < 0

является решением системы (4).
Если к требованию (5) добавить условие

Кег А0 п  Ker(A + тА\) = 0 ,  (8)

то вектор-функция (6) дает общее решение системы (4), причем у/(г) из 
множества

\у/(:У.А1(Еп-  4 Ч М 0  * 0 ,-1  S < О}. (9)

Для неоднородной системы (2) имеем:
Теорема 2. При выполнении условий (5), (8) общее решение системы 

(2) задается формулой.
0

* (0  = F (t )A ^A 0q + j F ( t - r -  \)А§ АХА§ AbV(T)dt +
-1

ho~ 1
А §  \F(,  -  r)f(T)dv + (E -  A $A 0) Y, ( -  1 )Ч [ (Л  +е~РА,)

0 1=1

D /+1
/ (0 (0 ,

где F(t ) определяется из (7), q e R n, - произвольная кусочно
непрерывная п - вектор-функция из множества (9).

Дальнейшие работы Г.П.Размысловича были посвящены вопросам 
численного решения дескрипторных систем с запаздыванием [43, 46], ал
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горитмам вычисления передаточной матрицы [ 53], специальным задачам 
управляемости для таких систем и их дискретных аналогов [42, 44], чис
ленному решению нестационарных систем [46]. •

Первыми работами по управляемости дескрипторных систем с за
паздыванием была работа В.И.Булатова [16]. В его дальнейших работах 
была подробно изучена проблема регуляризации [53], которая для обык
новенных дескрипторных систем формулируется следующим образом: 
стационарная система

A0x(t) = Ax(t) + Bu{t)
y{t) = Cx(t)

называется регуляризуемой обратной связью по выходу u(t) = Qy(t),  ес
ли замкнутая система Aqx(^) = (А + BQC)x(t) является регулярной, т. е. 
det[ЛА0 -  (А + BQC)\ Ф 0.

Было доказано [22], что критерием регуляризуемости является вы
полнение двух условий, т. е. существование Л0 е С, для которого

AqAq -  А
= п.

С
Эти результаты были обобщены [22] на общие дескрипторные сис

темы с запаздыванием вида
h

A0x(t) = ;4x(t)+ A\x(t -  h)+ jk(r)x(T -  h)dr + Bu(t).
0

Так как среди систем с запаздыванием наиболее простым классом 
являются системы с конечным спектром, то, естественно, возникает во
прос о существовании таких дескрипторных систем с запаздыванием.

В работе [24] рассмотрена задача о спектральной приводимости сис
темы

А^х( t)= Ах( t) + А\х( t - h )  + Ви( t);
у (  t)  = Сх( t)

с помощью динамического регулятора

i i <%«(0 (t -  jh)=f у Qt y V  а  -  jh ),
i=07=0 /=07=0

rank[ AqAq -  A:B]  = n, rank
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т. е. вопрос о существовании чисел а ,к , /3,1 и матриц Gy, Qy таких, что
спектр соответствующей замкнутой системы конечен, т. е. конечно мно
жество корней функции

D(A) В
Q W  G W J*

S(A) = det

где
D(X) = XAq -  А -  А\ ехр(-Л,Л);

G(X) = £  £  Gv№ hi
i= О j = О

Ш  = £  £  QtjXeW.
/•=0 7=0

Если при замыкании обыкновенных линейных систем использовать 
обратную связь по производной, что часто используется в инженерных 
разработках [26, 57], то мы переходим к дескрипторным системам. При
менение же такого регулятора в дескрипторных системах иногда позволя
ет перейти к обыкновенным системам. В работах L. Dai [53] такие системы 
были названы нормализуемыми. Для нормализуемых дескрипторных сис
тем с запаздыванием в работах Асмыковича И.К. были рассмотрены зада
чи модального управления [2, 3], апериодического управления [8, 9], рас- 
щепимости с помощью линейной обратной связи по выходу [5, 7]. В этих 
работах получены достаточные условия разрешимости поставленных за
дач, приведены численные примеры.

На XIII конгрессе ИФАК в г.Сан-Франциско в июне-июле 1996 года 
большое внимание было уделено дескрипторным системам, в том числе и 
дескрипторным системам с запаздыванием. В докладе [55] подробно изу
чены вопросы разрешимости, единственности и представления решений 
системы

Ax(t) = Bx(t) + Cx(t ~ r )  + f { t )  (10)

с начальным условием

xtQ = y ,  где\\> e ([-r ,0 ] ,/? ” ). (11)

Отмечено, что решение такой задачи в [50] требует бесконечной 
дифференцируемости функции / ( ? )  и выполнения для этих производных
специальных условий, которые не являются необходимыми. В указанной
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работе подробно описаны условия совместимости с помощью преобразо
вания системы (10) к виду

~1х 0 0 O ' ' B n B \  2 B \ 3 B \ 4 x \ ( t ) ~

0 0 2 0 0 B 2 l h 0 0 x 2 ( 0

0 0 o 3 0 B 3 \ 0 0з 0 х з  ( 0

О 0 0 04 _ _ B 4 l 0 0 O4  _ x 4  ( t ) .

Q i C 12 C 13 Q  4 ~x \ ( t - r f У Ф У

+
O n C 22 C 23 C 2 4 x 2  ( t ~ r )

+
f l ( t )

Q i C 32 h 0 х з ( * - r ) / 3  ( t )

_ Q i C 4 2 0 ° 4 . x 4 ( i - r ) _ / 4  ( 0 .

При различных предположениях на соотношения между частями 
системы (12) изучен вопрос о существовании и несуществовании решения 
задачи (10), (11), а также о единственности этого решения. Показано, что 
результаты [49-51] являются частными случаями приведенных рассужде
ний.

Вопросы стабилизации системы (10) с выходом y ( t ) = Dx(t) с по
мощью регулятора

u(t) = Ky(t) + Hy(t -  г)

изучены в докладе [60]. В этом докладе подробно изучены условия устой
чивости системы (10) и в терминах псевдообратных матриц доказаны дос
таточные условия стабилизируемости.

Подробное исследование стабилизации двумерных дескрипторных
систем

Sx(t) = Ax(t) + Axx(t - h )  + bu(t),n = 2 

с помощью регулятора

u{t) ~ Чох (0  + Ч\х (! ~ h)
выполнено в работах Борковской И.М. [13, 41]. В них получены в явной 
форме уравнения стабилизирующих регуляторов, а также рассмотрены 
случаи, когда необходим интегральный регулятор вида 

0
u(t) = JdQ(s)x(t + s'), t > 0.

-h
Обобщение этих результатов на системы нейтрального типа
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x(t) — A0x(t) + A\x(t ~ h ) +  A2x(t — h) + bu(t),

которые, как было отмечено в [4, 47, 65], могут быть записаны в дескрип- 
торной форме

D(e~ph,p)x(t) = A0x(t) + Ajx(t -  h) + bu(t),

выполнено в работе А.А.Якименко [47]. В этой работе получены доста
точные условия существования и дан алгоритм синтеза стабилизирующего 
линейного разностного регулятора для системы нейтрального типа.

Отметим, что изучение дескрипторных систем с последействием 
только начинается, поэтому существенными вопросами является проблема 
естественной постановки задач управляемости и наблюдаемости для таких 
систем, выяснение двойственной связи между ними и нахождение пара
метрических критериев разрешимости для разных классов систем. Задачи 
синтеза для дескрипторных систем с отклоняющимся аргументом , т.е. за
дачи разработки алгоритмов построения регуляторов, обеспечивающих 
необходимые изменения качественных характеристик в замкнутой 
системе, являются основными при реальном изучении систем автоматиче
ского управления. При этом важно обеспечить изменения с помощью наи
более простых регуляторов, т.е. решить задачу А.М. Летова о минималь
ных полях регулирования.
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УДК 517.977.1
А.А.Якименко, ассистент

СТАБИЛИЗАЦИЯ ОДНОЙ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ 
НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА РАЗНОСТНЫМИ РЕГУЛЯТОРАМИ

The algorithm for constructing of stabilizing regulators for a linear 
neutral type system is given.

Рассмотрим следующую систему:
x(t)= A Q x{ t )+ A ^x i t -h )  +A 2 x(t -  h) + bu(t), t > 0, (1)

где х (-),Ьф 0 e R 2;Aj e R 2x2 ,i = 0 , 1 , 2 e R ,h  > 0. He ограничивая

общности, можно считать b — . Стабилизирующий регулятор будем ис

кать в классе линейных регуляторов:
L м  ( Л

и{х) = qbox (t) + X }0 -  jh),
i=lj=0

(2)

где qij g R 2, i = 0 , 1 , = 1,2,...,M ; x ^ -  j -я производная вектора 

x ( t ) (x ^  (/) s  x(t)), знак (') означает транспонирование.


