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ОПИСАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПЛОТНОСТИ ВЕЩЕСТВА КРОНЫ ДЕРЕВЬЕВ 
С ПОМОЩЬЮ ПРИНЦИПА МАКСИМУМА ИНФОРМАЦИОННОЙ ЭНТРОПИИ

The principles of theoretical description of the distribution of tree crown density are developed on 
basis of methods of the modern statistical mechanics.

Настоящая работа является развитием пре
дыдущей работы [1] тех же авторов. В ней 
предложен более точный способ определения 
параметров, описывающих распределение мас
совой плотности кроны деревьев. Для этого ис
пользуется метод нелинейной оптимизации Ле- 
венберга -  Маркара. В связи с новизной приме
нения принципа максимума информационной 
энтропии в стктье снова подробно рассматри
вается процедура этой максимизации.

В последнее время крону дерева рассматри
вают как фрактальный объект [2, 3]. В то же 
время разрабатывается статистическая теория 
систем с фрактальной структурой [4]. Сами по 
себе фрактальные структуры являются привле
кательным объектом исследования в силу их 
уникальных свойств и широкого распростране
ния. Описание их свойств и поведения является 
актуальной задачей, решаемой как с помощью 
экспериментальных методов, так и на основе 
теоретических подходов.

Теоретическое описание фрактальных 
систем осуществляется с помощью методов 
статистической механики с использованием 
принципа максимума информационной эн
тропии. В настоящей работе эти методы при
влекаются для описания распределения плот
ности вещества кроны. Для таких систем ха
рактерна степенная асимптотика при больших 
значениях параметра состояния. Для учета 
этих особенностей необходима неканониче
ская квазиравновесная функция распределе
ния, вид которой устанавливается с помощью 
принципа максимума информационной эн
тропии Цаллиса и Реньи, отличной от канони
ческого распределения Больцмана -  Гиббса -  
Шеннона [5, 6, 7, 8].

Информационная энтропия Цаллиса запи
сывается в форме

sT р ч~' (x , t) )dx ,  (l)

а энтропия Реньи определяется как

S R = - ( g - l ) ~ 'ln  ^рч(х, t)dx,  (2)

где q -  некоторый вещественный параметр; 
р(х ,  /) -  функция распределения микросо
стояния системы в ее пространстве состояний.

Выбор параметров состояния осуществля
ется на основе некоторых физических сообра
жений, учитывающих специфику системы. Па
раметры состояния определены в некотором 
пространстве состояний и являются функциями 
координат в используемом пространстве. В на
шем случае этими 'параметрами служат функ
ции вертикальной координаты z, отсчитывае
мой от основания кроны, и, вообще говоря, ра
диальной координаты г.

В отличие от традиционного подхода в ка
честве квазиравновесных функций распределе
ния используются неканонические функции 
распределения, отвечающие обобщенной ин
формационной энтропии Цаллиса и Реньи. 
В теории неканонических распределений рас
сматриваются как обычные средние значения, 
являющиеся линейными функционалами иско
мых базисных функций распределения р(х) , 
так и обобщенные средние значения, вычис
ляемые с помощью так называемых сопровож
дающих функций распределения [6, 7]. В рамках 
общего подхода будем обозначать параметры

состояния через Ат , средние значения которых
используются для описания состояния системы. 
Параметрам состояния отвечают сопряженные 
им «термодинамические» параметры Fm .

В качестве функций распределения исполь
зуются неканонические функции распределения, 
отвечающие обобщенной информационной эн
тропии Цаллиса и Реньи. В нашей работе средние 
значения находим как линейные функционалы 
квазиравновесной функции распределения р:

Am = jAmp d x .  (3)
При решении вариационной задачи необхо

димо учесть дополнительные условия равенст
ва квазиравновесных средних значений их за
данным значениям Ат :

Ащ ~ А,п ■ (4)
Варьированию подлежит функционал Ла

гранжа:

L  =  S { p ( x ) ) - Y j F m\ p { A m - A m) d x ,
/л>0 }

где Siyp{x)^ -  некоторая энтропия, являющаяся 

функционалом р(х); F„, -  параметры, сопряжен-
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ные средним значениям динамических величин, 
которые находятся из равенства (4). Варьируя 
функционал Лагранжа, получим

11усть ‘S '^ jc)) является энтропией Цаллиса (1). 
Тогда

dST (д)
dp

1

q - 1
(6)

Экспериментальные данные дают распределение 
плотности по высоте кроны, поэтому в качестве 
параметра состояния возьмем некоторую функ
цию z -  координату в пространстве состояний 
фрактальной системы.

Параметр состояния будем выбирать в виде 
степенной функции, взятой со знаком минус.

Д , — (*")■ ( Ч )

В этом случае плотность пропорциональна 
p(z) и определяется уравнением

и уравнение (5) приводит к соотношению

i + 5 X ( 4 . - 4 , ) .  (7)
q т=1

которое позволяет установить выражение для
р(х):

ri-fe-iyo q - \

1 q )
1

Переопределяя величины Fm делением их
на 1 -  (q -  1 )Fo и обозначая переопределенные 
величины прежним символом, можно записать 
искомое распределение в виде

P = Z~' 1 - ( « - 1 ) 5 Х ( Д . ( 8)

где статистический интеграл Z определяется как

dx . (9)

Для конкретных расчетов ограничимся од
ним параметром состояния. Вынесем слагаемое 
со средним значением за скобки:

p = Z~1[l + (q - l ) F mAm']i^ х

х l~i (g- О л л  F
\ +(q - \ ) F mAm

Переопределяя значение статистического 
интеграла и параметра Fm и оставляя те же обо
значения, получаем следующее уравнение для 
функции распределения:

j  _
p  = Z -1[ l - ( 9 - l ) ^ . } - ‘ . (10)

р = j ( l  + a ( z " ) ) 9_I, (12)

где z -  безразмерная величина; a  = ( q - \ )F m\ 
d = z~].

Параметры d, a , q и n определяются по экс
периментальным данным [9] методом нелиней
ной оптимизации Левенберга -  Маркара, исполь
зующим для поиска минимума комбинирован
ную стратегию -  линейную аппроксимацию и 
градиентный спуск. Переключение с одного ме
тода на другой происходит в зависимости от того, 
была ли успешной линейная аппроксимация; та
кой подход называется моделью доверительных 
областей. Этот метод дает более точные резуль
таты чем те, что были получены в [ 1 ].

Рис. 1. Сравнение экспериментальных данных 
с теоретическими для ели. (Крестиками показаны 

экспериментальные данные, сплошной линией 
данные, полученные на основе уравнения [13])'

Для ели получаем следующие значения 
d  = 0,421, q = 2,078, a  = 11,536, п = 3,408. 
Окончательно уравнение принимает вид

Теперь установим вид функции Ат . Выбе
рем ее таким образом, чтобы она наиболее точно 
удовлетворяла экспериментальным данным [9].

р = 0,42l(l +11,53б(г3’408 )) 2'078г 1. (13)

Результаты расчета приведены на рис. 1.
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Для сосны получаем следующие значения: 
d  = 0,746, <£= 1,715, а  = 1,711, л = 3,91.

Тогда плотность запишется в форме
_1

р = 0,746^1 + 1,71 l(z3’91)) 1,715-1 . (14)

Параметры d, а , q и п определены по экс- 
. периментальным данным [9] тем же способом. 

Результаты расчета приведены на рис. 2.

Рис. 2. Сравнение экспериментальных данных 
с теоретическими для сосны. (Крестиками показаны 

экспериментальные данные, сплошной линией 
данные, полученные на основе уравнения [14])

Полученные результаты могут быть ис
пользованы для расчета центра масс и момен
тов инерции деревьев, что возможно исполь
зовать при изучении динамики лесных машин. 
Приведенные примеры показывают, что веро
ятностное описание с применением степенных 
функций является гибким аппаратом для опи
сания распределения плотности вещества кро
ны деревьев. В работе [9] экспериментальные

данные обработаны на основе другой зависи
мости, которая не имеет теоретического обос
нования. Наш подход имеет преимущества, 
поскольку он реализован на основе статисти
ческого метода.
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