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МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ В ДЕСКРИПТОШЫ СИСТЕМАХ С ЗАПАЗДЫВАНИЕ#

For linear stationary descriptor systems with state delay 
the problem of modal control by derivative and proportional state 
feedback is considered. The suifioient conditions of modal control 
are proved. A procedure for finding coefficients of the regulator 
is presented, and illust; ated oy a numerical example.

Введение. При изучении реальных систем управления математическая 
модель процесса в физически реальных переменных обычно записывается 
в виде дифференциального уравнения, неразрешенного относительно про­
изводной. Причем, если объект помимо дифференциальных связей содер- 
кит также и алгебраические [l0, 14] , то матриц' при производной бу­
дет обязательно вырожденной. Интерес к таким системам особенно акти­
визировался в последние годы, поэтому пока нет даже единой терминоло­
гии. Эти системы называют либо вырожденными системами [5, 12] , ли­
бо системами неразрешенными относительно старшей производной £4, б'. 
И] , либо сингулярными системами [ 13-15, 17-19] , либо обобщенными 
линейными системами [20, 21 ] , либо дескрипторными системами [i, 16]. 
В последнее время наиболее часто используется термин дескрипторные 
( от английского d d s c z lp - t o z - описывать), который, по-видимому, 
наиболее точно отражает специфику таких систем. К таким системам при­
водят задачи управления движением самолета, исследование процессов, 
происходящих в турбореактивном двигателе с дожиганием, задачи теории 
электрических цепей, задачи демографии, некотор- з экономические моде­
ли, исследование взаимосвязанных систем, рассмотрение систем с обрат­
ной связью, когда в регулятор входит производная либо в системе есть 
производная по управлению и линейная обратная связь по состоянию.

Задачи качественной теории управления для дескрипторных систем 
в последние годы привлекают внимание многих исследователей £1, 4, 17, 
19] . Одной из таких задач является задача модального управления, 
подробно изученная как для обыкновенных линейных систем Сем. L 3] ), 
гак и для дескрипторных систем £l, II-2I] . При этом применялись как 
геометрические методы £16, 17] , так и методы пространства состояний 
fl, 1х-13, 19-21] . Задача рассматривалась как задача управления от­
дельным.. модами Ql, 12, 16, I7J , так и как- задача управления коэф­
фициентами характеристического уравнения 20 . Известно, что для сис­
тем с запаздыванием эти две постановки задачи модального управления
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не эквивалентны fa . 7 ].
Одной из первых работ по модальному управлению в системах с 

последействием была работа [7J , в которой приведен алгоритм построг 
ни;: регулятора, изменяющего конкретные собственные числа системы. 
Позднее было выяснено, что дчя систем с запаздыванием существенною 
роль имеет вид регулятора. Особенно важным это является потому, что 
использование интегральных регуляторов ( а именно: такие регулятор 
используются в большинстве работ) требует знания и запоминания сос­
тояния на отрезке времени, равном величине запаздывания, а, возможно, 
и большем отрезке. Кроме того, наличие бесконечного спектра у систем 
с последействием требует изменения самой постановки задачи. Так как 
спектр системы однозначно определяется коэффициентами характеристик’г 
кого квазиполинома, то задачу модального управления можно рассматри 
вать как задачу управления этими коэффициентами.

На этом пути были получены критерии разрешимости задачи модаль 
ного управления для одновходных систем с запаздыванием, отдельно не­
обходимые и отдельно достаточные условия для многовходных систем с 
последействием при замыкании•системы линейным регулятором со многими 
запаздываниями по состоянию. Если в регуляторе допустить запаздывания 
по управлению, то условия разрешимости ослабляются, но при этом замк­
нутая система получается как си"тема с запаздыванием нейтрального ти­
па. Дальнейшие исследования типов регуляторов связаны с решением за­
дачи стабилизации.

Дескрипторным системам с запаздыванием посвящено небольшое коли­
чество работ. Первые исследования вопросов существования и единствен­
ности решения систем с запаздыванием приведены в работах [15, 17] . 
Ряд результатов для специальных к ассов непрерывных и дискретных деск 
рипторных систем с запаздыванием получены в работах В.В.Игнатенко и 
Р В.Крахотко. Ими приведены достаточные условия существования единст­
венного решения и даны формулы, выражающие решение через решения о/ - 
ределяющего уравнения. В работе /Ч. K o l i Z t f i i  Г18] решение запи­
сано через обратную Дразина, описан класс совместимых нач-̂ ьных усло­
вий, показано, как,используя линейную обратную связь по состоянию, 
можно обеспечить единственность и непрерывность решения. Системы с ы 
паздыванием нейтрального типа допускают логичную интерпретацию как 
дескрипторные системы с парамс грами [22] . Используя такую методику; 
в [22] была изучена задача стабилизации для систем нейтрального типа

В настоящей работе для дескрипторных систем с запаздыванием,кот 
рые удовлетворяют условию регуляризации [l7j , рассмотрена задача у: 
равления коэффициентами характеристического квазиполинома с помощью 
линейного запаздывающего регулятора с производной по состоянию. Оль



1горитм построения регулятора, приведен числовой пример.
Постановка задачи

Рассмотрим линейную дескрипторную систему с запаздыванием
К ± ш  = А ха ) + Atxtt-b) + Butt), ± >ot (1)

Где К ,  А , А ± -  - пос 'оянные матрицы, (5- n*Z - постоянная мат­
рица, d e t  К ~  О у А > О - постоянное запаздывание, начальные условия 
полагаются нулевыми. Будем полагать, что система (I) удовлетворяет 
условиям существования и единственности решения [15 J , [ l8 J .

Присоединим к системе (I) запаздывающий статико-дифференциальный 
регулятор вида Q

и а )  =  Рост + F Z F jz ’d- - jа ), <2)
где 6 - натуральное число, Р , В - некоторые z * к  -
матрицы и ЭССТ) =  О , *  <0.

Определение. Систему (I) назовем модально управляемой регулято­
ром (2), если для любых наперед заданных чисел Q j , i - О, 1,... ;
j г 0 ,1 , . . . ,  i существуют натуральное число В и г * п матрицы Р, P j  
j z d / o  » такие, что характеристическое уравнение замкнутой системы 
(I), (2) имеет вид: I

е и ) -  А"" + ZTZZ ?г; A lexp(-X}fl) = о. (з)* i= a  j - o  J
По аналогии с [l?7 , систему (I) будем называть регулируе­

мой, если существует матрица р  такая, что матрица К 8  R являет­
ся невырожденной.

Обозначим через £з7 P fe ) матрицу
Р ( г )  =  [ S i i A + z A J B ; . . .  :( А + г А ^ Б ]  (4)

и через Ъ(~2) , R ( t ) наборы линейно независимых векторов, составлен­
ные из векторов (4) по методам Луенбергера и Бруновского [З3 ' соот­
ветственно. Поставим задачу выяснить,при каких условиях на параметры 
системы (I) существуют параметры регулятора (2), обеспечивающего мо­
дальное ./правление в замкнутой системе (I), (2).

Решение задачи.
Предположим, что матрицы К и 6 образуют полностью управляемую 

пару, Tve. f3j
ю м / \  [ в ]  к в ; ...; к  в ]  -  (5)

Теорема I. Если выполняется условие (5), то система (I) является 
регуляризуемой. '



Доказательство, Запишем систему (I) как обыкновенную дескриптор 
ную систему с параметром, т.е. в виде

H x ( i )  -  ( А + 2 fiL)y:d:) + В и (+ ) .  (f,i
Необходимым и достаточным условием регуляризуемости такой системы ям 
ляется fl7 ]

iC in /l / К  • в ]  " ( 7 )  
Так каку ь силу условия (5). существует базис ( см \з] )» в ко

К  -

—,-----  -  9 —  ---------------------- -------- 1—1 -г
О L о .. . С О О . • . О
О о 1 • - - о .  .  -  -  -  -

а с о '~  -  -  t О О ... • С 1
X X х • •• К £ X ... X

ч

% / в  -
о 1 <$... а
о о 1 .... о *- *■
0  о ... i
X X X ... х с е . . .  i J

то отсюда следует выполнен-е условия (7), т.е. система (б) регуляри 
чуема регулятором U C t)  -  Q  £l i ± )  + 2ХС^).

Теорема 2. Система (I) модально управляема регулятором (2),если 
для не$ выполнено условие (5), одно из условий

1 d&I 0)(Ъ )е £оя<1 *  О  или d e - t  R ( b ) ~ c c * s t  t  О  (8)
и существует матрица f*1 такая, чги

К  ~ В  f t 7 -  J-/2.' (9)
Доказательство- 3 силу теоремы I система (I) является регуляри- 

зируемой. Присоединим к этой системе регулятор
LUt) - F  x(i) + (10)

где матрица F выбрана в соответствии с формулой (9). Тогда получаем 
систему с управлением вида

( К - в Р ) - к а )  -  A x t t )  + - 6 )  +
т.е.; в силу формулы (9) почудим обыкновенную систему с запаздывании

х ( £ )  =  В Z & )  +
для которой условия (8) гарантируют существование линейного разности 
го регулятора вида д

i r r t )  =  Ш + f* )  - J& ) ,
} = G



_ т -

обеспечйвающего в замкнутой системе требуемые коэффициенты характерис­
тического квазиполинома.

Объединяя регуляторы (10) и (II), получаем, что линейная обратная
СВЯЗЬ ! j

^  (I2)

решает постановленную задачу морального управления.
Алгоритм построения регулятора
1) Для исходной системы решаем матричное уравнение (9)
2) Присоединяем к системе (I) дифференциальный ре./лятор (10)
3) Для полученной системы записываем матрицу управляемости
4) Выбираем из (Ч>) матрицы Т)(г] и Wyt) и проверяем условие

(8)
5) Перейдя к соответствующей канонической форме, находим пара­

метры регулятора (II)
6) Объединив регуляторы (10) и (II), получаем требуемую линейную 

обратную связь (12).
Проиллюстрируем полученные результаты на примере.
Рассмотрим дескрмпторную систему с запаздыванием при нулевых на­

чальных условиях:

о о о [о о -л) [о а о I < о

Ее характеристическое уравнение
- 4

Чч
. -A.V 
L - е

А-е,
л-1
А* е 
1

aw
=4- ' J - О

(13)

.имеет положительные корни, т.е. система является неустойчивой. Расс­
читаем для нее игабилизирующий регулятор.

Проверим условие (7) !*

к
<
о
о

о \
< ч .о о

о
0
1

1 ■ 
ч
О .

Матрица р из уравнения (9) равна
с* ( е. ъ ‘ М  г V ° ° 1 j '
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Присоединив к системе (13) регулятор 

получаем систему

О A jxUH^O \  - A  jx(t-K) * ĵ O A j\r( + )
(14)

Потребуем, чтобы характеристическое уравнение замкнутой системы 
имело вид ЧЛСМ = (Л* ̂ 1**0.

Поскольку

И » .
О а А о
о  \ <-г г -iVA)
4 о  - L о 1

1%2г

ю,выбирая последовательность̂ ,, (A* + ] ( имеем .
о \ о 
i - i  г

delT>Ub-U~t)2,

т.е. t i ^(^0Ч1 С-оh*-t , но, выбирая линейно независимые векторы
по методу Бруновского (см С 31 ), получаем
т.е. выполнено товдество <̂ е! P(̂ )s соку^ о , . Теперь, исполь­
зуя технику приведения системы к аналогу канонической управляемой фор­
мы '(см. СЗ j ), вычислим коэффициенты требуемого регулятора.Он имеет
ВИТ

и тогда замкнутая система (14),(15) запишется в форме

Ее характеристическое „сравнение V  * (jk) ̂  (к* D* - О  , т.е. система 
асимптотически устойчива со степенью устойчивости/равной 2. Окончатель 
но регулятор (12) для системы (13) равен
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