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АКТУАЛЬНЫЕ ПРОБЛЕМЫ КАЧЕСТВЕННОЙ ТЕОРИИ 
УПРАВЛЕНИЯ Л Я  С’ ЛЕМ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ

The paper gives the analytical survey of recent results on the 
qualitative control theor-1 for linear functional-differential 
equations with after-effect and presents the perspectives of 
further investigations in this field. The main attention is paid 
to such questions as controllability, observability, modal control 
and the construction of a general approach to the controllability 

tand observability theory on the basis of minimal state concept for 
time-delav systems. Unsolved problems are also discussed.

Введение
Теория управляемости и наблюдаемости систем с последействием 

>:начинает свою историю с доклада [11 Н.Н.Красовского на II Конг­
рессе ИФАК в 1963г., где была сформулирована задача полного успо- 
гкоения (управляемости на нулевую функцию) системы с запаздыванием, 
jПараллельно Ф.М.Кирилловой и С.В.Чураковой была рассмотрена и 
исследована 121 задача относительной управляемости линейной стаци­

онарной системы с запаздывающим аргументом. С тех пор различные 
саспекты этих задач стали предметом исследования многих авторов. С 
соответствующими результатами и библиографией можно ознакомиться 
по монографиям 131 - [51, а также обзорам [61 -to] и библиографи­
ческому указателю [91.

К настоящему времени наиболее разработанной является теория 
управляемости и наблюдаемости линейных стационарных систем. 
Используя технику определяющего уравнения [41, можно- исследовап 
[101 задачи относительной управляемости линейных нестационарных 
систем с аналитическими коэффициентами. Дая линейных систем с 
достаточно гладкими коэффициентами известны Ш Д Л],[10] в ос-
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новноы достаточные условия управляемости и наблюдаемости. Для не­
линейных систем имеются лишь достаточные условия, большинство иг 
■оторых основаны на управляемости и наблюдаемости их линейны) 
приблиаений (см., например, П П Д 1 2 3 ) .  Вопросы функциональной уп­
равляемости для нестационарных систем в литературз почти нс 
рассматривались. Исключение составл ят ишь различные утвершдения, 
относящиеся к принципу двойственности между управляемостью и на- 
блюдаемостьы, в которых, как правило, требование стационарности 
несущественно. В связи с этим нише основное внимание уделяется ли­
нейным стационарным системам с последействием.

Рассмотренные нише проблемы разделены на две группы: 1 )конеч- 
номерные задачи, 2) бесконечномерные задачи. К первой группе от­
носятся те з дачи^ которые либо по постановке, либо по методу ре­
шен; 1 являются конечномерными. Работа в целом непосредственно при­
мыкает к обзору [8].

I. Конечномерные задачи ■]
IЛ,9правляеыссть"и наблюдаемость в пространстве . Как уже 
отмечалось, исторически первой проблемой данного направления явл: 
ется проблема относительной (евклидовой, конечномерной, 
управляемости. Этот тип управляемости подробно рассмотрен в [ 
Е61Д73 и мы остановимся зресь в основном на результатах, не во 
шедших в зти работы.

Рассмотрим систему управления вида 
I

(Ъ. Х(4г-]К) + -fij X  U-ik) ■+ 8, U  O-jk)) ~Q, (i. i)

с насильными условиями

.'x ^ b 4 s(lt);u(*cbs(T3, С-Цо], зс^о)=^с e  (8.”

где - постоянные соответственно (Vix n),(ia*n) и
(аг* ̂ -матрицы; j »  ; 730» In * 1Л - единичная -
матрица: W >  о, £.Vi: начальные данные

*)
Чв %  %  и управление Ц  таковы , что соответствующее решение 

^ ie S и.1 » "с>о > существует и абсолютно непрерывно.

*)
Такие начальные данные и управление считаем допустимыми.



Система (IЛ) называется jRn --fc, -управляемой (относительно 
■fc* -управляемой), если для любых допустимых начальных данных Ч Д  
*f и любого и,-вектора ^существует допустимое управлением, при 
котором

Ч- Д - о : *  . (1.3)
Если момент t 4 не фиксирован, приходим к задаче St*1, -управляемости 
(относительной управляемост; ).

Сформулированная задача -управляемости получила
исчерпывающее решение [4],Гб] - С83,Г10],113],Г143,£15],С163 
в рамках метода [43 определяющего уравнения 

г
^ U - i K ) . 6 ; U-t-JH) * 0  , 4 * 0 ,  “ -4)

с начальными условиями
Х * ( + 1 » 0  .. если К 4 о  или -h±0j V0to) ^ 1г , \/*(Д} . если
tci4 tx^o.

Основной результат гласит: система (I.I) fRn--fct-управляема 
тогда и только тогда, когда

X<UHVC i  t С<ЗД() ; К= 1 * ]  =  г м к  (1,5)
' de$ *

Заметим, что X *  (_•£:)-# О только в конечном числг точек i & СО Д J . 
Поэтому в (1.5) рассматривается ранг конечномерной матрицы.

Для систем без запаздывания ( А-~0 Р».=е’ U? С >J J 3 * о / У /**;
хорошо известно, что она не может быть управляемой по Калману для 
любой матрицы В 0 , если *мху\к н.4 . На относительную управляе­
мость системы СI.I) это утверждение не переносится, поскольку 
для системы (1.1) с матрицами ■

Л е ~

'<0 А О 

0 0 4 
4 О О

1 А О  
О \ 1 

О О 1
* в  =

’4J

Ъу=Ч>, fcj*©,

j =
гаи»с Bc.-lih-i*!' а г с т * Х 1К= З Д ля любого ненулевого вектора в в.

При некоторых предположениях на параметры система (I.I) 
имеет место следующее тождество Е163, Е173:

f(T + S И А ; ) ‘( . Ь ? : А /  X  V»Jl,M
^  Js1 j=t. • ^  4 » J-1 J J

( 1 . 6 )



о  <=■ Ytt ̂ =- ,

Ш i- достаточно мало, откуда в качестве следствия можно получить:
1) обобщение [153-П73 на решение уравнения (1.4) известной из те­
ории матриц теоремы Гамильтона-Кэли; 2) представление [18],[191 
фундаментальной матрицы, а также решений [163 системы (I.I) 
посредством ряда по решениям определяшщего уравнения ; 3) различ­
ные методы г163 доказательства критериев относительной управляе­
мости. Следствием (1.6) является также утверждение [173: если

управляема в смысле Калмана хотя бы при одном 1т ; ■&- т 4, 
то система (I.I)R*—управляема. Для частных случаев системы 
(I.D сформулированное утверждение содержится в работах [163,
[203,[213.

Важной с прикладной точки зрения задачей теории управляемое^ 
систем с последействием являетя задача управляемости в простейшш 
классах допустимых управлений,таких, как алгебраические, тригоно- 
метрические полиномы; выходы линейных систем управления, релейны! 
функции и др. Большая работа проделана [183,[193 в этом направле­
нии Б.1, Шкляром. В частности, т  показано', что критерий управляе­
мости во многих практически важных классах функций совпадает i 
условие» (1.F), а минимальные "войства (например, число точек пе- 
реклшчения релейных управлений) классов допустимых управлений пол­
ностью характеризуштся структурой матрицы Х ^ 4 . Из боле тоздних 
исследованиГ по этой теме отметим результаты В.В.Игнатенко [133 i
А.й.Астровского [223, которые исследовали задачу относительной уп­
равляемости в классах выходов динамических регуляторов и класс* 
функций Чебышева,

Другой важной задачей рассматриваемой теории является задач* 
вычисления минимального числа входов, при которых система (I.I 
относительно упразляема. Для решения этой задачи в [233 предложе:

система



коястрзктшвный конечный алгоритм.
Наряду с системой £1.1) рассмотрим сопряжённдю система с об 

ращённым временем

5 1  Щ х * { ± 4: t  ̂ £1.8:

^  С"Ь) —  Ь. х  ( - ь + д Ц , £1.9)

где

( V ^ b ^ i k - o i ,

^  ( V ^ W  = ; J • (1.10)

[ g e n ,  ' f f e K W i ;

£ < - 
вектор-функция непрерывна по Ь : £1.11j-co J -I /

|с Т,|$ ). L 4(X^.&1, JR.**4} - пространство эквивалентных
классов интегрирдемых на C«st€l уц- векторов-функций; штрих £') 
обозначает транспонирование. Заметим, что дсловие (1.11) 
вызывает, вообще говоря, наличие разрывов первого рода g решения 
системы (1.8) в точках 4~i V*, j = 0,4.t. .

Система £1.8) называется |R* _ \ i -наблюдаемое (у с л о в н о - 
наблюдаемой [24]), если по измерениям выхода y(~t) t i  t  C0 ,^!/ 
и по известней начальной Я  -вектор-функции ^ (обычно ̂fctJeĈ Tfct̂ kj) 
можно однозначно восстановить с помощью линейной интегральной 
операции неизвестный начальный вектор *j}ô lR.h.

При некоторых предположениях на параметры системы справедлив 
следующий принцип двойственности С663,Г24Д: система £1.8), (1.9) 
является -наблюдаемой в том и только в том случае, если
система £1.1) R*-t4 -управляема.

Зачастую на практике возникает необходимость перевода траек­
тории системы не в любую точку & к (как в £1.3)), а в точка 
■Зс4;г о  С jp.*4 • Зто задача относительной ндль-управляемости 
Сндль- p.K --fc1 -управляемости). Хорошо известно, что для ли­
нейных стационарных без запаздывания задачи IR*4- -14 -дправ­
ляемости и нуль (й:*4- *1̂  -управляемости совпадают.. Для систем с 
последействием,задача оказывается гораздо сложнее. Эта ситуация



подробно анализировалась в [25] Л  26] . Оказалось [25], что для

системы (1Л ) с , . п
Aj = : в?= О, l^ A j**-* / (1Л2)

критерии 1$.и -управляемости и нуль- lRn - управляемости совпада­
е т  при П.-&3, Эти критерии совпадают [26] и для VI~Ч Недавно
В.В.Карпук подтвердил это'1 результа” дл~ 5" ). В связи с этим 
возникает вопрос,об эквивалентности критериев нуль- R w и R  - 
управляемости в общем случае системы (1.1),(1.12),

Для общего случая системы (1.1) можно утверждать, что крите­
рии нуль- R w и -управляемости совпадают при Vl ^ %  . Этот 
результат справедлив и для общей стационарной системы с распре­
делённым запаздыванием, но перестает быть верным в следующих 
случаях: 1) гля Системы (1,1) при vt«3 (пример:СлучамА* * j * ° 4 к - Г О С 0*1

i* ^/—  Л >

В.; 51 О 'Ь

2) для системы (1.1) запаздывающего типа [26] с Vi=4,
л • 3) для системы запаздывающего типа с распределён-

ным запаздыванием для Ю.= 3 (пример:

й . о . i
± J M * x, W -.5X.ti+sj«Is* Д  - « s H *

■* f  cisci^
"1 -i о ”

Для системы (1.1) без запаздывания понятие управляь 'сти 
(в смысле Калмана) полностью характеризуется одним параметром 
-t 1 RA- "t -управляемость). Для систем с последействием, как 
мы видим на примере уравнения (1.4), одного параметра уже недос­
таточно. Этот факт находит отражение во вводимых ниже понятиях.

Пусть i ?0- Система (1.1) называется: 1)



^равляемой, если для лшбых допустимых начальных данных Ч 0 Ч  %
% и -явбого допустимого управления V существует допустимое 

управление Ю  , при котором

= (1.13)
2) вполне ft-fS.ir) -управляемой , если соотношение £1.13)
выполняется с дополнительным требованием:

'U(cn  = V( T , ‘TT - b S .
- Аналогично, систему (1.8),С 1.9) назовем: 1) & П-(ЗД) 

наблюдаемой, если при лшбых ^  (= К?*, для которых справедливо
тождество Ч», о)= Т  €  С Х Х ± < Ъ имеет место
также соотношение ~  tс} для Tr^4rt-S;
2) вполне & л- ( Л (-Ь) -наблюдаемой, если l-t>S) :

“а&Л;°),* * [*с% v s ] -.=>тс(Т,9ов), эс(т,£в|е);<T±t-s

Замечания: 1) в силу конечномерности IR** сформулированные 
определения наблюдаемости эквивалентны восстановлению решения t.(£) 
для по известным измерениям выхода на O V V * * ]  при по­
мощи линейной (интегральной ) операции (при этом можно потребо­
вать, что <9, ^ - не нули, но известны), 2) как легко видеть,
сформулированные понятия управляемости и наблюдаемости обобщают 
введенные ранее понятия (Rh- t  , нуль- |Rh.-t -управляемости 
и условной наблюдаемости.

Справедлив следующий принцип двойственности:система (1.1) 
1RH- CS4t)" Управляема (вполне -управляема, -fc>̂  ) тогда и
только тцгда, когда система (1.8) -(1.11) &*($,*] -наблюдаема 
(вполне R.h-tS<'tJ -наблюдаема, S ).

Пусть -i>Ov-4jk . Используя технику [41 определяющего урав­
нений и понятия 4 - I [форматора 127], можно доказать следующее 
утверждение : система (1.1) -управляема (нуль--|: -уп­
равляема ) в том и только в том случае, когда

j —О/ Д с “ ; x -Sm *

i С:Го>Си)Й, i* n]= lab* [ЯД*), 11 « Д М Ъ

где ' ? ' f: ■

n ( « 4 r t = c U - U ( r i ,

3t C }C  - поле комплексных чисел:
x\



ч) - кратность корня Р*.
Более подробно с некоторыми задачи управляемости и наблю­

даемости в пространствеможно ознакомиться по работам;[33-[133, 

[221-1281,[29].
1.2. Поточечная управляемость и наблюдаемость. Задачи пото­

чечной управляемости и наблюдаемости, являясь непосредственным 
обобщением задач относительной управляемости и-условной наблюдав 
мости, представляют собой по существу многоточечные краевые зада­
чи для бесконечномерных систем. Задачи такого рода ставились 
Р.Габасовым, и одна из них была исследована в [291 (см. такве 
[301) Понятие поточечной управляемости, формулируемое h h b j, впер 
вые было введено'автором [31], где был выяснен физический смысл 
этог. понятия, а такве установлена связь поточечной управляемости 
систем с запаздыванием с управляемостью в смысле Калмана одно 
параметрических систем без запаздывания. В связи с последним заме­
чанием отметим также работы [33], [34], где рассматривается анало­
гичное понятие^-W]-controllability) без анализа, однако его 
физического содержания. Ниже мы следуем изложению работ [i?J,

Пусть в (1.1),(1.2)
'tVj - С, (1.15

Система (1.1),(1.15) называется: 1) управляемой в точках 
а ... &  xfe), если существует момент •fc<,-fc{>o, ^

такой," что для любых начальных данных и любых п  -век­
торов «i . существует кусочно-непрерывное управление U, ,
при котором существующее решение системы (1.1),(1.15) обладает

свойс1 зом: о с И г .'Pe4t% и) , о * о. 6 ; . »
управляемой, если она управляема в любых точках у>
•таких, что 0=r Рл *  *  ! 3) поточечно управляема
при любом неотрицательном числе oL .

Пусть символ Хфг\й)обсзначает матрицу, столбцами которой 

служат ненулевые столбцы матриц (У 4: t
. г»в Х „ Н )  ... . - р* ™ » ™  (1-4!

™  Имеют'место утверждения [17], [2?]:
1) система (1.1), (1.15) управляема в точках ?•/.’,?г в том и

только в том случае, если г луне. $ г) -L*4 *) И  )
2) необходимое и достат чное условие cL-поточечной управля­

емости системы (1.1),(1.15) заключается в требовании



3) система £i.l),(l.i5) поточечно управляема тогда и только 
тогда, когда система

2 • £.
j x w  Ь Щ , t * e .

fa . Уь ̂ g .

(1.16)

дправляема в смысле Калмана хот- бы при одном 
Рассмотрим сисрму

?  Л- ±
, Г  , # -t>o.

№ l -  sc в, х Ч Н ю ,
На каждом промежутке tfc.-k, J>- ] зададим начальные условия для 
(1.16) В виде: V t f c . o ) . * * R “.
соответствующее решение системы^ (1.16) обозначим через oc*C-tj

П9СГЬ »алее S i O ) =  - ^ а :  D'it-U). Ввеяй» « д и т о о ш

Система (1.16) называется: 1) наблюдаемой в точках Ь а, 
если существует число ±,»о такое,что для любых И. -векторов^/ \~о 

существует кусочно-непрерывная вектор-функция*^ , приУоторой
= Эс: Для любых ; 2 ) d -поточечно наблюдаемой, если

она наблюдаема в т о ч к а х ^  для любых
3) поточечно наблюдаемой, если онаd  -поточечно наблюдаема при лю­
бом числе d^.o.

Справедлив следующий принцип двойственности: !) система
(1.1),(1.15) управляема в точках в том и только в том
случае, если система (1.16) наблюдаема в этих же. точках; 2) сис­
тема (1.1),(1.15) поточечно ( оХ -поточечно) управляема тогда и
только тогда, когда система (1.16) поточечно ( <±-поточечно ) на­
блюдаема.

Основной метод Г17],Г27] доказательства сформулированных ут­
верждений - это метод [4] определяющего уравнения.

Замечания: 1. Если система (1.1),(1.15) ol-поточечно управ­
ляема, то она и р -поточечно управляема при £&оХ . Обратное ут­
вержден; 3 в общем случае неверно. Отметим однако, что свойство 
а.-поточечной управляемости "насыщается", в частности, если сис­
тема oL -поточечно управляема при

л *(*-оо>-*> ц / » •>.>"=■* ''"‘" • f h j . w  -t,,**Ь ,1
I, Jtte.i и  “  J



то она Ы. -поточечно управляема и при бег, 2  ♦ Вопрос о точн й нив ' 
ней границе таких чисел cL остается открытым.

2. Система (1.0,(1.15) поточечно управляема в том и только в 
том случае, если она oL-поточечно управляема 1171. Отсюда двумер­
ная система с 8j-c^j>0, поточечно управляема тогда и только 
тогда, когда она относительно управляема [171, [291. Для п^ззто 
утверждение перестает быть верным.

3. Минимальное число "2© входов, при которых система
(1.1),(1.15) поточено управляема, определяется соотношением [171: 
г -tntH * где символом обозначено число нетри-
* Г je© J
виальных инвариантных полиномов /-матрицы . , при этом
достаточно положить В^ - о  ( (L

В силу г жнципа двойственности аналогичные замечания имешт 
место для задачи поточечной наблюдаемости системы (1.16).
Заметим также, что в [271 исследована задача поточечной наблюда­
емости в случае ненулевых начальных вектор-функций.

1.3. Модальная управляемость в классе линейных дискретных ре­
гуляторов с запаздыванием. Являясь развитием важных прикладных за­
дач (стабилизации и аналитического конструирования регуляторов - 
в первую очередь), задач* модального управления (управления спект­
ром - в другой терминологии) сама имеет многочисленные практические 
приложения, что'предопределило значительный интерес к этой пробле­
ме со стороны многих исследователей. В результате число публикаций 
по этой теме за последние 10 лет достигло, пожалуй, рекордного 
числа [91 по сравнению с другими проблемими качественной теории 
управления линейными системами. Эти работы, как правило, относятся 
к системам без запаздывания. Для систем с последействием рассмат- 
' ривался в основном частный случай задачи - задача стабилизации 
(детали имеются'в [81) . Проблема модального управления системами 
с последействием долгое время была вне поля зрения спец, листов.

По существу модальное управление системой заключается в 
построении такой обратной связи, при которой замкнутая система 
имеет произвольный наперед заданный возможный спектр. В этом напра 
влении первый результат получен в [351,[361, где была исследова­
на задача управления произвольной конечной частью спектра системь 
с последействием, при этом использовалась интегральная линейная 
обратная связь (см. также [371).
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Постановка задачи модального управления при помощи дискретно 
го регулятора была дана почти одновременно в Г33],Г37], при этом 
133] рассмотрена задача управления "цепями" корней характеристи 
ческого уравнения; в [38] задача модального управления формулир 
ется как задача управления коэффициентами характеристическог 
уравнения системы. С дальнейшими результатами можно ознакомитьс 
по работе [39], где имеются ссылки на предыдущие работы. Сформули 
руем основные результаты.

Рассмотрим систему С1.1) с матрицами
•fcj-O, B;,e.€R", jo,..., 1 ; R", (1.1?)

дискретным регулятором вида:

H j U ' ,  j * 0 , tl-'8)

Система Cl.l), (1.17) называется модально управляемой при помощи 
дискретного регулятора (1.18), если для любых дейст вительных чи-
сел , ь - О , п - 1 > < ; существует регулятор вида
(1.18) такой, что

л'° 1*0 J - о t Р i C

Оказывается [39], система (1.1), (1.17), (1,18) модально 
управляема тогда и только тогда, когда справедливо тождество

£ - (1.19;

К С * 1) ̂ CoKS-t ^

при этом неизвестные rl-векторы j =о 0 
темы пинейных алгебраических уравнений [39].

находятся из сис-

Предположим теперь, что измерению доступна величина

^(■ь)= 'SC -fc>o( 0. (1 .2 0 )

Системы вида (1.1), (1.20) получили название систем с неполной ин­
формацией. Задача модального управления для них заключается в 
построении такой обратной связи по выходу (1.20), котврая обеспе­
чила бы замкнутой системе желаемый спектр. Для решения этой задачи 
оказывается, вообще говоря, недостаточно использования дискретного 
линейного по выходу регулятора типа (1.18). По.этому рассмотрим бо­
лее общий динамический дискретный регулятор с запаздыванием [39];



(i .21)

d t p iTl %  1 1=6 4ic ^
гигтема (1 1) Cl.l7),(1.20) называется модально управляемой

* #i pit если дтя j-лбых наперёд заданных чи- при помощи регулятора (1*21), если д.ш *
„ои - rv-Hft-i U o  к * найдутся числа М , , ри,,
L о ' T i ' j . V ' w  ; такие, что характеристическое уравнение зам- 
кнзтоисистеив'ал), <1.17).<1-20),(1.21) ииеет ви»

■..jpr * £ ? $ £ :  v * 8 e * 4 > ( r M w ) * o .

Основной результат таков: если наряду с (1.19) выполнено 

условие . g ' е ». ‘
'  ( £ * • < * ) }  * < * * » «  о ,

то систеиа < 1.1 ),< 1 . 17 М 1.20),< 1.21) «одально управляема. 
'Подробно .Осуждение задачи модального вправлении дли систем с 

запаздыванием, а также некоторые обобнекия сформвлированных ре- 
зультатов имеются в [171,1391,1401, где формулируются некоторые не- 
ое.е'чные задачи, в частности, в 1401 задача модального управления 
исследуется для систем с ра пределенным запаздыванием .

2. Бесконечномерные ьадачи
2 1 Проблема полной управляемости. Задача полной управляв- 

мости на нулевою функцию (полного успокоения 111) является одной 
из самых трудных задач теории управляемости систем с последействи­
ем. Различи частные случаи таких систем были рассмотрены с точки 
зоешг их полкой управляемости в 131,141,161 - 181 1421. 1431
(там же имеются ссылки и на п.едндуние работы). Необходимое 
достаточное условие полной управляемости системы с одни» запазды- 

'ванием по состоянию получено в [431,однако выражено в неявной фор- 
„ Г  основанной ■ на геометрической теории М о н з м а  подпростран в
управляемости. Эффективные алгоритмы <с использованием ЭВМ про- 
управляемое i w  гигтемы г запаздыванием получены
верки полной управляемости системы
Г П.Размысловичеы [441,

Необходимый и достаточный критерий полкой управляемости, вм- 
раженный непосредственно через параметры системы, получен в 1421. 
Согласно 1421 система (1.1), <1-15) вполне нуль-управляема тогда и 

только тогда, когда _ ~ ,
, г * * *  С U P )  I & № ) = * ,  P f c £ . <2'

ГПР R- e'PJ» матрица д(_Р) определена в С 1.14).
Система (1.1) считается вполне нуль-управляемой, если для



любых допдститх % „ „ „ „ д е т  число t,»0 и кдсочно-неп-
рерывное управление и ,  при которых

ч, £, Ц « о / u C V ^ ) го, €. С ® Л ).
Отметим Г42], что если система (1.1), (1.15) вполне нуль-уп- 

равляема, то она и поточено ’правляема. Обратное утверждение в о( 
щем случае неверно ( пример; J)i s 0  Т)..с) * . - 0

Однако, если систеиа (1.1). (1.15) поточечно дправлиена и 

г—  . е
?гЛ*1 ~ п  * то она и вполне нуль-управляема

почти при всех к, к >. О , [42],[451.
Эффективным достаточным условием полной нуль-управляе­

мости системы (1 1) (1.15) при любых К К>о , может служив 
тождество d a  а  С > п « *  * 0 ' ® .
из (1.19). ’ ' Д KCh.)

Вопросы полной нуль-управляемости в некоторых простей»» 
классах функций (алгебраические полиномы, кусочно-постоянные функ-

(1 15) вДГ??1 ?!н1МаТРИВаЛИСЬ ДЛЯ частных случаев .системы (1.1), 
в [22],£46]. некоторые вопросы полной аппроксимативной уп­

равляемости (когда траектория переводится в некоторую окрестность

[ 17]В[42]К[ 4 Л Н[501СОСТ°ЯНИЯ ’ ИЗУЧ6НЫ В [47]-Г49]* В Работах 11/),L42J,[4/],[50] приведены удооные формулы ддя вычисления мини-

систем!"0 ЧИСЛЭ входов 'выходов) вполне управляемых (наблюдаемых)

обратной с в Т Г Т  УПРаВЛЯеМ0СТЬ при пом°«и интегральной линейной ооратиой связи. Пусть дана система (1.1) с

* 1 = 0 ,  Bj=0, j.V.,,C; Л;=0, и »  ... t (2 2)
и-регулятором вида ' ' ' ' 'd)

«>

14W -  f Ос.(т)зО
-© ' ' (2.3)

где Q(r) - матрица-функция, элементы которой суть функ­
ции ограниченной вариации на У ФУ

’ КВаЗИПОЛИНОМ> отношение FfaitOj является целой 
ФУ кцией комплексного переменного р . г д е р Ш ^ Ы а д  ; причем



( Л р А Л Л  л * =  0  OAecbA^PlPCpO^ptC^A^fpUtpKptcS.
Система (1.1), (2.2),(2.3) называется модально управляемой 

на множестве Л *  , если для любых существует регу­
лятор вида (2.3) такой,что

А н О ч «  - ? J e ' U e  W )  = (р"

‘Л -4

1^0
г .. p l e - P ^ Jт

U p)
i(9)ip*\ СскзЬ ■* О  . когда |pj— »+<*> вдоль мнимой оси, pfc €.

Оказывается [513,система (1.1), (2.2), (2.3) модально управ­
ляема на множестве А. $ в том и только в том случае, когда 

г**к[ь(?):ЛСе)3 - ̂  Для ВС8Х Р ̂  A  * .
Отсюда: система управляема на множестве А р  (модально управляе­
ма) тогда и только тогда, когда она вполне нуль-управляема.

Если i -полином, задача модального управления н а  анало­
гична задаче частичного модального управления [353,1373; если 

*(р)=<Ы:61» * а мера Стилтьеса в (2‘3) ДискРетна и сосредоточена 
в конечном числе точек, то задача модального управления на -А^ 
эквивалентна задаче модального управления при помощи дискретного

рег^ятора (см.п.1.3).
2.3. О функциональной управляемости и наблюдаемости систем 

с последействием. Эта тема чрезвычайно популярна в зарубежной 
литературе и располагает обширной библиографией, с которой можно 
ознакомиться по работам [313,[523 ,[533 . Сформулируем некоторые
результаты данного направления.

Давно было замечено, что пространс jo состояний системы 
с последействием, вообще говоря, бесконечномерно: для вычисления 
движения такой системы в будущем необходимо знать информацию о 
прэдыстории системы на целом промежутке времени, длина которого 
равна величине'последействия. Обычно эта информация связывалась 
с начальными данными, l'?»,fe£2, гДе Ф  ~ некоторое множество, 
используемое в качестве пространства состояний исследуемой сис­
темы. Тогда управляемость интегчретируе-ся ( в соответствии с 
определением Калмана) как существование допустимого управления, 
порождающего траекторию, соединяющую любые две произвольные на­

перед заданные точки из Q:
Оказывается СсмЛ523 ), что даже в случае, когда Q. изоморф­

но пространству Соболева.. , такая задача управляемости име­
ет решение лишь в исключительных случаях, В связи с этим свойство 
управляемости приходится рассматривать в более слабом смысле: с



;дной стороны, стали рассматриваться задачи, в которых траектори; 
требовалось уложить в произвольную окрестность конечного состоят 
С аппроксимативная управляемость) C7J,131],[45].[50],[52],[533; 
другой стороны, совпадение траектории с конечным состоянием треб< 
валось на любом промежутке, д^ина которого сколь угодно меньпп 
чем величина запаздывания (смЛ7]). В последние годы большое вни­
мание в зарубежной литерату-е уд ляется ЛЛх-аппроксимативной уп­
равляемости [311,[52J,1533 (здесь /Ц*-R K* Ц х(£ Щ  *
А L 3.(C<3,ei1(R,‘) -гильбертово пространство со скалярным произведе­
нием

Рассмотрим для простоты систему С1.1 ),С2.2). Она называется 
/и^ -аппроксимированно управляемой, если для любых J c , О) К" 

и £>о найдутся момент + и кусочно-непрерывное управление 
u U j ( O t  t * i,, такие, что Ш ц  -  пс _ ц^е, где

- 3c(At**t, o t ot ot -и], t- К о ] .

Оказывается [433,[51], для М^аппроксимированной управля­
емости системы (1.1),(2.2) необходимо и достаточно, чтобы наряду 
с условием (2.1) имело место сооотношение

[Ае; ft. {2.4)

Аналогичный результат справедлив для многовходной системы
(1.1),(2.2). А.Манитиусом [533 получено необходимое и достаточ­
ное условие “аппроксимативной управляемости общих линейных 
интегро-дйфференциальных систем, ядро которых содержит только 
дискретную и абсолютно-непрерывную составляющие меры Стильтьеса. 
Здесь наряду с выполнением условия (2.1) дополнительно требует-* 
ся, чтобы существовала »акая линейная обратная связь, при которой 
линейная оболочка собственных и корневых функций была бы плотна 
в . В  такой форме теорема йанитиуса допускает обобщение на 
линейные системы нейтрального типа с распределенным запаздыва- 
- *) 
ниём

*)
Это сообщение было сделано З.Бартосевичем в докладе 

в период Осеннего семестра по оптимальному управлению Между­
народного математического центра им. С.Банаха (Варшава,1980).

Ч
\

Н У . *■ *; ль.



Проблема функциональной (полной) наблюдаемости рассмат­
ривалась многими авторами ( с м Л 50],[54] и их библиогр.). 
Параметрический критерий полной наблюдаемости получен в [50],
• - Система (1.8) называется [501 полностью наблюдаемой, если го 
измерениям выхода (1.9) можно однозначно восстановить начальные 
данные из (1.10).

Оказывается [50], система (1.8) с = о, 0 =
полностью наблюдаема тогда и только тогда, когда наряду с 
условием (2.1) имеет место равенство «U iA ^C . Здесь кг рассмот­
рена двойственная задача -аппроксимативной управляемости.

Заметим, что хотя аппроксимативная управляемость и формули­
руется в духе определения Калмана, она не является обобщением 
управляемости по Калману. В самом деле, рассмотрим систему (1.1) 
беззапаздыьания Д> -о. = с , • -В силу условия (2.4)
эта система М г -аппроксимативно управляема лишь в том случае, 
когда7а п к В®)\, ч т о не совпадает с критерием Калмана управляе­
мости обыкновенных систем. Возникшая ситуация объясняется тем, 
что пространство состояк 1й рассмотренной системы, по существу, 
конечномерно, что не учитывается в определении М 4-аппроксима- 
тивной управляемости.

Нике дается другое [27], 149] ослабление требования полно'й 
функциональной управляемости, связанное с использованием мини­
мальной информации о предыстории систем! что может послужить 
основой нового общего подхода к управляемости и наблюдаемости 
бесконечномерных систем.

2.4. К общей теории управляемости и наблюдаемости систем с 
последействием. При исследовании конкретных процессов управления 
и наблюдения (например, .при изучении установившихся режимов) час­
то приходится рассматривать задачу управления (или наблюдения) 
по истечении некоторого времени -8 габоты системы "вхолостую .
В этой ситуации с точки зрения управления безразлично, как вела 
себя система прежде. Таким образом, нет необходимости различать 
те решения, которые совпадают при . Более точно: nycTbQ-
произвольное множество начальных данных. На введем соотно­
шение эквивалентности , положив [49]:C^V, Sj X* ("**.,**/
в том и только в том случае.- если при каждом допустимом управле­
нии U  имеет место тождество 3e(t , *и) ДЯ£



i:»3 . Тогда множество 0./^3 эквивалентных классов (фактор­
множество) интерпретируется как множество допустимых начальных 
S -состояний системы, а его образ в силу системы (при отоб­

ражена "вход-выход") дает множество $ -решений системы. Нако- 
нец, сужение ̂  ̂  множества S -решений на промежутке tt-X, ir ] 
имеет смысл множества допустимых S -состояний в момент ■fc. 
Отсюда (по аналогии с опртдел- ием Калмана) задача S -наблюдае­
мости понимается £49J как возможность восстановления (различения) 
по измерениям выхода для соответствующего начального 
состояния, т.е. ( V u )

ннало! ично можно ввести понятие 3 -управляемости. Детали данного 
подхода имеются в £7],[49]. Там же получены критерии со -управля­
емости и наблюдаемости линейных стационарных систем с запаздыва­
нием.

При исследовании управляемости и наблюдаемости линейных сис­
тем с последействием весьма полезным оказывается £27],[491 поня- 
ГИ0 -t-информатора . И(*., V, 4,u) R'm

i it) * kJ+Л; xUr.T-jk), 6; utbT-jhl), -rtCo.kl.
. Величина tVUVcl/̂ r$iu) называется -t-информатором 

решения системы (1.1).
Основное свойство -t -информатора:

Аналогично вводится понятие %■ -информатора для системы (1.8)
* R** Ь Л С - V . o ^  !RK ] ■ ,где

; * s:o Л * л * Л . } *  i  ^ f = = _  S c t v j p j ^ ^ c ^ i h . o ) -

^ ^  ^ г ° / V м i $4 -функция Дирака.
Имеет место следующее двойственное соотношение:

'I ( £ . 1 * 4 * * ^ e ^ u w d t - U j E  u ^ 4 i M ) ' ejj 5(Л)^
К



Введем обозначения: t V1

+ u c s s U ^ ^ 0'0' u M V u . utrcls° ^ 3e'fc" s^ ‘
Допустим, что множество являе .ся подмножеством некото­
рого топологического пространства». . Тогда система (1.1) называ­

ется: '1) K.-Cs.'y -управляемой, если

C ^ U ^ C c) ^s+„Vi'S, «>о, -t^S ; 2) вполне fc-O.-t) -управляемой 
-t >Sj » если Ce^^V\C5) 5 UoVlH.

В случае, когда в этих определениях включения имеют место для 
са..их множеств^ Й С о  и ^ Ц С 3 (а не для их замыканий), сим­
вол &  опускается.

Аналогично, система (1.8), (1.9) называется: -1)ЗД-наблюда­
емой, если иь того, что С'Г, <3*, ^ (Т, ^ в/^ )
для ^  -Ьл! » вытекает, что ( If. Д )  ’ т'е‘

2) вполне (S t}-наблюдаемой, если 3е/ о I ~  а'-'-. ^°/ 3-1
для * г е t ( ! • , § ) •

Следствием (2.5) является следующий принцип двойстенности: 
система (1.1) -управляема ( в п о л н е - у п р а в л я е м а )  тогда
и только тогда, когда система (1.8), (1.9) О , *) -наблюдаема 
(вполне (ЗД) -наблюдаема), где

/u,= R'< LjJc<4 «n.-
Вопрос о задачах, двойственных (3, "t) -управляемости и 

вполне (.5,4) -управляемости,много труднее для исследования. 
Известно,'что 1271 задача ts,S] -управляемости двойственна задаче 
линейной (3, У) -наблюдаемости. Вопрос о параметрическое- критерии 
1%±) -управляемости и вполне (_MJ -управляемости остаётся открытым.
1 3. Заключительные замечания

В работе приведен обзор основных результатов по проблемам 
управляемости и наблюдавмс :ти линейных стационарных систем с 
последействием. Изложение дано с точки зрения нового подхода, в 
основу которого положено понятие состояния, акку улирующее мини­
мальную информацию о преднстории, необходимую для вычисления



движения системы в будущем, что является непосредственным обоб­
щением подхода Калмана к управляемости и наблюдаемости систем без 
запаздывания. Заметим, что для линейных нестационарных систем с 
запаздыванием ряд задач исследуе-ся [43,НО],[54],[55] вполне 
аналогично. Критериев разрешимости бесконечномерных задач в явной 
форме для нестационарных систем в литературе почти нет.

- Для систем с запаздыванием можно сформулировать около трёх 
десятков определений управлявчости и наблюдаемости, из которых 
более половины не исследовались в литературе и все определения 
непосредственно обобщают на системы с последействием определе­
ние Калмана. Оперировать со всеми этими определениями не вполне 
удобно, но отдать предпочтение каким-то конкретным весьма затруд­
нительно. По-видимому, вопрос с полезности того или иного опре­
деления управляемости и наблюдаемости не может быть решен в рам­
ках самой проблемы управляемости л наблюдаемости вне связи с 
другими проблемами теории управляемых систем.

Есть все основания полагать, что значение определяющего 
уравнения [4] не исчерпывается его применением при исследовании 
задачи относительной управляемости, а отражает более глубокие 
внутренние свойства системы,такие, как предст вление [18], [19] 
фундаментальной матрицы, представление решения [16] и др.

Представляется, что условие (2.1) также отражает внутренние 
(спектральные) свойства [34],[35],[36].[37],[42],[45],[49].[50].
[51 ], [53 ], [56], [57 Зсисемы: оно входит в той или иной форме прак­
тически вр все условия функциональной управляемости: является 
необходимым и достаточным критерием вполне нуль-управляемости, 
а также аппроксимативной управляемости [42],[48],[49] для 
некоторых систем с поел действием; в последнее время обнаружилась 
[5?] связь этого условия с задачей построения спектрально мини­
мальных реализаций.

В связи с предыдущим-замечанием отметим, что условие (2.1) 
как необходимое условие полной нуль-управляепсти. остается в силе 

.и для системы (1.1) с распределённым запаздыванием общего вида, 
однако достаточным условием (в общем случае таки:' систем, не яв­
ляется (пример: i-U)~ + els , хСтг) s 0

( ^C-to) =  ̂ 1чС-Ь) = 4_/ 1 ^  i Q  . Существуют такие
несоизмеримые запаздывания^ , при которых система не является
вполне нуль-управляемой). Вопрос об общем необходимом и достаточ­
ном критерии полной нуль-управляемости остаётся открытым.

\



4. Некоторые нерешённые задачи качественной теории управле­
ния для систем с последействием -

Из других задач, решение которых представляется актуальным 
для дальнейшего развития теории управляемости и наблюдаемости 
систем с последействием, отметим следующие.

1) описание классов систем, г ля -оторых критерии относи­
тельной и нуль-относительной управляемости совпадают,

. i 2) исследование поточечной управляемости систем с отклоня­
ющимся аргументом нейтрального типа;

3) модальная управляемость многовходных систем;
4) получение критериев разрешимости задач вполне (^,4) и

4) -управляемости;
•5) качественная теория управления и' наблюдения для систем с 

распределённым запаздыванием, в частности, необходимое и доста­
точное условие модальной управляемости (см. [40]),

6) стабилизируемость систем с запаздывающим аргументом 
воздействием разностных регуляторов по типу обратной связи.
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