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W-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ
This article deals with an integral transform of non-convolution type involving Meijer's G-function 

in the kernel, which depends on variables, one of which is a parameter. The inversion theorem and the 
relation with the modified Kontorovich-Lebedev transform are given.

В настоящей работе рассмотрено новое 
представление W-преобразования, порожден­
ного композицией Н-преобразования и пре­
образования Конторовича -  Лебедева. Уста­
новлены теоремы об условиях существова­
ния, обратимости W-преобразования в про­
странстве суммируемых функций. Методы 
исследования основаны на использовании ра­
венства МеЗшина -  Парсеваля, теорий обоб­
щённых преобразований с ядрами Фурье и 
преобразования Конторовича -  Лебедева. 
Преобразования по индексу весьма эффектив­
но находят свои приложения в математиче­
ской физике, позволяя дать решения ряда за­
дач, связанных с интегрированием уравнений 
Лапласа, Пуассона и Гельмгольца для облас­
тей различного вида. Так, например, преобра­
зование Конторовича -  Лебедева и его раз­
личные модификации используются в прило­
жениях в связи с задачей интегрирования этих 
уравнений при граничных условиях, заданных 
на поверхности конуса, решении задач теории 
дифракции. Известно, что W-преобразование 
обобщает многие интегральные преобразова­
ния по индексу со специальными функциями 
гипергеометрического типа в ядре. Рассмот­
рим W-преобразование вида

{Wf){x) = 2\xG\ 

х > О,

т+2,п+\2я+1,2»н-2 2>2 + (а»), (а.)
(Х-/т,(Рт)Д-(Рт)

f (x )dx ,

( 1)
гДе G-функция [1], векторы

(а п), (|Зт ) определены формулами

(“») = «!, а 2, . . . ,а п, (Рт) = Э1,р2,...,Р,и.
Функция /  принадлежит пространству Ь2 (М+). 
Кроме того, предполагается, что

m>n,CLj е й , ctj <0, j  =

Р* еЖ, Р4 >0,к =

и никакие из параметров р,,.. .,[3Ш не совпадают 
и не отличаются на целое число.

Заметим, что преобразование (1) обобщает 
несверточное преобразование с ядром, задан­
ным синус-преобразованием Фурье по и

функции e~xchu [2], которое не сводится к ин­
дексному преобразованию с функцией Мейера 
в ядре, рассмотренному в работе [3].

Интеграл (1) обобщает модифицированное пре­
образование Конторовича -  Лебедева (Klf)(x) с 
функцией Макдональда Кп (х) [1] в ядре, имею­
щей представление

Кп (х )  = je xchu costudu.

В случае т - п  = 0 на основании формулы 
(8.4.23.5) из [4] интеграл (1) имеет вид

(Klf)(x) = 2^ne xL!2
(3)

4-chm
-К,, х >0.

Неравенство |к /т(х2/2) <К 0(х2/2 ), где 
К0(г) -  функция Макдональда нулевого ин­
декса, и неравенство Гельдера дают оценку

|(К //)(х) | < 2 ^ 2/2К0'х 2'

к 2 ;
( со _2

\ - x - d x
л 1/2

Vo ch пх
1 г2 (  2 л

= ̂ е * /2К,
\1з

, ,х > 0 .

Далее, используя асимптотические свойства 
функции Макдональда [1] K0(x)-Ole~x /л/х), 
х -» + оо, и К0(х) = 0(1пх), х -> 0+, для любой 
функции /  е Ь2 (Ж+ ) получим

№ и /)М 12& 4 1 / 1 Г К * '
Г  2 \

v 2 y
dx <оо.

Метод исследования преобразования (1) ос­
нован на применении Ь2 -  теории преобразова­
ния Меллина:

/*(■?) = J/(x)x*  xdx, s e C . (4)

Известно [5], что если ху/ ( х ) е Ь 2(ж+, х j ,  то 
/*  (s )e  L2 (у - / 00,7 + /°о), и наоборот. Более 
того, справедливо равенство Парсеваля:

J |/(x ) |2 x2y~xdx = ]  |/* (у + й)|2 d t . (5)
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Сходимость интеграла (1), если 
f ( x ) e  Lj (R+), следует из асимптотических 
свойств ядра для достаточно больших т .. кото­
рые можно получить аналогично тому, как это 
сделано в [6]. Тогда на основании формул 
(8.4.23.3) и (8.4.51.9) из [4] преобразования 
Меллина (4) операторов (3) и (1) связаны фор­
мулой

(Wf)*(s) = K*(s)T 1-5
~ ~ 2 ~

] ( « / ) » - (6 )

где

( И / ) » = Г 1-5

г Ш-.1 s . f s \
х[тГ  — + tx Г -ix
l  l 2 J j

f{x)dx ,

(7)

и Г ( ) -  Г-функция Эйлера. Легко проверить,
чго

K*(s)K*(\ -s )  = l, К\ -  + it =1. (9)

Выше показано, что (K l f ) eL 2(R+), если 
/ е L ,(Ж+). Тогда на основании (5), (6), (9) и 
/-, -  теории обобщенных преобразований [5] 
можно получить равенства

±1
2jti,

- h i

т

(Klf)

---h it
2

dt = ( 10)

У it d t—

= J|(W/ )(*)f dx =j\(Klf )(x)|2 dx.
о 0

Таким образом, имеет место следующая 
юорема.

Теорема 1. Пусть / е  L2(R+). Тогда преоб- 
1>1ПОвания (1) и (3) существуют и справедливы 
равенства Парсевачя, (10).

Формулу обращения преобразования (1) по­
мучим на базе теоремы типа Планшереля 
| /, теорема 2.4] для преобразования Конторо- 
мича -  Лебедева (3).

Теорема 2. Пусть
sh%xch~nx

1огда (Klf)(x)e Н (lR,_;х ' ). Кроме того,

2 dx
± ^ \ ( 1 а / ) ( 4 -  =К i  X

(И)

=1 shnxchnx /С О  dx

и почти для всех т > 0 обратный оператор 
имеет вид

(12)

/С 0  =
sh2nx d 
хк512 dx \ \ у е

- х  12к . t X2 ^

о о

x(Klf )(x) dydx

Если /  € L2 (R+), тогда из (11) следует, что 

(Klf)(x)e П, (R+;jc_1 ). В работе [2] показано, 

что для каждого т > 0 функция

h(x,х) = e~x2/2JyKiy (x2 /2 )dy 
о

принадлежит пространству L^R+jx-1). Тогда,

применяя теорему 72 из [5], запишем правую 
часть (12) через преобразование Меллина:

Я<о о
-у к,. ^ W ) ( ^ =  03)

J j y W ( - “ )x
-ооО

Г (it / 2 + гу)Г (it / 2 -  iy) 
Г(1/2 + п /2)

dydt,

где

W M - r w r l
1 — 5 

2 ( м / ) 'Ц ) .

Vtc

2Г(1/2 + п /2)

N

= limN—̂оо -

1у Г [ г ‘у } { п “ } у =

Т
dx) yKiy

N  Т

е-х,2х-ш
( 2 \  X

1 IN 2
\

со сходимостью в среднем квадратичном. Под­
ставляя значение (Klf) (-it) из (6) в правую 
часть (13), можем записать

/ ч 1 7 /„ „ч ./ . ч K*(\ + it)
^  _ ^  _ Г(1/2 + й /2)

х

х  \  уГ (it 12 +iy)r  ( i t /2 - iy)dydt. 
о

(14)
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Далее, при условиях (2) из теоремы 71 [5] и 
интегрального представления (8.4.51.9) из [4] 
следует соотношение со сходимостью в сред­
нем квадратичном:

К* (1 + it) 
2Г( \ /2 +i t /2 )J0

\ у г
it it+ iy (Г| -- — iy \dy = (15)

xGm+2,n
2n+\,2m+2

— lim [ x  1+"<7x[yXN~»oo J 1
1 I N  0

1+K ) . i r ( a «) A
iy,- iy,j  + (P,„) J  -  (Pm)

dy,

где К* (l + it ) задано формулой (8).
Используя теорему 1 и асимптотические 

свойства ядра преобразования (1) по т [7], 
можно показать, что если /  е L2 (К+), то 
(Wf Y x ) e  L , ( R -д:-1). Тогда, в силу (5), 
(Щ ) ( -й )е  L2 (Ж) и можем получить аналог 
левой части (12) через оператор (1). Действи­
тельно, на основании формул (5), (14), (15), 
(12) для f  е Ь2 (М+) из (10) следует

/ ( * )  =
sh2nx d 
хп2 dx

! ( W ) { x ) — j y x  (16)

(
m+2,n

Ли2я+1,2/и+2
l + (®„)>2>2 (®n) dy.

Теорема 3. Если f  e L, (K+), тогда почти 
для всех т > 0 формула обращения преобразо­
вания (1) может быть получена при помощи 
интеграла (16).

Замечание. Возможность дифференцировать 
по т в интеграле (16) позволяет записать фор­
мулу обращения в виде

j. / \ sh2tzx с / \

xG.т+2,п .,
2п+\,2т+2

1 + ( ° 0 ’2’2 - К )
(y.-fy.i+(Pm ),i-(P«)

dx
х

Если m = /z = 1, a  = -1/2, (3 = 0, то получим 
следующую пару интегральных преобразо­
ваний:

g(x) = °]xMH(x)f(i)d%,
о

/ ( x) = - 4 ‘] [ / h(*)+ / -rt(JC) ]« W — •
71 о х

где 1н(х) — модифицированная функция Бес­

селя и Мн (х) = |  е~хсЬ“ sin ти du. 
о
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