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ПОВЕДЕНИЕ ТРАЕКТОРИЙ ОДНОГО КЛАССА 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

In the present work we study the existence of limit cycle for the equation (1 + x)yy' = —xP3(x) -  
—P2(x)y + cy2 given by an algebraic curve of the fourth order and investigate critical points if such a 
limit cycle exists.

Рассмотрим дифференциальное уравнение:
(1 + x)yy' = -xP3(x) -  Рг(х)у 4 су 2, (1)

где
P3 (x) = 14 axx  + a2x2 + a3x3;

P2 (x) = b0 + bxx 4 b2x2.
В [2] доказано отсутствие предельных цик­

лов и проведено качественное исследование «в 
целом» уравнения (1) при наличии особой 
точки типа «центр» в начале координат; в [3] 
указаны условия отсутствия предельных цик­
лов, охватывающих одну особую точку, если

хР3(х) = Р2(х)[Ь0~2(сф0 -  Б, )х2 +Ьа 'х\.

В настоящей работе изучим существование 
у уравнения (1) предельного цикла, заданного 
алгебраической кривой четвертого порядка 
(см.[1]) вида

y = W (x)^JР{х) 4 Q(x), (2)

VP(x) = a ,x 4 a 0; (3)
Р(х) = -х 2 +2px + q2; (4)
G(x) = p2x24 p ,x 4 p 0, (5)

и исследуем особые точки, если предельный 
цикл вида (2) существует.

Подставим (2) в уравнение (1), получим 
систему дифференциальных уравнений:

(1 + x)(PQW ' ■4 WQ(p -  х) 4 WPQ') 4

+WPP2(x)-2cW QP = 0,

(14 x)(WPW' + W 2(p  -  х) + QQ') 4 хРъ(х) 4

+P2(x) Q - c(W2P + Q2) = Q (6)

относительно W, Р и Q.
Подставив (3), (4), (5) и значения W ', Q 

в систему (6) и приравняв к нулю коэффици­
енты при неизвестных, получим систему ал­
гебраических уравнений для определения ко­
эффициентов а 0, а ,, р0, Р[, Р2 р и q2 реше­
ния (2):

- 4 а Д  4 2 а Д с  -  а,Б2 = 0; (7)

-4otjP2 4 7a,P2jp -3 a ,P ] -  3a0p2 4  2 а Д с  4

42аД с -  4a1P2cp 4- 2axb2p -  a 0b2 -  afy  — 0; (7.1) 
б о ^^р - 2 a f i0 4 3a,P2<j2 4 5 а Д р - 2 а Д  4 
4 7 а Д р  -  З аД  -  3a0P2 4 2a,p0c 4 2a Д с  -  

-4 а 0Р2с р -4 а Д ср 4 а ,Б 2<72 +2a0b2p + 
+2a1blp ~  a 0bt -  а,Б0 -  2a,P2cq2 = 0; (7.2)

З а Д P + 2a f i tq2 -  a 0p0 4 2 а Д р 2 4 З а Д  p 4 
4 5 а Д р -2 а ,Р 0 4 3 а Д р 2 4 5 а Д р -  

-2 a 0Pj 4 2 а Д с  -  4 аД ср  -  4a  Д ер  4 a  xbxq2 + 
+2a0blp + 2a,b0p -  a Qb0 + a 0b2q2 -

- 2 a 0p2c^2 -  2аДс<?2 = 0; (7.3)
3a,p0p  4 2 а Д р 2 - a 0P0 + 2 а Д я 2 4 З а Д  p 4 

+ а Д р 2 4 а Д р  4 a 0pxq2 -  4 а Д ср  -  
-2 а Д с р 2 -  2a Д е р 2 4 a 0b{q2 +

+atb0q2 4 2aQb0p = 0; (7.4)

« iPo*? ®oPoE ~b ®oPi9 — 2ap0cp 4
+aQb0q2=0; (7.5)

2p2 -  2a,2 4 a3 4 b2p2 4- a 2c -  cP2 = 0; (7.6) 
3a2p -  3a0a, 4 ЗрД  4 2p2 -  2 a2 4 a2 + b2P, 4 

+bfi2 4 2a0a,c -  2a,2pc -  2P,P2c = 0; (7.7) 
a \q2 4*4 a 0 a, p + Pf -  a 2 4 2p0p2 4 3af p -  
-3 a 0a, 4 3p,p2 4 a, 4 p0b2 4 БД 4 b0p2 4 

4a,2c -  4a0a,cp -  a 2cq2 -  ф 2 -
- 2РД с = 0; (7.8)

a 0a,p2 4 а 2р 4 р Д  4 a ,V  4 4a0a ,p -

_ a o + Pr + 2PoP2 + i + BA + БД -
-2 a\cp -  2a0a,cp2 -  2РДс = 0; (7.9)

a 0a,p + a0p 4 Р Д  4 Б0Р0 — a 0cp —
-cp2=0. (7.10)

Рассмотрим уравнения (7.5) и (7.10). Оче­
видно, что при а 0 = Р0 = 0 они обращаются в 
тождества. Если же а 0= 0, Р0 Ф 0, то из (7.10) 
следует равенство Р0(Р, 4Б0 ~Р0с) = 0. При 
а 0 Ф 0, Р0= 0 получим из (7.5) а 0р2(Р, 4Б0) = 
=  0. Пусть а 0 Ф 0 и Р0 Ф 0, тогда умножая 
(7.5) на а 0, а (7.10) на Р0 и вычитая, получим

(а 2р2- р 2)(р,4Б0- Р 0с) = 0. (8)
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Так как рассматривается решение (2) не 
особое, то а ^ 2 -ро Ф 0, и из (8) следует, что

Р,+Б0- Р 0с = 0. (8.1)
Итак, доказана
Лемма 1. Если на решении (2) нет особых 

точек уравнения (1), то выполняется (8.1).
Согласно доказанной леммы вместо (7.10) 

возьмем (8.1) и (7.5) примет вид
a {q2 + а 0р -  а 0q2c = 0.

Будем искать решение (2) с ненулевыми ко­
эффициентами. Тогда из (7.1) находим

Р2 = —  (Ю)
2(с -  2)

а из (7.6)
2оц= - 2 ( 11)

2 - С  4(с -  2)2
Система уравнений (7)—(7.10) с учетом (8.1), 

(9), (10) и (11) и некоторого преобразования 
примет вид

а, (р2р + Р((3 -  2с) + 4]Р2 + £>,)- а 0р2 = 0; (12) 

a i Рг* + Р((5 -  4с)Р, + 2£>, + 7Р2) + Ь0) -

- а 0 (ЗР2/? -г 2р, (1 -  с) + Зр2 + 6,) = 0; (12.1) 

[ р (Ро {с + 3) -  3 Ь0)~  2Р0 ] + 

+ а0(<72(2р1с + Р2(2 + Зс) + Ь2 + Б,с) + 

+р(Р1(1 — 4с) + 2Р2 +bl) + b0 — Р0) = 0; (12.2) 

Зр0/7а, +сс0(^2(2Р2 + \  +Р, - Р0с2) -

-р Р 0с - р о = О; (12.3)

Щд2 +а()(р ~  qz с) = 0; (12.4)

(3 -  2с)(а,2 р -  а 0а , ) -  р( + А = 0; (12.5)

(1 -  c)(a2q2 + 4а0а 1р + pf -  а 2) +

Ч - ^ - ] р1- Л : Р о + 5  = 0; (12.6)
3 - 2 с J с - 2

( l - 2 c ) ( a ^ “c + P0P1) + DP1 +

+ b1 + b1( c - \ )ро+ _В_ + 1 = 0; (12?)
с -1  и с -1

р1 +Б0-с р 0= 0 , ( 12.8)

где

А — - 1
2(с -  2)

-(2а2(с -2 )2 + 4й3 (с -  2) +

+ bxb2 (с -  2) + 2Ь2);

В = — зл - + CL + "
b„b0̂ 2

D =

3 - 2  с ‘ 2(с — 2)

ЗЬ2 ~ (3 -  2с)(Ъг — Ь0(1 — с)) 
(1 —с)(3-2с)

Из (12.5) имеем

«о . № i ~ AР = —  +a, a f(3 -2c)

подставляя которое в (12), получим
_ ЛР2-« ? (£ ,+4Р2)(3-2с) 

Pl Р2 + а 2 (3 -  2с)2

(13)

(14)

^  а из (12.8) находим

Ро =
(
Ьц +

Др2- « 2(А+4р2)(3-2с)
р2 + а 2(3 -2с)2

где Р2, а 2 определены выше (см. (10), (11)). 
Пусть

р,п

(15)

р  = Р<>Р.!_ + . - +

+

с (1 -  2с)с

Б2+Б,(с-  1) „ В + с - 1:Ро +с(с-1)(1-2с) с(с-1)(1-2с)

н =  Р? + bl(3 -2 c)-3 b 2 Б2р„ | В .
' "  (3-2с)(1-с) Pl (с -  2)(1 -  с) 1 - с ’ 
К = 2р2 + р,(1 - 2с) + 6, + с + (Ро - Ь0);

L  Р2Р, ~ ^ .
а 2 (3 -  2с) ’

М = Р2 (Зс -  2) + 2Р, с(1 -  с) + ̂ с;
УУ = ЗР0+ Р ,-2Б 0;

Я -  Р, (1 -  2с) + 2Р2 + Б,;
е  = р1 + 2Р0-Б 0;

S = 2Р,(1 -  с) + ЗР2 + Бр 
Г = р ,(5-4с) + 2Б, +7р2,

тогда уравнения (12)—(12.8) с учетом (13) при­
мут вид

р2<?2 +ЗР2р2 -(Г  + 3p ,L -S )p  +
+ Q -LS = 0; (16)

q2pM - q 2LM + p 2R + (bQ — PQ -  
—LR + N)p -  2P0 -  L(b0 —P0) = 0; (16.1) 

q2pK - q 2L K -  p 2p0c + p0 (Lc + 2)p = 0; (16.2) 
q2 p c - q 2(Lc + l)~ p 2 + Lp = 0; (16.3)

q2 +3p2 -2 p L  + = 0; (16.4)
«1

a 2oq2 + F = 0. (16.5)
Умножим уравнение (16.4) на P2 и вычтем 

из него (16). Получим
р (Q -L S )a 2l -V 2( H - a 2L2) =A 

a 2( T - S  + Р2Т)
Из (16.4) найдем

q2 =(L + 3 A )(L -A )~ H / а 2, (18)
а из (16.5)
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at =■
Faf_______

H - a f (L  + 3A)(L-A)
(19)

Таким образом, справедлива 
Теорема 1. Если коэффициенты а , , а 0, р, 

q2, (32, Р,, Р0 определяются формулами (10), 
(11), (14), (15), (17)—(19) и они удовлетворяют 
равенства^ (16,1)-(16.3), то уравнение (1) име­
ет решение вида (2).

Отметим, что построенное таким образом 
решение не проходит через начало координат, и 
оно может не быть предельным циклом. Ука­
жем также, что формулы (10), (11), (14), (15), 
(17)—(19) разрешимы относительно ai , i = 1, 2, 
3; bj , 7  = 0, 1,2 и с:

_ a ,g2 + a Qp 
c ~ 5 >

bo = Ф« - Pi;

h =P2
a,
a ,

S ~ p - 4 - 3 , 0 - 2 c);

fe2=2P2(c-2 );

« 1 = (1 “  c)(l + pjD -*,P0 + (1 -  2c)(a20q2c +
ЗА+P0P1))-fc2P0-fe0p2+ - ^ - ;

3 — 2 c
a2 = A + 2(oc2 + p2) -  p2 (2>, + 4p2); 

a3= (2 -c ) (a 12H-p2),

где

A = P,P2 -  (3 -  2c)(a,2p -  a 0a , ); 
3b2 -  (3 -  2c)(Z?, -  b0( 1 -  c)) 

(l-c )(3 -2 c )
D =

2 —c
- Ф о  + ~j-----Pi +1 — c

Из системы

P2
1 — c

2(c — 2) a 0 
3 -  2c a.

+ p + 4

(l + x)y = 0,
cy2 -  P2 (x) у -  xP3 (x) = 0

следует, что уравнение (1) может иметь до шес­
ти особых точек в конечной части плоскости: 
четыре на оси абсцисс и две на прямой х = -1 , 
которая является интегральной прямой. На 
прямой х = -1 особые точки типа «седло» или 
«узел» и они не могут охватываться предель­
ным циклом. Характер особых точек на оси Ох 
определяется характеристическими корнями 
уравнения:.
X2 + P2(x)X + (l + 2a,x + 3a2x2 + 4a3x3)(l + x) = 0, 
из которого следует, что начало координат -  
антиседло (X, и Х2 одного знака \Ь0\ > 2 или 
мнимые \Ь01 < 2).

Известно, что предельный цикл может ох­
ватывать особую точку или группу особых то­
чек с суммой индексов «+1», если в ее (их) ок­

рестности функция /(х )  = Р2(х)(х + 1)-с' 1 меня­
ет знак [4]. Так как начало координат антисед­
ло, то две соседние особые точки, лежащие 
слева и справа, седла.

Не ограничивая общности, изучим сущест­
вование предельного цикла вида (2) для х > -1 , 
предполагая при этом, что на оси абсцисс име­
ются только две особые точки 0(0,0) и А(хл ,0) 
(две другие -  мнимые), т. е. предполагая, что

VG = а2 -  4ахаъ -  2а2аъхх -  За2х2 < 0.

Тогда предельный цикл, охватывающий 
0(0,0), лежит в области:

а) ]-1,+°°[, если х1 < - 1 ;

б) ]х,,+°°[, если -1 < х1 <0 ;
в) ]—1,х, [, если х1 >0 .
Пусть х, < —1 (случай а), b f -4Ь0 Ь2 > 0 и 

один из корней fix) больше -1, т. е. 
b2(b2- f i+ b 0)< 0, (если b2 -4Ь0Ь2 < 0, то пре­
дельные циклы не существуют [4]).

Обозначим Х[° и х2 корни многочлена Р(х) = 
= -х 2 + 2рх + q2. Тогда, если

аД(А-Т) + Я / а 12 >0, (20)

л а,-* г о ото точка х = — -<£ I х1 ,х2 
«1

ванная особая точка кривой (2).
Теорема 2. Пусть теорема 1 имеет место. 

Тогда, если выполнено условие (20) и

(а2— н3х,)2 < 4а3 (ах + а3х,2);

т. е. х изолиро-

# х, < — 1; b2 ( b2 -  fi + b0) < 0,

то при xe[xj°,x2] решение (2) -  предельный 
цикл уравнения (1), заданный алгебраической 
кривой четвертого порядка.

Действительно, в начале координат уравне­
ние (1) имеет антиседло. В конечной части 
плоскости (х, у) имеются только две особые 
точки, лежащие на оси абцисс (две другие -  
мнимые). Причем особая точка (х,, 0) лежит 
левее интегральной прямой х = -1 и х -  изо­
лированная особая точка кривой (2). Таким об­
разом, на замкнутой ветви кривой (2) нет осо­
бых точек уравнения (1).

Исследуем бесконечно удаленные особые 
точки уравнения (1) или, что то же, состояния 
равновесия на бесконечности системы:

dx
dt

(1 + х)у;

—  = -(x  + a,x2 + a2x3 + a3x4) — (21)
dt

—(b0 + fix  + b2x2) + cy2,
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предположив, что в конечной части плоскости 
существует предельный цикл, охватывающий 
начало координат.

Применив преобразование Пуанкаре

1 т
х = ~ ,  у = —,

Z Z

получим систему:

dX , 3 2—  = -(z  + a,z +a2z + a3 +
dt
+т z(bQz2 + btz + b2) + t2 z2 (z + 1 -  c)),

~~ — —z3x(z +1), 
dt

правые части которой умножены на z3. На оси 
г = 0 (соответствующей экватору сферы Пуан­
каре) эта система не имеет особых точек.

Для изучения особых точек уравнения (1) в 
направлении оси Оу воспользуемся вторым 
преобразованием Пуанкаре:

которое приводит систему (21) к виду

—  = (1 -  с)&2 + z3 + ь0& 3 + b& z2 + £ У  + 
dt

+ b g z  + a g z 2 + a £ z  + a g ; (22)

— = -cz3 +b0z4 +b£z3 + b g z 2 + 
dt

+!g + a g z 3+ a £ z 2+ a g z ,

правые части которой умножены на z3. Точка 
/)((),0) для этой системы -  сложное состояние 
равновесия (Л = 0, о = 0). Так как ^63(^ ,z)- 

:P g z )  = 0, то к сложному состоянию равно­
весия D(0,0) полутраектории системы (22) 
iтрсмятся в направлениях Д = 0, 02 = ж, 93 = 

я/4, 04= Зя/4, удовлетворяющих уравнению 
ми' 0 (cos 0 + sin 0) = 0 (теорема 64 [5J).

Применим к системе (22) преобразование 
Е,, z — fy\ . Получим систему

~  = (1 -  с )Ы  + У  + b g  л3 + b g x f  +
dx

+ b g  Л + + a g x \2 + agr]  + a g \  (23)

ется седлом а 1при — + V о и узлом при
«0 Я

А - + 4 < о а ,= 1 , Х2= - ^ ~ 4 ) -  Точка
а о Я «0 Я
0(0,0) -  сложное состояние равновесия. На­
правления, в которых полутраектории системы
(23) стремятся к (0,0), удовлетворяют уравнению 
cos 0* sin3 0* = 0. Таких направлений четыре:

0 ;=о,  о ; = я ,  0 ; = | , е ; = | я .

Для изучения характера состояния равнове­
сия О (0,0) применим к системе (23) 
преобразование

£ = £. Л = Л, t

Делая замену параметра

%2dx = dxt,

получим систему вида:

= а£-+ 0  ■- c)fy]2 + £ У  + b g У  + 
dx{
+bgr\2 + b g \,  + ^4Т|3 + а Д У  + c g \ ;  (24)

= -(а,т), + ( 2  -  с)г)3 + Ь2ц 2 + а £ ц 2 +
dx{

+Ь&\1 + 2£г|,4 + ̂ gx\] + Ь £ Х  + £ У ) ,

для которой точка (0,0) -  простое седло. Сепа­
ратрисами седла являются полуоси £ = 0 и т|, = 
=0 или отрезки этих осей, примыкающих к 
(0,0).

Система (24) получается из системы (23) 
при помощи преобразования

$ = $. л = л У -

Учитывая замену параметра '̂ 2dx = dxi, от­
метим, что движение по траекториям систем
(24) и (23) осуществляется в одинаковом на­
правлении. В силу лемм 1 и 2 § 21 [5], получаем, 
что состояние равновесия О (0,0) системы (23) 
является седлом, сепаратрисы которого стре­
мятся в направлениях

е’=о, 0; =тг, е:= - ,  0; = - % .I > 2 3 2 2

s которой параметр заменен по формуле dx = 
- lj  <lt. Эта система имеет два состояния равно- 
И1тии О (0,0) и М (0, -1). Точка М (0, -1) явля-

Пусть —  + 4  > 0. Тогда М  (0, -1) -  седло. 
а 0 q

Применив лемму 2 § 22 [5], получим, что 
каноническая окрестность состояния равно­
весия D (0,0) системы (22) состоит из шести
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гиперболических секторов. Если же —  + < О,
(Хд q

то силу той же леммы получаем, что канониче­
ская окрестность состояния равновесия D (0,0) 
системы (22) состоит из двух гиперболических 
секторов и двух параболических секторов.

Замечание. В заключение приведем до­
полнительные результаты исследования урав­
нения (1).

Теорема 3. Для того чтобы точка 0(0,0) 
была центром для уравнения (1) при

R(bltb2,c )*  0 ,

где Q 2(x ) -  полином не выше второй степени, о ф  
Ф 0, 1, 2 и, кроме того, выполнено хотя бы од­
но из условий:

1) а,Р2 -  а 2Р, = 0;

2) Р3 =0;

3) а,Р2 -  a 2Pj = р3 -  0,

то дифференциальное уравнение (1) не имеет 
предельных циклов, охватывающих одну осо­
бую точку.

Теорема 7. Если
хР3(х) = P2(x)Q2(x),

необходимо и достаточно выполнения условий

81=83 = 85=87  =о. 
где

Rib, ,b2,c) = 6b? + 4b?c -  2b?с2 -  35b,b2 + 35b \ .
Теорема 4. Для того чтобы точка 0(0,0) 

была центром для уравнения

УУ = -хР3 (х) -  Р2 (х)у + су2
при

кф х,ь2,с)Ф 0 ,
необходимо и достаточно выполнения условий

8 , = 8 3  = 8 5 = 8 7 = 0 , 
где

Щ ,Ь 2,с) = 2Ь,2с2-35Ь22.
Теорема 5. Если

хР3( х) = (b0 +bxx + b2x2)[b0~2(a,b0-b ,)x 2 + 
+Ь0 'х]

и

Ь0Ь2 (Ь,А - аАЬ\ + Ь? + {аА -  Ьх )2) > о ,
то дифференциальное уравнение (1) не имеет 
предельных циклов, охватывающих одну осо­
бую точку.

Теорема 6. Если

хРфх) = P2(x)Q2(x) ,

где Q 2(x ) -  полином не выше второго порядка и

с = 0, (Ь0 -Ь, +Ь2) а ,
а,

b2-2(b, -b 2) >0

или с - 1 ,  Ь, = 2Ьг или с -  2, Ь2- 0, то диффе­
ренциальное уравнение (1) не имеет предельных 
циклов, охватывающих одну особую точку:

cXj (atb0 b,) / b̂  ,

a 2 ^0

Pj =b2/ ( 2 - c ) ; 
о 2b, -2b2- b lc .
P2 ( l - c ) ( 2 - c )  ’

„ _(2bl -2 b 2 - b lc )—b0(2 - 3 c  + c2) 
c (l-c )(2 -c )
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