
 ÒÐÓÄÛ ÁÃÒÓ. 2014. № 6. Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå íàóêè è èíôîðìàòèêà. Ñ. 41–43 41 

УДК 531.19; 539.682 
И. И. Наркевич, доктор физико-математических наук, профессор (БГТУ); 

Е. В. Фарафонтова, кандидат физико-математических наук, ассистент (БГТУ);  
В. Б. Клышко, студент (БГТУ) 

ПОЛНАЯ СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ДЛЯ РАСЧЕТА СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ  
СИСТЕМЫ С УЧЕТОМ НЕОДНОРОДНОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МОЛЕКУЛ  

В МИКРОЯЧЕЙКАХ МЕТОДА УСЛОВНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
В рамках двухуровневого молекулярно-статистического подхода разработана методика рас-

чета средней энергии взаимодействия выделенной молекулы среды со всеми остальными моле-
кулами изучаемой молекулярной системы, которая предполагает выполнение аналитических 
расчетов для учета взаимодействия с молекулами на достаточно больших расстояниях и числен-
ных расчетов для ближайших соседей (первых и вторых). В результате составлена полная сис-
тема интегральных и алгебраических уравнений, решение которой позволяет рассчитать свобод-
ную энергию молекулярной системы. 

With the help of a two-level molecular-statistical approach, we have developed a methodology for 
calculating for the average energy of interaction of the molecule of the environment with all other 
molecules of the molecular system. This procedure involves analytical calculations to account for the 
interaction with molecules at large distances and numerical calculations for the nearest neighbors (first 
and second). As a result, we have compiled a complete system of integral and algebraic equations. Its 
solution allows us to calculate the free energy of a molecular system. 

Введение. Для расчета свободной энергии 
однородной молекулярной системы с помощью 
ранее полученного статистического выражения [1] 
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нужно численным методом определить энерго-
энтропийный параметр A, который в прибли-
жении бинарных корреляций имеет следующий 
вид [1]: 
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где θ = kT – приведенная температура; k – посто-
янная Больцмана; Q – величина, связанная с нор-
мировочным множителем одночастичной функ-
ции распределения; М – число микроячеек, на 
которые разделен весь объем V системы из N мо-
лекул (M = V / ω, ω – объем микроячеек); nμ или nν – 
числа заполнения микроячеек частицами сорта μ 
или ν, т. е. концентрации молекул (μ, ν = а, 
na = N / M = n) и вакантных микроячеек (μ, ν = в, 
nв = (M – N) / M = 1 – n); ijnμν – двухъячеечные 
числа заполнения для пар микроячеек 
(i, j = 1, 2, …, М); ( )ij iqϕ  – потенциал средних 
сил взаимодействия молекулы в микроячейке ωi 
( )i iq ⊂ ω  c молекулой, распределенной в микро-

ячейке ωj; угловыми скобками *... i  обозначено 
статистическое усреднение по координатам мо-
лекулы в микроячейке ωi, выполненное с помо-
щью вспомогательной нормированной на едини-
цу одночастичной функции ( )*
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Все величины, входящие в выражение (2), 
интегральным образом выражаются через по-
тенциалы средних сил ( )ij iqϕ  [2], которые на-
ходятся в результате численного решения сис-
темы интегральных уравнений вида: 
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При численном решении (3) и последую-
щем расчете параметра А нужно рассчитывать 
среднюю энергию взаимодействия выделенной 
молекулы в микроячейке ωi или ωj с радиус-
вектором iq  или jq  со всеми другими молеку-
лами системы, статистически распределенными 
в остальных M – 1 микроячейках модифициро-
ванного (за счет вакантных микроячеек) метода 
условных распределений.  

Основная часть. Потенциал межмолеку-
лярного взаимодействия, например потенциал 
Леннард-Джонса, достаточно короткодейству-
ющий, однако ранее проведенные расчеты [3] 
показывают, что для количественного описания 
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термодинамических свойств нужно учитывать 
взаимодействие с молекулами в микроячейках, 
центры которых принадлежат 10–16 координа-
ционным сферам гранецентрированной кубиче-
ской решетки относительно центра микроячей-
ки ωi (или ωj). Соответственно необходимо ре-
шать систему из 10–16 интегральных уравнений, 
содержащих трехмерные интегралы по объемам 
микроячеек, в которых достаточно неоднородно 
распределены молекулы, особенно в области 
кристаллического состояния с сильно локализо-
ванными унарной и бинарной функциями рас-
пределения. Поэтому необходимое количество 
компьютерного времени для численных расче-
тов оказывается достаточно большим, что за-
трудняет проведение теоретического изучения, 
например, фазовых переходов, когда приходится 
проводить расчеты свободной энергии в широ-
кой области термодинамических параметров 
(температуры θ и объема V в случае однокомпо-
нентных систем). Для сокращения объема чис-
ленных расчетов была сделана попытка анали-
тического расчета энергии взаимодействия вы-
деленной молекулы с молекулами, которые на-
ходятся на относительно больших расстояниях в 
микроячейках, принадлежащих третьей и всем 
остальным координационным сферам. Для этого 
внутри объема V системы выбирается сфериче-
ская область радиуса b с центром, совпадающим 
с центром выделенной микроячейки ωi (или ωj). 
Радиус b должен быть таким, чтобы центры 
микроячеек для двух первых координационных 
сфер (m = 1, 2) оказались внутри сферической 
полости. Взаимодействие молекулы в положе-
нии iq  (или jq ) с молекулами в микроячейках 
этих двух сфер учитываем в рамках метода кор-
релятивных функций с помощью двух потен-
циалов средних сил, а среднюю энергию взаимо-
действия с остальными молекулами рассчитыва-
ем приближенно с помощью принципа суперпо-
зиции, предполагая, что молекулы за пределами 
сферической полости распределены равномерно 
по объему V*, т. е. образуют сплошную однород-
ную среду. Потенциал ϕ(х) поля этой среды рас-
считан ранее и имеет следующий вид [1]: 

( ) ( ) ( )
14 14

1M M

j j j
j j

x n
= =

ϕ = Φ ρ = ω Φ ρ =
υ∑ ∑  

( ) ( )( )
*

* * *
12 612 6

4 1 1 4 ,
V

dV x x
⎛ ⎞

= − = ϕ −ϕ⎜ ⎟υ υρ ρ⎝ ⎠
∫   (4) 

где 

( )
( )( )

( ) ( )

2 2 4 2 2 4
*
12 8 8

2 6

5

b b x b b x x
x

b x b x

⎛ + + +π ⎜ϕ = +
⎜ − +⎝

 

( ) ( )
( ) ( )

9 9

9 9 ;
9

b x b x

b x b x

⎞− + +
⎟+
⎟− + ⎠

 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
*
6 2 2 3 3

1 3
3

b xx b
b x b x b x b x

⎛ ⎞+⎜ ⎟ϕ = π +
⎜ ⎟− + + −⎝ ⎠

. 

Попытка реализации этой методики показа-
ла, что результаты расчетов достаточно сильно 
зависят от значения радиуса b. В связи с этим 
возникла проблема оптимизации выбора вели-
чины радиуса b, которую в данной работе 
предполагается решать следующим образом. 
Для уменьшения вклада сплошной однородной 
среды в общую энергию выделенной молекулы 
в микроячейке ωi (или ωj) аналитически рассчи-
таем среднюю энергию взаимодействия моле-
кулы в положении iq  (или jq ) с молекулами, 
распределенными в микроячейках с центра- 
ми, принадлежащими, например, третьей (m = 3)  
и четвертой (m = 4) координационным сферам.  
В результате радиус b автоматически увеличи-
вается и, соответственно, уменьшается вклад 
окружающей однородной среды (в объеме V* за 
пределами сферической полости радиуса b) в 
энергию выделенной молекулы. Тем самым бу-
дет создана промежуточная (буферная) область 
среды, вклад которой в энергию будем рассчи-
тывать аналитически. Для этого учтем, что на 
расстояниях, соответствующих третьей и чет-
вертой координационным сферам (относительно 
микроячейки ωi), вспомогательная унарная функ-
ция ( )*
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kF q  распределения молекулы в микро-
ячейках ωk, принадлежащих этим координацион-
ным сферам (m = 3, 4), фактически совпадает  
с унарной функцией распределения ( )11
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Поэтому среднеквадратичные отклонения rкв для 
этих функций можно в численных расчетах при-
равнять ( *
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кализована в кристаллическом состоянии, имеет 
сферическую симметрию (рисунок, а).  
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Унарная функция распределения:  
а – с неоднородным распределением;  
б – с однородным распределением 
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Далее предположим, что она имеет одинако-
вые значения внутри сферы радиуса r0, а за ее 
пределами значения *

11F̂  равны нулю (рису-
нок, б). Вычислим среднеквадратичное отклоне-
ние для такой ступенчатой функции распределе-
ния. Из условия нормировки следует, что 
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Рассчитаем среднее значение потенциала 
Леннард-Джонса Ф(r), записанного в безразмер-
ном виде (расстояние – в единицах σ (r* = r / σ), а 
энергия – в единицах ε (Ф* = Ф / ε), где σ и ε – ли-
нейный и энергетический параметры потенциала): 
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Выполним в сферической системе коорди-
нат (х, θ, ϕ) усреднение Ф*(r*) по объему шара 
радиуса r0 внутри микроячейки объемом ωj: 
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После вычисления интегралов получим 
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где ρ – расстояние от выделенной молекулы до 
центра какой-либо микроячейки. 

Это выражение будем использовать для 
средних потенциалов ( )mϕ ρ  микроячеек, цен-
тры которых принадлежат третьей (m = 3, 

3( ))ϕ ρ  и четвертой (m = 4, 4 ( ))ϕ ρ  координаци-
онным сферам. В результате средняя энергия 
выделенной молекулы в положении iq  в мик-
роячейке ωi будет определяться по формуле 

1 2

1 2
1 2

( ) ( ) ( )
N N

i k k
k m k m

q
⊂ = ⊂ =

ϕ = ϕ ρ + ϕ ρ +∑ ∑  

3 4

3 4
3 4

( ) ( ) ( ).
N N

k k
k m k m

x
⊂ = ⊂ =

+ ϕ ρ + ϕ ρ + ϕ∑ ∑        (9) 

Для решения полной системы уравнений (1)–
(3) с учетом (4), (8), (9) предполагается использо-
вать итерационный метод решения интегральных 
уравнений (3) в следующей последовательности. 
Вначале задается пробное значение среднеквадра-
тичного отклонения rкв молекулы от центра ячейки 
и пробные зависимости для потенциалов средних 
сил 1( )ϕ ρ  и 2 ( ),ϕ ρ  которые зависят только от 
расстояния до центров соответствующих микро-
ячеек объемом ωj, принадлежащих координацион-
ным сферам (m = 1, 2). Далее определяются радиу-
сы r0 (формула (5)) и кв5b R r= −  ( 5 5R R=  – 
радиус пятой координационной сферы, R – радиус 
первой координационной сферы, т. е. параметр 
гранецентрированной кубической решетки). 

С помощью заданных величин рассчитывают-
ся интегралы в правых частях интегральных урав-
нений (3). В результате выполнения первой итера-
ции (i = 1) находятся новые зависимости потен-
циалов средних сил для первых (m = 1) и вторых 
(m = 2) координационных сфер. С их помощью 
находятся новые значения среднеквадратичного 
отклонения rкв, а также радиусов r0 и b, которые 
используются при реализации второй итерации 
(i = 2). Этот процесс продолжается до тех пор, по-
ка относительная погрешность двух последова-
тельных решений интегральных уравнений для 
потенциалов 1( )ϕ ρ  и 2 ( )ϕ ρ  не станет равной или 
меньше заданной точности ε (используем ε ∼ 10–3). 

После окончания итерационного процесса 
рассчитываются энергоэнтропийный параметр А 
и свободная энергия F как функции термоди-
намических параметров θ, υ и концентрации 
вакансий с (с = 1 – n). Равновесное значение 
концентрации с (а значит и n) находится из ус-
ловия минимума свободной энергии системы в 
равновесном состоянии. 

Заключение. В результате составлена полная 
система интегральных и алгебраических уравне-
ний, решение которой позволяет рассчитать сво-
бодную энергию молекулярной системы. 
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