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С МНОГОМЕРНЫМ ВРЕМЕНЕМ* 

Многие современные технологические процессы описываются гибридными системами, 
поэтому исследование представления решений таких систем и их качественных свойств явля-
ется актуальной задачей. В работе рассмотрены линейные гибридные дискретно-непрерыв-
ные системы с многомерным (2-D-мерным) временем. Они состоят из непрерывной и дис-
кретной составляющих. Для таких систем в симметрической форме ранее получены явные 
представления решения на основе сопряженных систем и путем разложения в ряды по ре-
шениям определяющих уравнений. В данной работе изучается такое важнейшее свойство 
гибридных систем, как устойчивость. Введены определения различных типов устойчивости 
(слабая асимптотическая устойчивость, сильная асимптотическая устойчивость, ( , )α γ -устой-
чивость и др.) линейных стационарных гибридных 2-D-систем, исследована связь между 
ними и сформулирована соответствующая теорема. Доказаны необходимые условия асим-
птотической устойчивости. Представлены достаточные условия асимптотической устойчи-
вости указанных систем в скалярном случае. Сформулированы необходимые и достаточные 
условия сильной асимптотической устойчивости и ( , )α γ -устойчивости рассматриваемых 
систем. Предложенная техника позволяет также исследовать и другие типы устойчивости 
указанных систем.  
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THE STABILITY OF HYBRID DYNAMIC 2-D-SYSTEMS 

Some modern technological processes are described by the hybrid systems. Therefore, the study of 
the representation of solutions and the quality properties of such systems is an actual theme. The paper 
deals with linear hybrid discrete-continuous system with a multi-dimensional (2-D-dimensional) time. 
It consists of the continuous and discrete components. Earlier the representations of solutions based on 
conjugated systems and by expanding in series of decisions determining equations were received for 
such systems in the symmetric form. In this paper we study the stability of the hybrid systems. The sta-
bility is one of the most important properties of the systems under consideration. The definitions of dif-
ferent types of stability (weak asymptotic stability, strong asymptotic stability, ( , )α γ -stability, etc.) for 
linear stationary hybrid 2-D-systems are introduced in the article. The connections between them are 
investigated and the corresponding theorem is formulated. The necessary conditions of stability are 
proved. The sufficient conditions of hybrid 2-D-systems stability are presented for the scalar case. The 
necessary, sufficient conditions of strong stability and ( , )α γ -stability are formulated. The stability of 
other types can be studied by using the technique proposed. 
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Введение. Многие современные техноло-
гические процессы приводят к математиче-
ским моделям, представляющим собой гиб-
ридные системы [1–5]. Термин «гибридные 
системы» относят к системам, описывающим 
процессы или объекты с существенно разли-
чающимися характеристиками, например, со-
держащие в основной динамике непрерывные 
и дискретные переменные (сигналы), детер-
минированные и случайные величины или 
воздействия и т. д., что, в конечном счете, и 
определяет характер (природу) гибридных 
систем. Неотъемлемым достоинством гибрид-
ных систем является, прежде всего, адекват-
ность таких систем.  

Актуальными представляются задачи, свя-
занные с изучением представления решений 
гибридных систем и их качественных свойств. 
В работе [6] рассмотрены линейные гибридные 
дискретно-непрерывные системы с многомер-
ным (2-D-мерным) временем, состоящие из не-
прерывной и дискретной составляющих. Для 
таких систем в симметрической форме получе-
ны явные представления решения на основе 
сопряженных систем и путем разложения в ря-
ды по решениям определяющих уравнений та-
ких систем. В данной статье исследуется такое 
важнейшее свойство указанных систем, как ус-
тойчивость.  

Основная часть. 
1. Постановка задачи. Рассмотрим гибрид-

ную дискретно-непрерывную 2-D-систему в 
симметрической форме (по отношению к опе-
раторам дифференцирования и сдвига):  

1 11 1 12 2( , ) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k= +           (1) 

[0, ),t ∈ +∞  

2 21 1 22 2( , 1) ( , ) ( , ),x t k A x t k A x t k+ = +        (2) 

0,1,2, ...,k =  

где 1
1

( , )
( , )

x t k
x t k

t

∂=
∂

 , 1 2
1 2( , ) ,  ( , ) ,n nx t k x t k∈ ∈   

1 2( , ), ( , )x t k x t k  – 1n - и 2n -векторы состояния 

системы; 11 12 21 22, , ,A A A A  −  постоянные мат-
рицы соответствующих размеров. 

Пусть граничные (начальные) условия для (1) 
и (2) заданы в виде  

1 1(0, ) ( ),x k x k=  0,1, 2, ...,k =        (3) 

2 2( , 0) ( ),x t x t= [0, ).t ∈ +∞            (4) 

В нормальной форме гибридную модель     
2-D-системы можно записать следующим образом: 

1 11 1 12 2( , ) ( , ) ( , ),x t i A x t i A x t i= +          (5) 

[0, ),t ∈ +∞  

2 21 1 22 2( , ) ( , ) ( , 1),x t i A x t i A x t i= + −        (6) 

0,1, 2, ...,i =  
начальные условия:  

 1 1(0, ) ( ),x i x i=  0,1, 2, ...,i =            (7)  

 2 2( , 1) ( ),x t x t− = [0, ).t ∈ +∞            (8)  

Рассмотрим далее систему (1), (2) в сим-
метрической форме. 

Задача. Получить условия устойчивости 
гибридной 2-D-системы (1), (2) в симметриче-
ской форме.  

В работе [6] доказано, что существует един-
ственное решение системы (1), (2), удовлетво-
ряющее начальным условиям (3), (4). 

Определение 1. Система (1), (2) называется:  
1) устойчивой по 1x  относительно непре-

рывной переменной, если для любых ограни-
ченных начальных функций существуют такие 
неотрицательные числа 1, ...,M  , ...,kM что со-
ответствующее решение системы (1), (2) обла-
дает свойством:  

1lim ( , ) k
t

x t k M
→+∞

≤  

при каждом { }1, 2, 3, ... ,k +∈ = где символ d  
обозначает норму (евклидову) вектора ;d  

2) устойчивой по 1x  относительно дискрет-
ной переменной, если для любых ограниченных 
начальных функций существует такая неотри-
цательная функция ( ), 0,M t t >  что соответст-
вующее решение системы (1), (2) обладает сле-
дующим свойством:  

1lim ( , ) ( )
k

x t k M t
→+∞

≤  

при каждом (0, );t +∈ = +∞   
3) устойчивой по 2x  относительно непре-

рывной переменной, если для любых ограни-
ченных начальных функций существуют такие 
неотрицательные числа 1, ...,M  , ...,kM что со-
ответствующее решение системы (1), (2) обла-
дает свойством:  

2lim ( , ) k
t

x t k M
→+∞

≤  

при каждом {1, 2, 3, ...};k +∈ =  
4) устойчивой по 2x  относительно дискрет-

ной переменной, если для любых ограниченных 
начальных функций существует такая неотри-
цательная функция ( ), 0,M t t >  что соответст-
вующее решение системы (1), (2) обладает сле-
дующим свойством:  

2lim ( , ) ( )
k

x t k M t
→+∞

≤  

при каждом (0, );t +∈ = +∞   
5) устойчивой по 1x  относительно непре-

рывной равномерно по дискретной переменной, 
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если для любых ограниченных начальных 
функций существует такое неотрицательное 
число ,M  что соответствующее решение сис-
темы (1), (2) обладает свойством:  

1lim sup ( , ) ;
t k

x t k M
+

→+∞ ∈
≤


 

6) устойчивой по 1x  относительно дискрет-
ной равномерно по непрерывной переменной, 
если для любых ограниченных начальных функ-
ций существует такое неотрицательное число М, 
что соответствующее решение системы (1), (2) 
обладает следующим свойством:  

1lim sup ( , ) ;
k t

x t k M
+

→+∞ ∈
≤


 

7) устойчивой по 2x  относительно непре-
рывной равномерно по дискретной переменной, 
если для любых ограниченных начальных 
функций существует такое неотрицательное 
число ,M  что соответствующее решение сис-
темы (1), (2) обладает свойством:  

2lim sup ( , ) ;
t k

x t k M
+

→+∞ ∈
≤


 

8) устойчивой по 2x  относительно дискрет-
ной равномерно по непрерывной переменной, 
если для любых ограниченных начальных 
функций существует такое неотрицательное 
число ,M  что соответствующее решение сис-
темы (1), (2) обладает следующим свойством:  

2lim sup ( , ) ;
k t

x t k M
+

→+∞ ∈
≤


 

9) слабо асимптотически устойчивой, если 
для любых ограниченных начальных функций 

1 2( ), ( )x x⋅ ⋅  в (3), (4) соответствующее решение 
1 2( , ), ( , )x t k x t k  системы (1), (2) обладает свой-

ством:  

( )1 2lim ( , ) ( , ) 0;
t
k

x t k x t k
→+∞
→+∞

+ =  

10) сильно асимптотически устойчивой, если 
найдутся такие действительные числа 0,>M

0,α > 0 1,< γ <  что для любых ограниченных 
начальных функций соответствующее решение 
системы (1), (2) обладает следующим свойством:  

 ( )1 2( , ) ( , ) ,
ktx t k x t k M e−α+ ≤ + γ

 

     (9)

  0, 1, 2, ...;t k> =   

11) ( , )α γ -устойчивой, если найдется такое 
действительное число 0,M > что для любых 
ограниченных начальных функций соответст-
вующее решение системы (1), (2) удовлетворяет 
требованию (9).  

2. Необходимые условия устойчивости. 
Связь между различными понятиями асимпто-

тической устойчивости системы (1), (2) отра-
жает следующая теорема. 

Теорема 1. Имеет место следующая цепоч-
ка импликаций: 

 

2) 6) 5) 1)

11) 10) 9)

3) 7) 8) 4)

⇐ 

 
 

 
⇐ 

 

Здесь 1) – 11) означают соответствующие поня-
тия устойчивости из определения 1.  

Определение 2. Уравнение вида  

 
1

2

11 12

21 22

det 0
n

n

I A A

A I A

λ − − 
= 

− μ −  
       (10) 

назовем характеристическим уравнением, а его 
корни (в общем случае комплексные) – характери-
стическими числами (значениями) системы (1), (2). 

Теорема 2 (необходимые условия асимпто-
тической устойчивости): 

1) если система (1), (2) слабо асимптотиче-
ски устойчива, то для корней ( , )λ μ  характери-
стического уравнения (10) выполняется усло-
вие: Re 0λ <  и 1μ ≤  или Re 0λ ≤  и 1;μ <  

2) если система (1), (2) сильно асимптоти-
чески устойчива, то для корней ( , )λ μ  характе-
ристического уравнения (10) соблюдается ус-
ловие: Re 0λ <  и 1;μ <  

3) если система (1), (2) ( , )α γ -устойчива, то 
для корней ( , )λ μ  характеристического уравне-
ния (10) выполняется условие: Reλ ≤ −α  и .μ ≤ γ  

Доказательство. Пусть пара 0 0( , )λ μ  удов-
летворяет характеристическому уравнению (10). 
Тогда система (в общем случае комплексная)  

1

2

0 11 12 1

221 0 22

0
n

n

I A A c

cA I A

λ − −   
=   − μ −    

 

имеет ненулевое решение 101

202

0,
cc

cc

  
= ≠  

   
 где 

1 2
10 20, .n nc c∈ ∈   Полагая  

0101
0

202

( , )
,

( , )
t icx t i

e
cx t i

λ  
= μ  

   
 

получаем:  

1 11 1 12 2

1
2 21 1 22 2

,

,

t i t i t i

t i t i t i

c e A c e A c e

c e A c e A c e

λ λ λ

λ + λ λ

λ μ = μ + μ

μ = μ + μ
 

и, таким образом, функции 0
1 10 0( , ) ,t ix t i c eλ= μ  

0
2 20 0( , ) λ= μt ix t i c e  являются решением систе-

мы (1), (2). 
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Тогда, применяя к этому решению требова-
ния 9) – 11) устойчивости в смысле определе-
ния 1, убеждаемся в справедливости утвержде-
ния теоремы 2. 

Аналогично можно получить необходимые 
условия устойчивости в смысле понятий 1) – 8) 
из определения 1. 

3. Достаточные условия устойчивости. Рас-
смотрим систему (1), (2) скалярных уравнений, 
где 11 11,A a= 12 12 ,A a= 21 21,A a= 22 22A a=  – дей-
ствительные числа. Исследуем в этом случае 
для определенности сильную асимптотическую 
устойчивость такой системы.  

Прежде всего, отметим, что вид характери-
стического уравнения упрощается: 

11 12

21 22

11 22 12 21

det

( )( ) 0,

a a

a a

a a a a

λ − − 
= − μ − 

= λ − μ − − =
 

откуда 12 21
22

11

a a
a

a
μ = +

λ −
 и с учетом необходимого 

в силу теоремы 2 условия Re 0λ <  и 1μ <  за-

ключаем, что это возможно лишь в случае, когда 

1) 12 21 0;a a =  

2) 22 111, Re 0.a a< <  

Покажем, что это условие является и доста-
точным. Действительно, поскольку 12 21 0,a a =  
то либо 12 0,a =  либо 21 0.a =  Пусть, например, 

12 0.a =  Тогда система (1), (2) в скалярном слу-
чае распадается: 

1 11 1

2 22 2 21 1

( , ) ( , ),

( , 1) ( , ) ( , ),

x t k a x t k

x t k a x t k a x t k

=
+ = +


 

откуда  
11 11

1 1 1( , ) (0, ) ( ),
a t a tx t k e x k e x k= =  

( )

11

11 11

11 11

11

2 22 2 21 1

1 1
22 2 22 21 1 22 21

1 22 21 1 21 1

1
22 2 21 22 1 1

( , 1) ( , ) ( )

( , 0) ( 0)

 (1) ... ( 1) ( )

(0) ( 0) ... ( ) .

a t

a t a tk k k

a t a t

a tk k

x t k a x t k a e x k

a x t a a e x a a e

x a a e x k a e x k

a x a e a x x k

+ −

+

+ = + =

= + + ×

× + + − + =

= + + +

 

Поскольку начальные функции ограничены: 

1 2( ) , ( )x k L x t L≤ ≤  при некотором числе 0L >  
для всех 0, 1, 2, ...,t k> = то  

( )
( )

11

11

11

1 2 1

1
22 2 21 22 1 1

1Re
22 21 22 22

( , ) ( , ) ( )

(0) ( 0) ... ( 1)

... 1

a t

a tk k

k k kt a

x t k x t k e x k

a x a e a x x k

L a L a e a L a

−

−

+ = +

+ + + + − ≤

≤ + + + = +

 

( )

11 11

11

22 21Re Re
21 22

22 22

Re
22

1
 

1 1

, 0, 1, 2, ...,

k
kt a t a

kt a

a L a
L a e L a e

a a

M e a t k

−
+ ≤ + ≤

− −

≤ + > =

 

где 21

22

max , ,
1

L a
M L

a

  =  −  
  и система  (1),  (2) в  

скалярном случае и 12 0a =  является сильно 
асимптотически устойчивой. Рассмотрим те-
перь случай, когда 21 0.a =  

Тогда система принимает вид 

1 11 1 12 2

2 22 2

( , ) ( , ) ( , ),

( , 1) ( , ),

x t k a x t k a x t k

x t k a x t k

= +
+ =


 

откуда с учетом формулы Коши получаем: 

11 11

2 22 2

( )
1 1 22 2

0

( , ) ( ),

( , ) (0, ) ( ) .

k

t
a t a t k

x t k a x t

x t k e x k e a x d
−τ

=

= + τ τ
 

Тогда  

( )

11

11 11

11
11

Re
1 2 1

Re ( ) Re
22 2

0

Re
Re

22 22
11

( , ) ( , ) ( )

 ( )

1
,

Re

t a

t
ka t t a

t a
k kt a

x t k x t k e x k

e a x d Le

e
L a M e a

a

−τ

+ ≤ +

+ τ τ ≤ +

−+ ≤ +

  

где 
11

max , ,
Re

L
M L

a

 
=  

 
 и система (1), (2) в 

скалярном случае и 21 0a =  является сильно 
асимптотически устойчивой. 

Таким образом, нами доказана теорема 3. 
Теорема 3. Для того, чтобы система (1), (2) 

скалярных уравнений была сильно асимптоти-
чески устойчивой, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялись следующие условия:  

1) 12 21 0;a a =  

2) 22 111, Re 0.a a< <  

Аналогично доказываются необходимые и 
достаточные условия ( , )α γ -устойчивости сис-
темы (1), (2) в скалярном случае. 

Теорема 4. Для того, чтобы система (1), (2) 
скалярных уравнений была ( , )α γ -устойчивой, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия:  

1) 12 21 0;a a =  

2) 11 22Re , .a a≤ −α < γ  
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Заключение. Для линейных гибридных     
2-D-систем в симметрической форме получе-
ны необходимые условия асимптотической 
устойчивости, достаточные условия устойчи-
вости в скалярном случае. Сформулированы 

необходимые, достаточные условия сильной 
асимптотической устойчивости и ( , )α γ -устой-
чивости. Предложенная техника позволяет 
также исследовать и другие типы устойчиво-
сти системы (1), (2). 
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