
Òðóäû ÁÃÒÓ, 2016, № 6, ñ. 71–75  71 

Òðóäû ÁÃÒÓ   № 6   2016 

УДК 531.19 

Г. С. Бокун 
Белорусский государственный технологический университет 

АЛГОРИТМИЗАЦИЯ ДВУХУРОВНЕВОГО МОЛЕКУЛЯРНО-СТАТИСТИЧЕСКОГО 
ПОДХОДА ДЛЯ РАСЧЕТА ПАРАМЕТРОВ КРИСТАЛЛИЧЕСКИХ 

НАНОЧАСТИЦ СО СТРУКТУРОЙ АЛМАЗНОЙ РЕШЕТКИ 
Для изучения структуры и термодинамических характеристик наночастиц используются об-

щие статистико-механические формулы, полученные в рамках двухуровневого молекулярно-
статистического подхода, который является модификацией метода условных распределений и ис-
пользуется при описании свойств неоднородных молекулярных систем с помощью потенциалов 
средних сил. Эти потенциалы являются функционалами от искомых полей плотности. С помощью 
одночастичных потенциалов рассчитываются младшие условные функции распределения. По по-
следним определяются среднеквадратичные отклонения, описывающие распределение частиц воз-
ле узлов решетки. Найден способ приближенного решения полученной ранее сложной системы 
интегральных уравнений, требующей выполнения большого объема численных расчетов. В ре-
зультате получены аналитические выражения для одночастичных потенциалов, которые использо-
ваны для исследования изменения степени локализации частиц в узлах решетки вдоль радиальных 
направлений в сферических наночастицах. Численные расчеты проведены для кристаллических 
наночастиц со структурой алмаза. Для этого осуществлено компьютерное построение алмазной 
решетки. Применение общей статистической теории неоднородных систем позволило разработать 
алгоритмы анализа взаимного расположения частиц в локальном и дальнем окружениях. Исследо-
вана структура углеродных нанообразований с алмазоподобной решеткой. 
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ма, химический потенциал, функционал свободной энергии, наночастица. 
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THE ALGORITHMIZATION OF THE TWO-LEVEL MOLECULAR-STATISTICAL 
APPROACH FOR CALCULATION OF PARAMETERS  

OF CRYSTAL NANOPARTICLES WITH DIAMOND LATTICE 

To describe the structure and thermodynamic characteristics of nanoparticles the general statistical-
mechanical expressions are used that are obtained in the framework of the two-level molecular-
statistical approach, which is a modification of the method of conditional distributions and is used to 
describe properties of non-uniform molecular systems using the potentials of average forces. The sin-
gle-particle potentials are functionals of the density fields. The potentials are used for calculation of 
younger conditional distribution functions. The latter are used for calculating the parameters describing 
the particle distribution near the lattice sites. The way to approximately solve the system of integral 
equations is found for that, which requires the implementation of a large amount of numerical calcula-
tions. As a result, the analytical expressions for the single-particle average potentials used to determine 
changes in the degree of localization of particles around lattice sites along the radial directions of spherical 
nanoparticles are found. The numerical calculations for crystalline nanoparticles with the diamond 
structure are performed. To do this, a computer construction of the lattice with a diamond-like structure 
is carried out. The application of the general statistical theory of inhomogeneous systems allowed the 
development of algorithms for the analysis of the mutual arrangement of the particles in the local and 
distant environments. The structure of the carbon nanostructures with a diamond lattice is investigated. 

Key words: correlation functions, approximation of the potential medium-strength, homogeneous 
system, chemical potential, free energy functional, limited system, nanoparticle. 

Введение. Наряду со все более широким 
применением численных методов Монте-Карло 
и молекулярной динамики для моделирования 
и прогнозирования различных свойств вещест-
ва сохраняют значение подходы, основанные на 
сокращенном статистическом описании, к ко-
торым, в частности, относятся методы корреля-
тивных функций [1, 2]. Если в первом случае 

коррелятивные функции находятся при усред-
нении результатов вычислений, то здесь они 
играют роль исходных объектов, для которых 
записывается система соответствующих урав-
нений. Как правило, это бесконечная цепочка 
интегро-дифференциальных уравнений, реше-
ние которой возможно при внесении приб-
лижений, позволяющих замкнуть цепочку на 
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первых уравнениях. Первоначально для замы-
кания применялись соотношения между млад-
шими и старшими функциями распределения. 
В последующем цепочки записывались и ап-
проксимировались для некоторых характери-
стик этих функций. Конструктивной оказалась 
аппроксимация ячеечных потенциалов средних 
сил. На использовании этих одночастичных 
потенциалов основана настоящая работа, так как 
эта аппроксимация передает основные особен-
ности макроскопической системы в конденсиро-
ванном состоянии вещества. Идея дробления 
потенциалов, предопределившая успехи в рас-
смотрении однородных систем, была перенесена 
на описание неоднородных систем путем допол-
нительного дробления пространства конфигура-
ций на подпространства. На каждом из подпро-
странств вводятся наборы парциальных функ-
ций распределения, так что статистико-механи-
ческое описание приобретает двухуровневый 
характер [2]. Каждое отдельное подпространство 
характеризуется соответствующим полем плот-
ности числа частиц во всем объеме системы. 

Было показано, что суммарные равновесные 
характеристики системы в целом (при пренеб-
режении флуктуациями) соответствуют такому 
полю плотности, при котором функционал сво-
бодной энергии минимален [2, 3]. Очевидно, что 
рассматриваемый двухуровневый метод наибо-
лее удобен для описания систем, содержащих 
малое число частиц (кластеров). При наличии 
центра симметрии структурные и термодинами-
ческие характеристики таких систем (например, 
наночастиц) зависят от расстояния до их центра. 

Основная часть. В развиваемой теории для 
описания структуры нанообразований применя-
ются три параметра: средняя заселенность узлов 
решетки, смещение узлов в связи с ее деформа-
цией (пространственной релаксацией [4]) и 
среднеквадратичное отклонение молекул отно-
сительно узлов. В данной работе исследуется из-
менение величины среднеквадратичного откло-
нения молекул по мере удаления от центра нано-
частицы. В области кристаллического состояния 
функция распределения имеет резко выраженный 
пик. Для описания распределения частиц в этом 
случае достаточно ограничиться одночастичны-
ми ячеечными потенциалами. Рассмотрим проце-
дуру их вычисления, моделируя неоднородность 
в системе с помощью микроячеек разных объе-
мов ωi, удовлетворяющих условию 
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где V – полный объем системы; i = 1, 2, …, N;  
N – общее количество частиц в системе. 

Рассмотрим одночастичное распределение 
частиц (атомов или молекул), отвечающее пер-

вому приближению метода условных распреде-
лений, которое описывается унарной ненорми-
рованной функцией распределения (β = 1 / kT): 
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Для вычисления одночастичных потенциа-
лов φj(q

i) используем вариационный принцип 
Н. Н. Боголюбова, согласно которому 

 0
0 0exp( ( ) ).N NQ Q H H ≥ −β −  (3) 

Угловые скобки в (3) означают усреднение c 
помощью базисной функции распределения (2); 

0,  N NQ Q  – конфигурационные интегралы ис-
следуемой и базисной систем соответственно. 

В соотношении (3) энергия взаимодействия 
молекул между собой определяется формулой 
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Энергия базисной системы представляется 
средними потенциалами в виде 
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Конфигурационный интеграл базисной сис-
темы записывается в факторизованной форме: 
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Варьирование (3) позволяет найти одночас-
тичные потенциалы, которые определяют наи-
лучшее приближение к конфигурационному ин-
тегралу QN. В результате получаем интегральное 
уравнение для расчета этих потенциалов: 
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Преобразуем это уравнение в соотношение, 
связывающее между собой среднюю энергию 
системы с ее свободной энергией. Для этого 
умножим уравнение (7) на нормированную од-
ночастичную функцию распределения (2) и, 
выполнив суммирование по j, получим: 
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Из соотношения (8) находим, что внутрен-
няя энергия системы определится выражением 
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Из соотношения (9) следует выражение для 
конфигурационного интеграла в форме 

 
1
2

1

( ) .
N

N i i
i

Q Q
=

≈ ω∏  (10) 

Нормированные функции в 11F̂ -приближе-
нии метода условных распределений имеют 
резкие пики в окрестности узлов, поэтому заме-
ним их на функции *

11F  с равномерным распре-
делением молекул внутри сфер с радиусами bi, 
центры которых совпадают с узлами решетки. 
Параметры bi подбираем так, чтобы средне-
квадратичные отклонения iσ  от узлов решетки 
были равны для функций 11F̂  и *

11F : 
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В этом случае для среднего потенциала (7) 
получается аналитическое выражение вида [5]: 
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где ρ – расстояние от молекулы в ячейке ωi до 
узла ячейки ωj; φ

* и ρ обезразмерены с помо-
щью параметров используемого здесь потенциа-
ла Леннард-Джонса. 

Задача, решаемая в работе, состояла в том, 
чтобы найти зависимость параметра b от рас-
стояния до центра наночастицы. Для этого не-
обходимо выполнить классификацию узлов ис-
пользуемой решетки. Рассмотрим случай ре-
шетки алмаза, которая состоит из двух гране-
центрированных подрешеток, одна из которых 
смещена относительно основной подрешетки 
на четверть пространственной диагонали ее 
элементарной ячейки. Базис образовывается 
восьмью атомами с координатами (0, 0, 0; 0, 
0,5, 0,5; 0,5, 0,5, 0; 0,5, 0, 0,5) для четырех ато-
мов основной подрешетки и с координатами 
(0,25, 0,25, 0,25; 0,75, 0,25, 0,75; 0,25, 0,75, 0,75; 
0,75, 0,75, 0,75) для атомов второй смещенной 
подрешетки. Молекулярный объем v для алмаз-
ной решетки определяется формулой v = a3 / 8, 
где а – параметр основной решетки, равный 
длине ребра куба элементарной ячейки. Базис-
ными векторами в каждой подрешетке являют-
ся векторы а1, а2, а3 и b1, b2, b3 со следующими 
одинаковыми координатами (0,5, 0,5, 0,5), (0,5, 
0, 0,5), (0, 0,5, 0,5). По координатам базисных 
векторов построены массивы координат узлов 

первой и второй подрешеток в основной (гло-
бальной) системе координат: 
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  (13) 

В выписанных здесь формулах m1, m2, m3 – цело-
численные переменные, изменяющиеся в интер-
вале [–M, M], определяющем размеры наноча-
стицы. Тогда общее число частиц в первой и 
второй подрешетках составляет величину N =  
= 2(2M + 1)3. Индекс n изменяется в интервале 

31 (2 1) ,n M≤ ≤ +  следовательно, индекс m в (13) 
принимает значения в интервале 3(2 1)M m+ < ≤  

32 (2 1) .M≤ +  Расстояния от узлов первой и 
второй подрешеток до начала координат ос-
новной системы находились по формуле 

 2 2 2 .r x y z= + +  (14) 

Для рассчитанных по формулам (13) и (14) 
координат и расстояний сформирована матрица A. 
Номера столбцов этой матрицы совпадают с но-
мерами узлов. В первой, второй, третьей и чет-
вертой строках матрицы записаны расстояния и 
координаты узлов решетки соответственно.  

При выполнении суммирования в (2) удоб-
но осуществлять сначала суммирование по уз-
лам, принадлежащим координационной сфере с 
номером l, относительно центра ячейки ωi, а 
затем по l (0 )l L≤ ≤ , здесь L – число учитывае-
мых в расчетах ближайших координационных 
сфер). Для этого массив А был переформатиро-
ван в новый массив B, где узлы решетки пере-
нумерованы так, чтобы с возрастанием их но-
мера расстояние до центра наночастицы увели-
чивалось при переходе от одной координаци-
онной сферы к другой либо сохранялось в пре-
делах координационной сферы.  

Для дальнейшей классификации узлов ре-
шетки из массива B был сформирован новый мас-
сив C из трех строк и с числом столбцов, равных 
числу координационных сфер. В первой строке 
этого массива указывается номер последнего узла 
из матрицы B, принадлежащего выбранной коор-
динационной сфере. Во второй строке записыва-
ется количество узлов, принадлежащих этой сфе-
ре, а в третьей – расстояния до этих узлов.  

В связи с тем, что искомый параметр b зави-
сит от радиуса координационной сферы относи-
тельно центра наночастицы, необходимо уста-
новить, к какой координационной сфере при-
надлежит выбранный узел решетки. Указанную 
связь находили с помощью специального одно-
мерного массива D, в котором номера узлов за-
писаны в первом столбце, а номера соответст-
вующих координационных сфер – во втором. 
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Для расчета коррелятивной функции 11( )iF q
в окрестности узла с номером i необходимо 
выполнить суммирование по всем узлам j в ло-
кальном окружении узла i. Параметры b этих 
узлов зависят от их положения в основной 
(глобальной) системе координат. Для их опре-
деления по координатам узлов j, окружающих 
избранный узел i, устанавливались их номера в 
матрице B и соответствующие им номера коор-
динационных сфер относительно центра нано-
частицы. По номерам сфер определялись пара-
метры b и вычислялись потенциалы средних 
сил, входящие в определение функции распре-
деления (2). Найденные таким образом функ-
ции распределения использовались для вычис-
ления среднеквадратичных отклонений и новых 
значений параметров b (радиусов сфер), моде-
лирующих сферически симметричное распре-
деление частицы в окрестности своего узла.  
В связи со сказанным представляется возмож-
ным интегрирование по молекулярному объему 
v = a3 / 8 заменить интегрированием по объему 
шара, радиус которого вычисляется из условия 
равенства этих объемов, т. е. 

 
3

34 0,308.
3 8v v

ar rπ =  =  (15) 

Все расчеты выполнялись в единицах пара-
метра решетки а, соответственно, безразмерное 
расстояние между ближайшими соседними узлами 
составляло 0,432. Радиус rv, определенный по (15), 
оказался больше радиуса сферы, вписанной в 
ячейку Вигнера – Зейтца, который равен 0,216. 

Интегрирование выполнялось по 10 лучам, 
направленным на четыре ближайшие узлы, и 
вдоль трех координатных осей в положитель-
ном и отрицательном направлениях. Поскольку 
расчеты проводились в единицах параметра 
решетки a, то входящие в потенциал безраз-
мерные расстояния пересчитывались путем ум-
ножения на параметр 

1/3

2,59 ,v
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v
v
μ =  

 
        (16) 

где vb – молекулярный объем, при котором рас-
стояние между ближайшими узлами решетки 
соответствует минимуму потенциала Леннард-
Джонса с параметрами, определенными на ос-
нове характеристик монокристалла алмаза  
(vb = 5,1 A3). 

Парный межатомный потенциал Леннард-
Джонса учитывает зависимость энергии взаи-
модействия атомов углерода только от расстоя-
ния между ними. Поскольку атомы углерода, 
расположенные в ближайших ячейках, образу-
ют прочную ковалентную связь, то необходимо 
учесть зависимость их энергии от всех валент-

ных углов в тетраэдрах, образующих сфериче-
скую наночастицу. Это взаимодействие описы-
валось трехчастичными добавками к парному 
потенциалу с помощью формулы ΔU = c(Δφ)2. 
Коэффициент угловой жесткости связей с в 
тетраэдрах принимался в соответствии с дан-
ными работы [6]. При этом энергия угловых де-
формаций в тетраэдрах ограничивалась макси-
мальным значением, которое достигалось при 
смещении атома из узла на величину, равную 
ширине ямы потенциала Леннард-Джонса. 

В результате расчетов (с учетом вкладов 
только от взаимодействия с ближайшими сосе-
дями) установлено, как изменяется микро-
структура анализируемых наночастиц с ростом 
их размеров, и проведено сопоставление с ана-
логичными данными для случая неограничен-
ного кристалла. 

Полученные результаты свидетельствуют о 
высокой степени локализации колебаний атомов 
возле узлов в макрокристалле до безразмерной 
температуры θ, равной 0,1. При росте темпера-
туры вплоть до этого значения параметр b мед-
ленно увеличивается до 0,058. Как только тем-
пература превышает указанное значение, пара-
метр b испытывает резкий скачок, связанный с 
делокализацией функции распределения. 

Это можно интерпретировать как фазовый 
переход, вызванный плавлением кристалла. 
Рассчитанная таким образом температура близ-
ка к экспериментальному значению температу-
ры плавления алмаза (θ ≈ 0,05). 

Полученные характеристики микрострукту-
ры для сферической наночастицы изменяются 
при удалении от ее центра и зависят от общего 
количества атомов в наночастице. При темпе-
ратурах, близких к температуре плавления, на-
ночастицы сохраняют устойчивость при высо-
кой степени делокализации поверхностных 
атомов за счет удержания их атомами, находя-
щимися во внутренней области наночастицы. 

Дальнейшие расчеты, с учетом вкладов во 
взаимодействие от вторых и последующих сосе-
дей, показали, что алмазоподобная кристалличе-
ская структура не может существовать, если 
взаимодействие со вторыми и последующими 
соседями описывается тем же парным потен-
циалом, что и для первых соседей. Это следует 
из того, что при использовании одного и того же 
парного потенциала Леннард-Джонса локализо-
ванных решений не существует, по крайней ме-
ре при температурах выше 0,004, для которых 
удалось провести вычисления по применяемой в 
этой работе программе. При описанном выше 
взаимодействии между атомами реализуется 
кристалл с гранецентрированной решеткой. 

Алмазоподобная структура наночастицы 
может существовать при образовании прочной 



Ã. Ñ. Áîêóí  75 

Òðóäû ÁÃÒÓ   № 6   2016 

(ковалентной) связи с первыми соседями при 
условии, что энергия связи со вторыми и по-
следующими соседями будет, по крайней мере, 
на четыре порядка меньше, чем с первыми. Это 
означает, что взаимодействие со вторыми и по-
следующими соседями носит лондоновский 
(ван-дер-ваальсовый) характер. Оценки, прове-
денные с использованием справочных данных 
по энергиям связи атомов углерода в молекулах 
и кристаллах, показывают, что для первых со-
седей глубина ямы должна соответствовать тем-
пературе порядка 60 000 К, а для остальных – 
60 К, т. е. даже меньше, чем для случая взаимо-
действия между атомами аргона (110 К). 

Заключение. Выполненная в работе алго-
ритмизация двухуровневого статистического 
описания наноструктур позволяет исследовать 
их свойства с помощью коррелятивных функций 
при различных термодинамических условиях. 

Исследования проведены в соответствии с 
«Координационным планом работ, выполняе-
мых в Объединенном институте ядерных иссле-
дований (г. Дубна, РФ) с участием организаций 
и учреждений Республики Беларусь в 2015 г.». 
Автор благодарен главному научному сотрудни-
ку лаборатории теоретической физики (ОИЯИ)  
В. Б. Приезжеву за рекомендации, высказанные 
при обсуждении проведенных исследований. 
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