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МУЛЬТИПИКОВЫЙ СПЕКТР РЕЗОНАНСНОЙ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ  
В МОДЕЛИ ОДНОКУБИТНОГО ЛАЗЕРА 

Однокубитный лазер является квантовой системой, в которой реализуется взаимодействие 
одиночного искусственного атома и одиночной резонаторной моды поля. Такой лазер имеет ряд 
преимуществ по сравнению с одноатомным лазером: положение искусственного атома в нем фик-
сировано, искусственный атом обладает большим дипольным моментом и сильно взаимодействует 
с резонаторной модой. Кроме того, упругое и неупругое рассеяние излучения в однокубитном ла-
зере осуществляется вдоль одной линии волновода в отличие от 3D-излучения одноатомного лазе-
ра, интенсивность которого низка. Уже экспериментально получен трехпиковый спектр резонанс-
ной флуоресценции однокубитного лазера (так называемый триплет Моллоу). Центральная ком-
понента этого спектра возникает в результате неупругого рассеяния излучения при воздействии 
мощной когерентной накачки, а два других резонанса связаны с расщеплением Раби.  

Однокубитный лазер состоит из одиночного сверхпроводящего кубита, взаимодействующе-
го с модой поля копланарного волновода. Квантовый кубит характеризуется двумя зарядовыми 
состояниями: с избыточной электронной куперовской парой и без нее. Между этими состояния-
ми в результате распада куперовской пары и туннелирования электронов возможны переходы с 
испусканием фотонов.  

В данной работе нами рассчитывался спектр резонансной флуоресценции однокубитного ла-
зера в виде Фурье-преобразования атомной корреляционной функции с использованием теоремы о 
регрессии. В случае малой интенсивности некогерентной накачки на основе модели Джейнса – 
Каммингса с затуханием аналитически определены положения линий спектра. Показано, что мно-
гопиковый спектр резонансной флуоресценции имеет место в случае небольшой интенсивности 
некогерентной накачки. Продемонстрировано, что параметр дефазировки не влияет на положение 
резонанса в спектре, а его рост приводит к увеличению ширины спектральной линии. 

Ключевые слова: однокубитный лазер, высокодобротный резонатор, сверхпроводящий ку-
бит, спектр резонансной флуоресценции, вакуумное расщепление Раби, матрица плотности, тео-
рема о регрессии.  
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MULTIPEAKED SPECTRUM OF RESONANCE FLUORESCENCE 
IN A SINGLE-QUBIT MODEL 

Single-qubit laser is the quantum system, which implements the interaction of an artificial single 
atom and a single cavity field mode. Such laser has the range of advantages compared with single-atom 
laser: the position of artificial atom is fixed in it, artificial atom has a great dipole moment and strongly 
interacts with the cavity field mode. Besides that elastic and inelastic radiation scattering in the single-
qubit laser are realized with high efficiency in 1D transmission line compared with low efficiency in-
teraction of real atom with cavity field mode in 3D-space. Three-peaked spectrum of resonance fluores-
cence (so-called triplet Mollow) has been experimentally obtained. The central component of this spec-
trum is a result of inelastic scattering under the action of strong coherent pump. The sidebands are con-
nected with the vacuum Rabi splitting. 

Single-qubit laser consists of single superconducting qubit coupled to the electromagnetic field 
confined in 1D transmission line. Quantum qubit is characterized by two charged states: with the excess 
Cooper pair and without it. As a result of the collapse of the Cooper pair and tunneling transitions of the 
electrons the emission of photons is possible.  

In this work the resonance fluorescence spectrum is calculated on the basis of regression theorem 
as the Fourier transform of the atomic correlation function. In the case of low intensity of the incoherent 
pump on the basis of the Jaynes – Cummings model with dissipation the positions of spectrum lines are 
analytically defined. It is shown that multipeaked spectrum takes place in the case of low intensity 
pump. It is demonstrated that the dephasing parameter doesn’t affect the position of line in the spectrum 
and it’s growth leads to the increasing of the line width.  

Key words: single-qubit laser, high-Q cavity, Josephson energy, superconducting cubit, density 
matrix, resonance fluorescence, vacuum Rabi oscillations, regression theorem. 
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Введение. Однокубитный лазер является 
примером макроскопической квантовой систе-
мы, интенсивно исследуемой в настоящее вре-
мя. В работе [1] было продемонстрировано 
действие однокубитного лазера в режиме гене-
рации. В статье [2] реализованы квантовые ал-
горитмы на основе двухкубитного квантового 
процессора, в работе [3] синтезировано произ-
вольное квантовое состояние в сверхпроводя-
щем резонаторе. В спектре [4] наблюдался три-
плет Моллоу в резонансной флуоресценции 
одиночного искусственного атома. Трехпико-
вый спектр флуоресценции связан с неупругим 
рассеянием излучения двухуровневым атомом 
при воздействии мощной когерентной накачки. 
Кроме спектральной компоненты на резонанс-
ной частоте возникают еще и два боковых сим-
метричных пика, отстроенных от центральной 
компоненты на частоту Раби. В квантовой оп-
тике возникновение осцилляций Раби связано с 
расщеплением уровней энергии при взаимодей-
ствии одиночного двухуровневого атома с оди-
ночной модой резонаторного поля (модель 
Джейнса – Каммингса). Если внешнее коге-
рентное поле отсутствует, то в такой системе 
возможно наблюдение дублетных линий, назы-
ваемых вакуумным расщеплением Раби. В дан-
ной работе мы исследуем мультипиковый 
спектр резонансной флуоресценции одноку-
битного лазера при воздействии некогерентной 
накачки. Стационарный спектр рассчитывается 
с использованием теоремы о регрессии и урав-
нения для матрицы плотности. 

Основная часть. Однокубитный лазер со-
стоит из заряженного сверхпроводящего куби-
та (искусственного атома), взаимодействую-
щего с модой поля сверхпроводящего резона-
тора, представляющего собой копланарный 
волновод [1]. Кубит характеризуется двумя за-
рядовыми состояниями: 2  – с избыточной 
куперовской парой и 0  – без нее (рис. 1). 
Электронная куперовская пара поступает че-
рез контакт Джозефсона на островок (кубит) с 
электрода земли. Инверсная населенность в 
однокубитном лазере создается путем интен-
сивной откачки куперовских пар с островка.  
С этой целью к нему через туннельный пере-
ход подключен контакт стока. Напряжение на 
него подается такое, чтобы сначала один элек-
трон мог протуннелировать со скоростью 21Γ  
после развала куперовской пары и система пе-
решла в состояние 1  с одним избыточным 
электроном на островке, а затем и второй 
электрон протуннелировал со скоростью 10Γ  и 
система перешла в состояние 0 .  Избыточная 
энергия этого состояния высвобождается в ви-
де испускания фотонов с частотой, настроен-
ной на частоту перехода 0 2 .→   

 
Рис. 1. Схема однокубитного лазера [1] 

 
Взаимодействие куперовской пары и резо-

наторной моды поля описывается гамильто-
нианом Джейнса – Каммингса: 

1
( ),

2JC Q z RH a a g a a+ +
+ −= ω σ + ω + σ + σ  

 
 (1) 

где собственные значения энергии кубита 
2 2

Q jEω = ε +  определяются через разность 

электростатических энергий между состояния-
ми 0  и 2  ε  и энергию Джозефсона ;jE Qω  –  

частота кубита; Rω  – частота резонатора; g  – 
константа взаимодействия. В дальнейшем бу-
дем рассматривать резонансное взаимодействие 
кубита и резонаторной моды поля, полагая рав-
ными частоты 0 .Q Rω = ω = ω  

Операторы iσ  удовлетворяют коммутаци-
онным соотношениям для ферми-частиц: 

[ , ] .+ −σ σ = σ z         (2)  

Операторы a  и a+  удовлетворяют комму-
тационным соотношениям для бозе-частиц: 

[ , ] 1.+ =a a       (3)  

Взаимодействие с окружением в одноку-
битном лазере сопровождается диссипацией 
энергии кубита и резонатора. Затухание кубита 
описывается параметром ,γ  а затухание резо-
наторной моды поля – параметром .k  Управле-
ние кубитом осуществляется при помощи неко-
герентной накачки с интенсивностью .Γ  Дефа-
зировка кубита учитывается параметром * .ϕΓ  
Редуцированное уравнение для матрицы плот-
ности ,ρ  описывающей эволюцию однокубит-
ного лазера, имеет вид  

[ , ] .JC Q R
i H L L

t
∂ρ = − ρ + ρ + ρ
∂           

 (4) 

Здесь лиувиллиан QL  описывает релаксацию и 
возбуждение кубита: 

*

( ) ([ , ] [ , ])
2 2Q z zL ϕ

− + − +
Γ γρ = ρ − σ ρσ + σ ρσ + σ ρ σ +  

([ , ] [ , ]),
2 + − + −
Γ+ σ ρσ + σ ρ σ           (5)  

10Γ   

21Γ  

g   0ω  

1  

2  

0   
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лиувиллиан RL  описывает релаксацию резона-
торной моды поля в случае пренебрежения 
числом тепловых фотонов: 

([ , ] [ , ]).RL k a a a a+ +ρ = ρ + ρ         (6) 

Спектр резонансной флуоресценции состо-
ит из рассеянного искусственным атомом излу-
чения вдоль микроволновой линии (рис. 2). Он 
описывается Фурье-преобразованием двухвре-
менной атомной корреляционной функции: 

0

( )

2Re exp( ) ( ) ( )

lim ,
( ) ( )t

S

d i t t

t t

σ

∞

+ −

→∞ + −

ω =

 
τ ωτ < σ + τ σ > 

 =  < σ σ > 
  

  
(7)

 

нормированной на среднее число возбуждений 
в системе. Такие корреляционные функции вы-
числяются, согласно теореме о регрессии, через 
неунитарный оператор эволюции (матрицу 
Грина) exp( ):τL  

   ( ) ( ) ( ( )).Lt t Sp e tτ
+ − + −< σ + τ σ > = σ σ ρ      (8) 

 
Рис. 2. Искусственный атом, 

взаимодействующий с излучением волновода.  
Падающее излучение интенсивности I0  

частично рассеивается в прямом  
и обратном направлениях волновода (Isc)  

и частично проходит  
через микроволновую линию (Itr) [4] 

 
Для нахождения матрицы Грина и стацио-

нарного решения уравнения (4) будем использо-
вать разложение по базису фоковских состояний 
n (n – число фотонов) и атомных состояний 

, 2,0.=i i  В этом базисе уравнения для диаго-
нальных ,n n

iiρ  и недиагональных , 1 1, *
02 20( )n n n n+ +ρ = ρ  

элементов образуют замкнутую систему:  
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где .R = Γ + γ  Стационарное решение системы (8) 
, ,( )m n m n

ij ijtρ → ∞ ≡ ρ  рассчитывалось численно и 
использовалось для определения среднего чис-
ла возбуждений в системе и начальных значе-
ний матрицы Грина exp( ).Lτ  Вычисление кор-
реляционной функции (8) удобно проводить 
при помощи вспомогательного оператора: 

 ( ) ,LA e τ
−τ = σ ρ                   (10) 

матричные элементы которого определяют ис-
комые корреляционные функции, согласно со-
отношениям 

lim ( ) ( )
t

t t+ −→∞
< σ + τ σ > =

 ,
02( ( )) ( ).n n

n
Sp A A+= σ τ = τ               (11) 

При этом уравнения для элементов ,
20 ( )n nA τ  

также образуют замкнутую систему уравнений 
(аналогично системе (9)). 

Для определения спектра (7) необходимо 
найти лапласовские образы оператора ( )A τ  при 
мнимом значении параметра преобразования,  
т. е. ( ).A i− ω  Формируя из элементов операто-
ров ( )A τ  вектора 

(1)

( )n

A
A

A

 
 =  
  

 , 

1,
00

1, 1
( ) 02

,
20

, 1
22

n n

n n
n

n n

n n

A
A

A
A
A

−

− +

+

 
 
 =
 
 
  

,        (12) 

решение уравнений для искомых лапласовских 
элементов можно представить в виде 

1( ) ( ) ,A i i I M A−
β β− ω = − ω +             (13) 

где начальное значение векторов Aβ  задается 
стационарными значениями элементов матри-
цы плотности :ρ  

00(0) ( 2 0nn
ss

n
A n n−= σ ρ = ρ +

 , 1
02 2 2 1 ).n n n n++ ρ +              (14) 

Матрица М, входящая в (14), определяется 
аналогично работе [5]. Окончательно выраже-
ние для стационарного спектра принимает вид 

( )
20

20

2Re ( )
.

nn

n
mm

m

A i
S

Aσ

− ω
ω =





                (15) 

0I trI

scI scI

1мкм
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На рис. 3 представлен спектр для одноку-
битного лазера, численно рассчитанный на ос-
нове формул (13), (14). Константа взаимодейст-
вия g выбрана превосходящей все остальные 
параметры системы для того, чтобы в спектре 
хорошо были разрешены резонансы, ширины 
которых определяются параметрами некоге-
рентной накачки, затухания и декогеренцией.  

 

 
Рис. 3. Спектр резонансной флуоресценции  

в зависимости от частотной расстройки 0Δ = ω − ω  
 для параметров k = 0,5, g = 25, Γ = 2, γ = 1: 

* * *0; 5; 10.ϕ ϕ ϕ− Γ = − Γ = − Γ =1 2 3   
Стрелками на рисунке обозначены  

положения резонансов  
в соответствии с переходами в модели  
Джейнса – Каммингса с затуханием 

 
Из рис. 3 видно, что с ростом параметра де-

фазировки положение резонансов в спектре не 
меняется, а увеличивается их ширина пропор-
ционально параметру *

ϕΓ  и уменьшается ам-
плитуда. В случае роста параметров затухания 
системы в спектре резонансной флуоресценции 
остаются только линии, соответствующие ва-
куумному расщеплению Раби (рис. 4).  

 

 
Рис. 4. Спектр резонансной флуоресценции 

 в зависимости от частотной расстройки 0Δω = ω − ω  
для параметров k = 2, g = 25, Γ = 2, γ = 4: 

* * *0; 5; 101 2 3ϕ ϕ ϕ− Γ = − Γ = − Γ =  
 

Аналитический расчет положений резонан-
сов в спектрах (рис. 3 и 4) осуществляется на 
основе модели Джейнса – Каммингса с затуха-

нием при помощи метода, основанного на ус-
реднении по квантовым случайным траектори-
ям движения (или усреднения по случайным 
волновым функциям) [5].  

На рис. 5 представлена схема энергетиче-
ских уровней, состоящая из двухкратно рас-
щепленных энергетических уровней гармони-
ческого осциллятора, равноотстоящих по час-
тоте. Величина расщепления определяется 
формулой 

2 22 ,E l gΔ = − δ  
1

,
2 2

kγ − Γ δ = − 
 

    (16) 

где l – число фотонов в резонаторной моде по-
ля. Согласно модели, присутствующие в спек-
тре флуоресценции частоты (рис. 3) рассчиты-
ваются по следующим формулам: 

0 2 2
0 0

2 2 2 2
1 0

2 2 2 2
1 0

,

2 ,

2 .

g

g g

g g

+

+ +

+ −

ω = ω + − δ

ω = ω + − δ − − δ

ω = ω + − δ + − δ

  (17) 

В формуле (17) нижний индекс у частоты 
определяет число фотонов в резонаторе, верхние 
индексы указывает, между какими подуровнями 
происходит переход с испусканием фотона. 
Верхнее расщепленное состояние обозначено ин-
дексом «+», нижнее состояние – индексом «–».  

 

 
Рис. 5. Схема уровней энергии модели  
Джейнса – Каммингса с затуханием. 

Представлены первые три собственных состояния, 
соответствующих наличию в поле 0, 1, 2 фотонов 

 
Заключение. Для модели однокубитного ла-

зера рассчитан стационарный спектр резонанс-
ной флуоресценции с учетом некогерентной на-
качки и параметра дефазировки. Показано, что 
спектр имеет мультипиковую структуру только 
при малых значениях интенсивности некогерент-
ной накачки. Продемонстрировано, что при уве-
личении параметров затухания искусственного 

Sσ 
1 

Δω

2 
3 

0,1

0 
–60    –40   –20       0      20      40      60

Sσ   

Δω
1
+ +Δ   0

0
+Δ   1

+ −Δ   

1 

2 
3

40 800 
0 

0,08

0ω  

0ω  

2 22 g − δ  

0+ω  0−ω  

1
− +ω  

1
+ −ω  1

− −ω  
1
+ +ω  

…

2 22 2g − δ  



80 Ìóëüòèïèêîâûé ñïåêòð ðåçîíàíñíîé ôëóîðåñöåíöèè â ìîäåëè îäíîêóáèòíîãî ëàçåðà 

Òðóäû ÁÃÒÓ   № 6   2016 

атома и резонаторной моды поля в спектре на-
блюдаются резонансы, соответствующие ваку-
умному расщеплению Раби. Аналитически рас-
считаны положения спектральных линий на ос-

нове модели Джейнса – Каммингса с затухани-
ем. Показано, что параметр дефазировки не 
влияет на положение линии в спектре, а только 
увеличивает ширину спектральной линии.  
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