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VIBRATIO N A L RELAXATION O F S IM P L E  M O LECU LES 
IN L IQ U ID S

Expressions for correlation function of vibrational relaxation of molecules 
in solvent ^t t —0 are derived. It is shown: as pressure increases the moments 
of spectral distribution increases, as temperature increases the moments de
creases.
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ВЫЧИСЛЕНИЕ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ФУНКЦИИ И СВОБОДНОЙ 
ЭНЕРГИИ МОЛЕКУЛЯРНОЙ к о н д е н с и р о в а н н о й  с и с т е м ы

В предыдущих работах (см. обзор [1]) вычислены корреля
ционные функции и свободная энергия молекулярной системы в 
твердом и жидком состояниях на единой статистико-механиче
ской основе в первом основном приближении статистического 
метода условных распределений. Как будет показано в настоя
щей работе, при описании жидкости, заметную роль играет вто
рое приближение теории, учитывающее более сильные флуктуа
ции частиц.

Второе /^-приближение охватывает более широкий набор корре
ляционных функций. К ним относятся унарная функция F l2 (q), оз
начающая плотность вероятности нахождения частицы в точке q, 
принадлежащей молекулярной ячейке vlt при условии, что в каж
дой из остальных ячеек системы будет не более двух частиц, и ис
пользуемые ниже бинарные функции (q\ q2) (q1 a  vit q2cz v2),
F 22 (q1. q2) (q1- q2 <= yi)> a также функции F (22 (q1. q2, q3) (q\ q2 cz vit 
q3 cr vt) и F {H (q1, q2, q3, q4).

Естественно, что первое требование, обеспечивающее согласован
ность конечных результатов, состоит в выполнении интегральных 
соотношений между старшими и младшими корреляционными функ
циями
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Верхние индексы у функций О, 1, 2 означают, что ячейка V{ 
пуста, заполнена одной или двумя произвольными частицами.

Как и в первом приближении теории, замыкание бесконечной 
системы интегро-дифференциальных уравнений, которым удов
летворяют приведенные выше корреляционные функции, может 
быть эффективно выполнено с помощью потенциалов средних 
сил [2]. Аппроксимация интегральных членов является менее 
жестким требованием по сравнению с аппроксимациями самих 
корреляционных функций, что и позволяет исследовать систему 
в широком интервале термодинамических переменных, охваты
вая различные фазовые состояния.

В работе [2] процедура замыкания была выполнена с уче
том интегрального соотношения (1). Для достижения термоди
намической согласованности результатов и прежде всего терми
ческого и калорического .уравнений состояния [3] расширим 
процедуру замыкания с учетом и второго интегрального соот
ношения (2 ). В этом случае получим две системы интегральных 
уравнений относительно потенциалов средних сил, набор кото
рых становится значительно шире.

Для конденсированной среды вполне допустимым является 
предположение, что потенциал 'средней силы взаимодействия 
частиц (одной или двух), находящихся в произвольной ячейке 
Vj, с фиксированной частицей в vx не зависит от того, что в тре
тьей ячейке Vi одна или две частицы фиксированы либо распре
делены произвольным образом, либо вовсе отсутствуют. Это 
позволяет использовать для замыкания бесконечной системы 
интегральных уравнений следующие равенства:

Фи (я1) =  Фи (я1100  =  ф у  (q11 q2) =  ф у  (q11 я2, я3). (3)
Запись 0І означает, что ячейка vt пустая; в последних двух вы

ражениях q2, я3с ш г; q1^ ^ .
Однако указанных аппроксимаций (3) недостаточно для за

мыкания исходных интегральных уравнений. Они должны быть 
дополнены аппроксимациями потенциалов, учитывающих запол
нение ячейки Vi двумя частицами.

Определяющее уравнение для корреляционной функции F 22 (q\ q2) 
имеет вид

N
д In F 22 , 1 5Ф (| q1 —  q2 |)

dql ~г  0 dq1
+  { 2 S u (q 4 q 2) =  0, (4)

V 1
где Sy  — средняя сила взаимодействия частиц в ячейке Vj с части
цей в ячейке vl при условии, что в ней же находится и другая 
частица

S y  =  j  j  ЭФ(І^ і  q3|) - [a lF $  (q:* I q1, q2) -1 F $  (q:\ q4 1 q1, q2)] dq3dqi .

(5)VjVj
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Имея в виду сказанное выше о потенциалах средних сил, вы
писанных в (3), можно принять дополнительные аппроксима
ции. Это прежде всего

(Ч1 1 Ч2) =  Sy (q1), Su (q2 1 q1) =  Sa (q2). (6)

Тогда потенциал фу (q1, q2), определяемый соотношением

d4>ii (q1. q2) =  S u  (q1 1 q2) dq1 +  S y  (q2 1 q1) dq2, (7)

с учетом (6) можно записать в виде суммы двух вышеприведенных 
потенциалов

Фи- (q1. q2) =  Фи (q1) +  фц (q2)- (8)
Остальные аппроксимации:

дфу (q1. qa)
So (q11 q2) =  Sy (q11 q2, q3) =  S y  (q11 q2, q3, q4) dq1

(9)

Здесь q\ q2a v i, q3, q4cz vt.
Если учитывать только аппроксимации (3) и (9), то получим две 

связанные между собой системы интегральных уравнений относитель
но потенциалов фу (qf) и Фи (q‘, q*) (q‘, q* с  vt). Через эти потенци
алы выражаются все искомые корреляционные функции. Например, 
бинарные функции

N

Ф (I q1 —  q‘ !)+  V  (фу (qO+Фу (q1)) ). (10)
l+i,i

где Ф — парный потенциал, q1 с :  vit qic z v i-,
N

F\a (q1, q‘) =  C exp J — ~10

^22 (q1- q2) =  c  exp ф (к *  — q2l) +  2 ф о (^ - q2) \, q1, q2 --V ,.

( 11)
Привлечение дополнительно условия (8) сразу приводит к 

одной системе интегральных уравнений [2].
Принципиальной трудностью, значительно усложняющей 

применение второго приближения теории, является определение 
набора нормировочных постоянных. Преодолеть эту трудность 
можно асимптотическими методами. Покажем это на примере 
вычисления конфигурационного интеграла, следовательно, и 
свободной энергии в термодинамическом предельном переходе, 
когда число частиц в системе N-+-оо и ее объем К->оо, но моле
кулярный объем v конечен. Как известно [1], конфигурацион
ный интеграл системы Qn в о  втором приближении теории выра
жается через корреляционные функции К!2 и F 22. С другой сто
роны, можно Qn представить в виде суммы

[Л 72]

Qm = 2 ^ 0>- (12>
N„=0
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где Q{n o) — конфигурационный интеграл системы при фиксированном 
числе пустых ячеек (N0).

В Ni — N  — 2N0 ячейках будет по одной молекуле и в N2 =  N0 
ячейках — по две.

Привлекая соотношение Гиббса— Гельмгольца и опуская 
громоздкие выкладки (аналогичную процедуру для F\і-прйблй- 
жения см. в работе [3 ]), в окончательном виде получаем

I

где

_  (N\)*Qn

N2\ Nt\ N0\ 2n ° ’

n0
2 n0

(13)

n± .
N '

Qi2, Q 22, Q\2 и  Q(22l) выражаются через потенциалы средних сил,
{ N ,

~  Г 4’

i t  1 >

Q 2 2 - eXP ( - y

N

ф  (I q1 — q21) +  2  Фи (q \ q2)

i f 1

r/q1</q'!,

Qi£  и Q<221) определяются аналогичными выражениями, но при
j Ф  1. »•

Применяя формулу Стирлинга, выражение (13) можно записать 
в виде

где

Тогда

Qn o) =  N\ (gQY\ (14)

Ing  =  — n jln r t!— 2n0 In n0 — n0 In 2. (15)

[W/2] , ч N

M0—0
(16)

Здесь qm — максимальное значение функции q (п0) 
С помощью метода Лапласа находим

QN =  V 2 n N
N\ q%+U2

v ^ m

HQ (рис. 1).

(17)

В предельном переходе при N -+  оо свободная анергия системы 
равна F  =  — NQ Inqm.

Потенциалы средних сил были найдены путем решения на 
ЭВМ методом итераций системы интегральных уравнений
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exp {— 4<P« (Ч1)} =

/ г  N
[ « p  - {  ф (I q1 — q1' I) +  q>u (q‘)

i+\,t
W

{ N
j exp j — r  2

X

и уравнения

exp j — j  фц I

j  exP ) "0"
4

j+ 1 I i

N

nt

X

‘l>(|q1- q i ) + S (Po(V)
i* 1

dql

f exP - T  2 ^ ( 4' 
»/ I • i f  l

)}dql

l2n„

(18)

С 1 1
\ ехр -~ ¥
»« ’

N

®(|q1 — q2l) +  Y i  <Pi/(q2l
j£ 1

• dq2

{
N ,

(q2) I q̂

i+1 >

• (19)

Потенциал фи (q1) средней силы, действующей на молекулу в 
точке q1 cz со стороны другой молекулы, распределенной в этой 
же' ячейке, совместно с потенциалами фи позволяет определить кор
реляционную функцию Р22 (q1). Она равна

^22 (Ч1) => №,<**) *1*.
»1

В конечном виде

^22 (Ч1) =  С exp j — -g £  фи (ч1)
/= 1

N

(20)

(21)

Нормируется функция F ri (q1) на концентрацию пустых ячеек. 
Использование условий нормировки как функции /\22, так и /7i2)(qt|q1) 
позволило получить систему уравнений (18), (19), уже не содержа
щую произвольных постоянных (см. (45) в работе [2]).

Метод определения постоянных интегрирования в /^-прибли
жении для однокомпонентной системы во многом аналогичен 
выводу системы уравнений для потенциалов средних сил бинар
ной системы в первом /^ц-приближении [4]. Эта аналогия не 
случайна, поскольку состояния системы, когда в молекулярных 
ячейках находятся и по две частицы, можно трактовать как со
стояния многокомпонентной системы в первом основном прибли-
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жении (пустые ячейки, заполненные одной или двумя частица
ми, можно рассматривать как ячейки, заполненные частицами 
трех различных сортов).

Как видно из рис. 2, вклад второго приближения в свободную 
энергию системы в области кристаллического состояния несуще
ствен. Левые ветви изотерм свободной энергии в первом 1'ц- и

Рис. 1. Зависимость функции 
Inq от концентрации пустых 

ячеек:
■ J  — t>=l,30; 2 — 4 =  1,40; 3 — 4 =  1,50; 

4 — 4=1,60.

Рис. 2. Зависимость свободном un-pi мм от 
молекулярного объема в о б л а е т  фа итого 

перехода кристалл— жидко, и.
1 — /^-приближение; 2 — і'ц принятьшиг

втором /дг-приближениях практически совпадают. Точка плав
ления а [1, 5] имеет одно и то же значение. В области жидкого 
состояния изотермы различаются. Общая касательная ч 1> (1>
точка кристаллизации) в /да-приближении, определю....... фа
зовый переход кристалл-—жидкость, имеет больший наклон, что 
важно для уточнения PVT  данных системы. Роль в т о р о г о  при
ближения видна и на примере вычисления унарной функции 
(рис. 3 ). В кристаллическом состоянии (безразмерные молеку
лярный объем и =  0,96 и температура 0 = 1 )  унарные функции 
F n (q )  и F l2(q) практически, совпадают. В жидком состоянии 
F \2 существенно отличается от F и (» =  1,5; 0 I). Учет второго
приближения приводит к почти равновероятному распределению 
частицы в молекулярном объеме.
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Тот факт, что кристалли
ческое состояние достаточно 
полно описывается /^-при
ближением, а жидкое — F ;2- 
приближением, позволяет 
трактовать плавление как 
переход от одночастичного' 
заполнения молекулярных 

'  ячеек к двухчастичному. 
Такая схема используется 
в обзоре [6], посвященном 
термодинамике плавления. 
С. М. Стишов, экстраполи
руя экспериментальные дан
ные по плавлению простых 
веществ, получил предельное 
значение скачка энтропии 
AS/k  при фазовом переходе 
кристалл—жидкость. Оно' 
оказалось равным 0,9. Это- 
значение получает сейчас 
свое статистическое обосно-

X

Рис. 3. Унарные функции распределения 
при 0=1  (ось х совпадает с линией, со

единяющей центры соседних ячеек): максимальное значение вы-
1 -  о=о,9б, ц=5о; 2, з — v= 1,50, ц=і. ражения (15). При том ж е

условии в первом Дц-при- 
ближении F  —— Л/0 In и. Тогда скачок энтропии A S/K = \ n gm=  
=  0,88.
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вание. Согласно (13), при 
Т -V ooQ — viu свободная 
энергия Нравна F  =  
=  — NQ In (vgm), где ІП gm. —
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