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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА В ТВЕРДОМ ЭЛЕКТРОЛИТЕ  
МЕЖДУ ПЛОСКИМИ ЭЛЕКТРОДАМИ 

Для вычисления распределения электрического потенциала использовано его представление 
через бинарную функцию распределения, позволившее выделить коррелированную и некорре-
лированную его составляющие. Некоррелированная составляющая определена через напряжен-
ность электрического поля, которая, в свою очередь, была выражена через интеграл от распре-
деления плотности заряда по пространственной переменной. Это позволило представить некор-
релированную часть энергии взаимодействия зарядов через интеграл от квадрата градиента со-
ответствующей части потенциала. Для нахождения коррелированной составляющей использо-
вана аппроксимация бинарной функции распределения, широко применяемая для расчетов в 
рамках среднесферического приближения, а также модифицированное выражение для радиуса 
Дебая. В Фурье-пространстве получено линейное соотношение между вариациями плотности 
распределения заряда и электрического потенциала с коэффициентом, зависящим от волнового 
вектора. В длинноволновом приближении это соотношение переходит в уравнение Пуассона. 
При включении внешнего поля сформулировано выражение для электрохимического потенциа-
ла, приводящее к уравнению для распределения плотности заряда по объему системы.  

Ключевые слова: твердый электролит, неоднородная система, электрический потенциал, 
электрохимический потенциал, распределение заряда, корреляционные функции, кулоновское 
взаимодействие.  
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POTENTIAL DISTRIBUTION IN SOLID ELECTROLYTE 
BETWEEN FLAT ELECTRODES 

The electric potential is represented through a binary distribution function that made it possible to 
separate correlated and uncorrelated components of it. The uncorrelated component is determined through 
the electric field strength, which, in turn, was expressed in terms of the integral of the charge density dis-
tribution over the spatial variable. This made it possible to represent the uncorrelated part of the interac-
tion energy of charges through the integral of the square of the gradient of the corresponding part of the 
potential. To find the correlated component, the approximation of the binary distribution function, which 
is widely used for calculations within the framework of the mean-spherical approximation, is used, as well 
as a modified expression for the Debye radius. In Fourier space, a linear relationship is obtained between 
the variations of the charge density distribution and the electric potential with a coefficient that depends on 
the wave vector. In the long-wavelength approximation this relation reproduces the Poisson equation. 
When the external field is turned on, an expression for the electrochemical potential is formulated, result-
ing in an equation for the charge density distribution over the volume of the system. 

Key words: solid electrolyte, nonhomogeneous system, electric potential, electrochemical poten-
tial, charge distribution, correlation functions, Coulomb interaction.   

Введение. Керамические электролиты и ин-
теркаляционные соединения представляют со-
бой класс технологически важных материалов, 
которые широко используются в устройствах 
хранения и преобразования энергии, электро-
химических датчиках и других подобных сис-
темах [1–5]. Эти электролиты являются слож-
ными объектами для понимания процессов 
хранения и переноса заряда на атомарном 
уровне ввиду наличия дальнодействующих ку-
лоновских взаимодействий, высокодефектной 
кристаллической структуры и неоднородностей 

из-за присутствия зерен, межзеренных просло-
ек и электродов. 

Широкий спектр теоретических методов ис-
следования ионных систем включает в себя 
различные модификации уравнения Пуассона –
Больцмана [6, 7], теории функционала плотно-
сти [8, 9], метода коллективных переменных 
[10], теоретико-полевых подходов [11]. Наибо-
лее популярными являются методы, основан-
ные на приближении среднего поля, поскольку 
позволяют анализировать окончательные ре-
зультаты в аналитическом виде [12]. Вместе с 



30 Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà â òâåðäîì ýëåêòðîëèòå ìåæäó ïëîñêèìè ýëåêòðîäàìè 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 1   2018 

тем, необходимо понимание границ примени-
мости теорий среднего поля и иметь возмож-
ность исследовать эффекты межчастичных кор-
реляций в случаях, когда они существенны. На-
стоящая работа посвящена учету корреляций в 
неоднородных твердоэлектролитных системах. 

Представление электрического потенциа-
ла суммой коррелированной и некоррелиро-
ванной составляющих. Потенциал, дейст-
вующий на i-ю частицу и создаваемый носите-
лями заряда того же знака в пространстве ион-
ного кристаллического проводника, определя-
ется выражением 
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– радиус Бьеррума; e – 

заряд частиц; ε и ε0 – диэлектрическая и 
электрическая постоянные соответственно; 

1( )jF q  – унарная, 2 ( , )i jh q q  – корреляционная 
функции;  

 2 2 1 1( , ) [ ( , ) / ( ) ( )] 1,i j i j j jh F F F= −q q q q q q  (2)
 

2 ( , )i jF q q  – бинарная функция распределения. 
Распределение частиц с противоположным 

знаком заряда характеризуется только унарной 
функцией, которая задается свойствами и струк-
турой кристалла, и можно предположить, что их 
вклад в суммарный потенциал полностью ком-
пенсирует первое слагаемое в квадратных скоб-
ках уравнения (1), так что для расчета суммар-
ного потенциала применимо выражение  
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В связи с тем, что 1( )jF q  в однородной 
кристаллической среде – периодическая функ-
ция, ( )iψ q  также будет представлять собой пе-
риодическую функцию. 

Рассмотрим трансформацию уравнений (1)–
(3) при наложении внешнего поля вдоль выде-
ленного осью z направления. Основное влияние 
на электрический потенциал будет оказывать 
перераспределение плотности мобильных час-
тиц, так что в первом приближении можно 
принять  

 
1 2( ) 0, ( , ) 0,i i jF hδ ≠ δ ≈q q q  (4) 

пренебрегая при этом изменением симметрии 
одночастичной функции распределения и ва-
риациями двухчастичной корреляционной функ-

ции. Условия (4) могут быть в дальнейшем 
уточнены учетом изменения симметрии функ-
ций распределения.  

Принимая за основу соотношения (4), за-
пишем в соответствии с выражениями (1) и (3) 
изменение электрического потенциала, обу-
словленное перераспределением подвижных но-
сителей заряда  
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В соотношениях (6) и (7) суммирование 
осуществляется в первом случае по всем ячей-
кам за исключением i-й, а во втором – только 
по ближайшему окружению (z ближайших яче-
ек) выделенной i-й ячейки. 

Некоррелированная составляющая электри-
ческого потенциала. Рассмотрим отдельно рас-
чет слагаемых в (6) и (7). В соответствии с вы-
ражением (6) можно записать: 

 1 1( ) ( )
M

i j i
j i≠

δψ = ψq q , (8) 

где парциальный потенциал 
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Для вычисления парциального потенциала 
используем теорему Гаусса. Полагая в соответ-
ствии со сказанным выше, что распределение 

1( )jFδ q  центрально-симметрично относительно 
j-узла, используя известное выражение для по-
тенциала однородно заряженной сферы, после 
разбиения объема ячейки на бесконечно тонкие 
сферические концентрические слои и суммиро-
вания по ним найдем  

 1 B

0

( ) ,j
j i

i j

r
δρ

ψ =
−

q
q q

 (10) 

где 0 jq  обозначает положение центра ячейки с 
номером j, а jδρ  – величина заряда в j-й ячейке 

 1( ) .
j

j j jF d
ν

δρ = δ q q   (11) 

Тогда в соответствии с соотношением (6) 
запишем 
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Полученная формула (12) показывает, что 
1( )iδψ q  не зависит от характера распределения 

частиц внутри ячеек, передаваемого функцией 
1( )jF q , а определяется лишь нормировкой по-

следней ,jδρ  равной отклонению среднего чис-
ла заполнения j узла от его значения при отсут-
ствии внешнего поля. Следовательно, для расче-
та 1( )iδψ q  можно перейти к решеточной моде-
ли, полагая, что в j-м узле решетки находится 
точечный заряд величиной δρj. Система этих то-
чечных зарядов, фиксированных в точках 0 jq , 
создает кристаллический потенциал (12). 

Сходимость суммы в физических задачах 
обеспечивается условиями электронейтрально-
сти и ослабления корреляции:  

 
1

0,
M

j
j=

δρ =   0| |
lim 0.

i j
j− →∞

δρ =
q q

 (13) 

Рассмотрим применение полученных ре-
зультатов к твердому электролиту, который на-
ходится между параллельными плоскими элек-
тродами, перпендикулярными оси аксиальной 
симметрии z кристалла.  

В силу отмеченной симметрии все δρj, рас-
положенные в плоскости, перпендикулярной 
оси z, равны между собой. В результате систе-
ма моделируется множеством конденсаторных 
плоскостей. Не нарушая общности, для каждой 
плоскости можно ввести поверхностную плот-
ность заряда 
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,j
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где b – параметр решетки, тогда при расчете 
согласно уравнению (12) дискретное суммиро-
вание заменим интегрированием по плотности, 
обозначив переменной z расстояние от точки qi 
до j-й плоскости. 

Выполняя интегрирование в каждой плос-
кости с последующим суммированием по плос-
костям, перепишем уравнение (6) в виде 
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z
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В соотношении (15) шаг изменения пере-
менной z совпадает с периодом решетки. Соот-
ветственно  
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где R – радиус, характеризующий переменный 
размер конденсаторной пластины и вычитание 
R в скобках в выражении (16) использовано 
для перенормировки потенциала, обеспечива-
ющего его нулевое значение при R → ∞ . Для 
напряженности поля E(z) будет иметь место 
результат 
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что в пределе больших R позволяет записать 

 10 B( ) 2 (0) .z r zψ = πσ  (18) 

Таким образом, изменение поля в заданной 
точке z следует находить по формуле 
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В формуле (19) имеется в виду, что все 
межэлектродное пространство представлено 
плоскостями, перпендикулярными оси z; по-
ложение k-й плоскости характеризуется коор-
динатой zk. 

Переходя к представлению непрерывной 
среды, находим, что напряженность в текущей 
точке z, расположенной между электродными 
пластинами, и учитывая, что из условия сим-
метрии Е(0) = 0, определяется выражением 
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Формула (20) записана для случая антисим-
метричного распределения заряда относительно 
пластин, расстояние между которыми равно L. 
Начало отсчета совмещено с центром симмет-
рии системы. Тогда для электрического потен-
циала получим 
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После изменения порядка интегрирования 
приходим к более удобному результату 
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который может быть использован, в том числе 
и в дискретном варианте. 

Отметим, что 1( )sδψ  определяет некорре-
лированную часть энергии кулоновского взаи-
модействия в соответствии с выражением   
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Множитель 1/2 в формуле (23) обусловлен 
тем, что имеется в виду энергия межчастичного 
взаимодействия, а не энергия, создаваемая внеш-
ними источниками. 

Принимая во внимание уравнение Пуассона 

 B 1( ) 4 ( ),r FΔψ = − π δq q   (24) 

после подстановки в выражение (23) и интегри-
рования по частям представим  рассматривае-
мую энергию через ее плотность 
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Для нахождения коррелированной состав-
ляющей потенциала рассмотрим расчет слагае-
мого 2 ( )iδψ q , входящего в суммарный потен-
циал (5). При вычислении 2 ( )iδψ q  согласно 
соотношению (7) следует учесть, что в него 
входит обрезающий множитель – корреляцион-
ная функция 2 ( , )i jh q q , экспоненциально стре-
мящаяся к нулю с увеличением расстояния 

i j−q q , что исключает проблему расходимо-
сти, обусловленную дальнодействием кулонов-
ского потенциала. Полагая, что 2 ( , )i jh q q  явля-
ется сферически симметричной функцией меж-
частичного расстояния i j−q q , запишем Фурье-
преобразование соотношения (7): 
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 где 2 ( )h k  – Фурье-образ функции 

2 2 2( , ) ( ) ( ) / ,i jh h r h r r= =q q   .i jr = −q q   (27) 

Для системы с кулоновским отталкиванием 
эта функция в простейшей аппроксимации мо-
жет быть задана соотношением [13, 14]: 
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где d – эффективный диаметр частицы, rD – 
модифицированный радиус Дебая, определяе-
мый в случае неоднородной среды выраже-
нием [15, 16]: 
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С учетом аппроксимации (28) для Фурье-об-
раза переопределенной корреляционной функ-
ции запишем 
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где  
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В результате Фурье-образ корреляционной 
функции  
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выражается через специфический структурный 
фактор системы 

 
( )

B2

sin(1 cos( ))
( ) e d .

2
r

d

krkd
S k r r

krk

∞
−ν−= +   (34) 

Таким образом, согласно определению (26) 
Фурье-образ корреляционной составляющей по-
тенциала пропорционален Фурье-образу флук-
туаций плотности 

 2 B 1( ) ( ) ( ).k r S k F kδψ = − δ  (35) 

Соотношение между вариациями плотно-
сти и электрического потенциала. Для некор-
релированной составляющей согласно соотно-
шению (24) будем иметь 

 
2

1 B 1( ) 4 ( ).k k r F kδψ = π δ  (36) 

Следовательно, в Фурье-пространстве сум-
марный потенциал и плотность заряда связаны 
соотношением 

 

2

1 2
B

( )
( ) ,

4 (1 ( ) )
k k

F k
r S k k

δψδ =
π −

  (37) 

числитель которого соответствует уравнению 
Пуассона. 

При малых волновых векторах выражение (37) 
аппроксимируется соотношением 

 

2
2

1 0
B

( )
( ) (1 ),

4
k k

F k S k
r

δψδ = +π  (38) 

где согласно (34) 

 

2

0 В D4 e .
4

ddS r r −ν= + π  (39) 
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Для установления распределения электри-
ческого потенциала, индуцированного внеш-
ним воздействием ext ( )zδψ , уравнение (38) не-
обходимо замкнуть условием постоянства элек-
трохимического потенциала. При достаточно 
малых внешних полях для последнего можно 
записать линейное представление 

 ext
ch ( ) ( ) ( ),z z zβμ = βμ + βγδρ + δψ + δψ  (40) 

где chβμ  – безразмерное значение химического 
потенциала в однородной среде в отсутствие 
внешнего поля; γ – термодинамический фактор. 

Из условия постоянства химического по-
тенциала в состоянии равновесия вытекает 
уравнение 

 
ext( ) ( ) (z) 0,z zβγδρ + δψ + δψ =  (41) 

которое с учетом (24) замыкает уравнение (37). 
Заключение. Нахождение распределения 

концентрации заряженных частиц в системе, 
неоднородность которой обусловлена наличием 
границ, на которых могут быть приложены 
внешние воздействия, должно базироваться на 
условии постоянства электрохимического по-
тенциала во всем объеме системы. Для вычис-
ления распределения электрического потенциа-
ла использовано его представление через би-
нарную функцию распределения, позволившее 
выделить коррелированную и некоррелирован-
ную его составляющие. 

Некоррелированная составляющая опреде-
лена через напряженность электрического поля, 

которая, в свою очередь, была выражена через 
интеграл от распределения плотности заряда 
по пространственной переменной. Это позво-
лило представить некоррелированную часть 
энергии взаимодействия зарядов через инте-
грал от квадрата градиента соответствующей 
части потенциала. 

Для нахождения коррелированной состав-
ляющей использована аппроксимация бинар-
ной функции распределения, широко приме-
няемая для расчетов в рамках среднесфериче-
ского приближения, а также модифицирован-
ное выражение для радиуса Дебая. В результате 
в Фурье-пространстве получено линейное со-
отношение между вариациями плотности рас-
пределения заряда и электрического потенциа-
ла с коэффициентом, зависящим от волнового 
вектора. В длинноволновом приближении это 
соотношение переходит в уравнение Пуассона. 
При включении внешнего поля сформулирова-
но выражение для электрохимического потен-
циала, приводящее к уравнению для распреде-
ления плотности заряда по объему системы.  

Публикация содержит результаты иссле-
дований, выполненных при грантовой под-
держке Фонда фундаментальных исследова-
ний Беларуси (конкурсный проект № Ф16К-
614) и Государственного фонда фундамен-
тальных исследований Украины (конкурсный 
проект № Ф73/113-2017), а также научной 
программы Евросоюза HORIZON-2020 (про-
ект AMD-734276-CONIN) и Министерства об-
разования Беларуси. 
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