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КРИТИЧЕСКИЙ ПАРАМЕТР РЕШЕТОЧНОГО ФЛЮИДА  
С SALR-ПОТЕНЦИАЛОМ НА ПЛОСКОЙ КВАДРАТНОЙ РЕШЕТКЕ 

Исследована решеточная модель системы наночастиц либо макромолекул, части которой 
притягиваются на малых расстояниях и отталкиваются на больших (SALR – Short-range Attrac-
tion Long-range Repulsion). В качестве модели рассмотрен решеточный флюид с притяжением 
ближайших и отталкиванием третьих соседей на плоской квадратной решетке. Моделирование 
системы по методу Монте-Карло показало наличие в системе при низких температурах двух ти-
пов упорядоченных фаз. Конкретный вид упорядоченной фазы зависит от химического потен-
циала μ и параметра взаимодействия |J1| / kBT. Для описания обеих упорядоченных фаз исходная 
решетка была разделена на систему восьми идентичных подрешеток с решеточной постоянной 
равной 2 2,а где a – решеточная постоянная исходной решетки. Это позволило определить па-
раметр порядка δc как разность между максимальной и минимальной концентрацией частиц на 
подрешетках. С помощью введенного параметра порядка был определен критический параметр 
системы, который оказался равным |J1| / kBTc = 0,655 ± 0,005. 

Ключевые слова: решеточный флюид, плоская квадратная решетка, SALR-потенциал, па-
раметр порядка, критический параметр, моделирование по методу Монте-Карло. 
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CRITICAL PARAMETER OF THE LATTICE FLUID  
WITH SALR-POTENTIAL ON THE SIMPLE SQUARE LATTICE 

The lattice model of systems of nanoparticles or macromolecules, parts of which are attracted on 
small distances and repulse on the larger range is considered. The lattice fluid with small distance at-
tractive interaction between nearest neighbors and long range repulsive interaction between next-next- 
nearest neighbors is considered as a model. A Monte Carlo simulation showed that two different types 
of ordered phases are formed in the system at sufficiently low temperatures. The specific type of phase 
depends on the given value of the chemical potential μ and the selected value of the interaction parame-
ter |J1| / kBT. To describe both ordered phases, the initial square lattice was divided into a system  
of 8 identical sublattices with a constant 2 2,а where a – is the lattice constant of the initial lattice. 
This makes it possible to determine the system order parameter δc as the difference between the maxi-
mum and minimum concentrations on the sublattices. With help of the introduced order parameter, it 
was established that the critical parameter of the model is equal to |J1| / kBTc = 0.655 ± 0.005. 

Key words: lattice fluid, plate square lattice, SALR-potential, order parameter, critical parameter, 
equilibrium properties, Monte Carlo simulation. 

Введение. В настоящее время наблюдается 
большой интерес к изучению процессов само-
организации и самосборки в наноразмерных 
системах. В качестве элементов таких систем 
выступают надмолекулярные образования с дос-
таточно большой молекулярной массой, что 
приводит к малым скоростям их теплового 
движения и большим, по молекулярным мас-
штабам, характерным временам протекания 
процессов в них. Вместе с тем взаимодействие 
между этими элементами носит весьма слож-
ный характер, и, несмотря на их достаточно 

большие размеры по сравнению с молекуляр-
ными, может оставаться несущественно боль-
шим тепловой энергии kBT, что обусловливает 
богатые возможности для разнообразных фазо-
вых переходов в таких системах при комнатных 
температурах. Примерами являются растворы 
белковых молекул [1], глины и грунтовые взве-
си [2], экосистемы [3] и многие другие. 

В целом динамика частиц рассматриваемых 
систем состоит в том, что на близком расстоя-
нии друг от друга они притягиваются за счет, 
например, ван-дер-ваальсовского притяжения, а 
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на более далеком происходит электростатиче-
ское отталкивание (SALR-системы, short-range 
attractive and long-range repulsivе далеких) [4, 5]. 
В случае биологических молекул отталкивание 
может быть также обусловлено упругими де-
формациями липидных мембран. В любом слу-
чае притяжение между структурными элемента-
ми системы обеспечивает разделение фаз, а от-
талкивание – формирование кластеров в ней.  

Одним из наиболее простых методов ис-
следования общих свойств SALR-систем явля-
ется рассмотрение их решеточных моделей, 
которые, с одной стороны, достаточно просты, 
что позволяет провести их детальное исследо-
вание как аналитическими методами, так и в 
рамках компьютерного моделирования по ме-
тоду Монте-Карло, а с другой стороны, в их 
рамках можно получить описание большого 
числа общих свойств таких систем. 

Например, в цикле работ [6–8] был рас-
смотрен решеточный флюид с притяжением 
ближайших соседей и отталкиванием третьих 
на плоской треугольной решетке. Были иссле-
дованы возможные конфигурации ансамбля 
частиц флюида при Т = 0, предложено прибли-
жение среднего поля, в рамках которого по-
строена фазовая диаграмма системы. В даль-
нейшем методами компьютерного моделирова-
ния было установлено существование в системе 
двух ламелярных фаз. 

В частности, было установлено, что при 
определении критической температуры систе-
мы с J3 / |J1| = 3, где J1 и J3 – энергия взаимо-
действия первых и третьих соседей соответст-
венно, критический параметр системы равен 
kBT / |J1| = 0,95. Полученное значение незначи-
тельно (менее чем на 5%) отличается от кри-
тического параметра решеточного флюида с 
взаимодействием ближайших соседей на пло-
ской треугольной решетке. 

В работе [9] авторами было развито обоб-
щенное квазихимическое приближение, позво-
ляющее оценивать равновесные свойства реше-
точных систем с SALR-потенциалом взаимо-
действия на решетках произвольной геометрии. 
Данное приближение показало свою примени-
мость для оценки равновесных свойств модели 
вне области существования в ней упорядочен-
ной фазы. 

В настоящей работе представлены резуль-
таты рассмотрения аналогичной модели реше-
точного флюида на плоской квадратной решет-
ке и предложен геометрический параметр по-
рядка, позволяющий однозначно определить 
существование в системе упорядоченных фаз. 

Модель и алгоритм моделирования. Рас-
сматриваемая в работе модель представляет со-
бой решеточный флюид, состоящий из n частиц 

на плоской квадратной решетке, содержащей N 
решеточных узлов. Частицы, занимающие бли-
жайшие решеточные узлы и узлы, являющиеся 
соседями третьего порядка, взаимодействуют 
друг с другом. Энергии взаимодействий равны 
J1 и J3 соответственно. При этом полагается, что 
J1 < 0, а J3 > 0, что соответствует притяжению 
ближайших соседей и отталкиванию третьих.  

Моделирование равновесных характеристик 
рассматриваемой решеточной системы в боль-
шом каноническом ансамбле по методу Монте-
Карло может быть выполнено в рамках стан-
дартного алгоритма Метрополиса [10]. 

В рамках данного алгоритма первоначально 
рассматривается произвольное распределение 
некоторого числа частиц по решетке, содержа-
щей N = Ld узлов (L – линейный размер решет-
ки, d – размерность пространства). Затем про-
извольным образом выбирается узел решетки. 
Если этот узел занят частицей, то эта частица 
изымается, если же он вакантен, то частица до-
бавляется, и определяется изменение энергии 
δЕN. Если δЕN ≤ 0, то новая конфигурация при-
нимается, если δЕN > 0, то она принимается с 
вероятностью 

 ( )exp NW E= −βδ . (1) 

Для этого случайным образом генерируется 
число W0 из интервала [0; 1], и если W ≥ W0, то 
новая конфигурация принимается. В противном 
случае новая конфигурация отвергается, и сис-
тема возвращается в прежнее состояние. По-
вторение описанной процедуры n раз, где n – 
число частиц на решетке, формирует один шаг 
алгоритма Монте-Карло (МКШ). 

Поскольку первоначальное состояние моде-
лируемой системы является произвольным и 
может существенно отличаться от равновесно-
го, для перехода системы в состояние термоди-
намического равновесия требуется некоторое 
число МКШ. При определении средних значе-
ний термодинамических величин эти началь-
ные шаги не учитываются. 

При моделировании использовалась решет-
ка, содержащая 214 решеточных узлов в сочета-
нии с периодическими граничными условиями.  

Полная длина процедуры моделирования 
состояла из 70 000 МКШ. При этом первые 
20 000 МКШ отводились на процесс эквилиб-
ризации и не учитывались при дальнейшем ус-
реднении. 

По аналогии с работами [6–8] принималось, 
что J3 / |J1| = 3. При этом в силу геометрии рас-
сматриваемой решеточной системы z1 = z3 = 4. 

Результаты моделирования. Предвари-
тельное моделирование на решетке, содержащей 
210 решеточных узлов, показало, что при доста-
точно низких температурах, и, соответственно, 
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высоких значениях параметра взаимодействия 
|J1| / kBT, в зависимости от заданного значения 
химического потенциала μ и выбранного значе-
ния параметра взаимодействия, в системе обра-
зуются упорядоченные фазы двух различных 
типов. Виды этих фаз представлены на рис. 1. 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Упорядоченные фазы решеточного флюида 
при μ = 4|J1| и |J1| / kBT = 2,0 (а) и 3,0 (б) 

Для описания обеих упорядоченных фаз 
может быть осуществлено разбиение исходной 
квадратной решетки на систему восьми иден-
тичных квадратных подрешеток с постоянной 
2 2,а где а – решеточная постоянная исходной 
решетки. Каждая из введенных описанных об-
разом подрешеток повернута на угол π / 4 отно-
сительно исходной. 

В случае полной упорядоченности системы 
при концентрации решеточного флюида с рав-
ной 0,5 четыре подрешетки оказываются пол-
ностью заполненными, а четыре – полностью 
вакантными. Это позволяет определить пара-
метр порядка системы δс как абсолютное зна-
чение разности максимальной и минимальной 
концентраций на подрешетках. 

На рис. 2 представлена зависимость введен-
ного параметра порядка от параметра взаимо-
действия при μ = 4|J1|, что соответствует кон-
центрации с = 0,5. Анализ данной зависимости 
позволяет утверждать, что критический пара-
метр системы |J1| / kBTс равен 0,655 ± 0,005. 

Рис. 2. Зависимость параметра порядка  
от параметра взаимодействия при μ = 4|J1| 

На рис. 3–5 представлены полученные в хо-
де моделирования по методу Монте-Карло за-
висимости равновесных параметров модели 
(параметра порядка δс, химического потенциа-
ла μ и термодинамического фактора χТ) от кон-
центрации примесных частиц с при параметрах 
взаимодействия равных |J1| / kBTс = 0,81875 и 
0,54583, что соответствует температурам 
t = T / Tc = 0,8 и 1,2 соответственно. 

Рис. 3. Зависимость параметра порядка 
от концентрации примесных частиц: 

β|J1| = 0,81875 (1) и 0,54583 (2) 

Можно отметить, что при t = 0,8 и с = 0,50 
параметр порядка системы оказывается очень 
близким к единице, что свидетельствует о прак-
тически полной упорядоченности системы. 

|J1| / kBT
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Также из данной зависимости можно оценить, 
что при выбранных термодинамических пара-
метрах упорядоченная фаза существует в сис-
теме при концентрациях от 0,4 до 0,6. 

При этом, как следует из представленной на 
рис. 4 зависимости химического потенциала 
системы от концентрации частиц, переход ме-
жду неупорядоченной и упорядоченными фа-
зами имеет вид фазового перехода 2-го рода. 

Рис. 4. Зависимость химического потенциала  
от концентрации примесных частиц: 

β|J1| = 0,81875 (1) и 0,54583 (2) 

Резкий рост термодинамического фактора 
системы в области средних концентраций при 
температуре t = 0,8 (см. рис. 5) может быть 
объяснен тем, что данная величина является 
обратной к сжимаемости системы, которая, 
очевидно, будет резко падать при переходе сис-
темы в упорядоченную фазу.  

Рис. 5. Зависимость термодинамического фактора 
от концентрации примесных частиц: 

β|J1| = 0,81875 (1) и 0,54583 (2) 

Заключение. Предложенный параметр по-
рядка позволяет достаточно просто и наглядно 
определить существование в системе упорядо-
ченной фазы. При его использовании критиче-
ская температура оказывается существенно  
(в 2,7 раза) большей по сравнению с решеточ-
ным флюидом с взаимодействием ближайших 
соседей на плоской квадратной решетке. 

Применение данного параметра порядка дает 
принципиальную возможность для построения 
фазовой диаграммы исследуемой системы. 

Публикация содержит результаты исследо-
ваний, выполненных при грантовой поддержке 
Министерства образования Беларуси, а также 
научной программы Евросоюза HORIZON-2020 
(проект AMD-734276-CONIN). 
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