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МОДАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ОДНОЙ СИСТЕМОЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 
В ОБЩЕЦИКЛИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ ПРИ КРАТНЫХ КОРНЯХ 

В статье рассматривается решение задачи модального управления в общециклическом случае 
при кратных корнях уравнения, служащего для нахождения регулятора, для двумерной стационар-
ной динамической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа с одним входом и од-
ним запаздыванием по состоянию. Дается определение задачи модального управления для исследуе-
мой системы. При решении задачи модального управления используются линейные регуляторы по 
типу обратной связи, содержащие как линейную, так и интегральную части. Регуляторы получены в 
явной форме как элементарные функции параметров исходной системы и ее вектора состояния. 

Ключевые слова: системы нейтрального типа, модальное управление, регуляторы, обрат-
ная связь, запаздывание. 
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MODAL CONTROL FOR ONE NEUTRAL TYPE SYSTEM 
IN GENERAL CYCLIC CASE WITH DOUBLE ROOTS 

The paper deals with the modal control problem for the stationary two-dimensional dynamical sys-
tem with retarded argument of neutral type with one input and one state delay in general cyclic case 
with double roots of equation for founding regulators. The definition of a modal control problem for the 
system is given. For the solution for such a problem we use linear regulators of feedback type, compris-
ing both linear and integral part. The regulators are obtained in an explicit form as a basic function of 
the initial parameters of the system and its state vector. 

Key words: neutral type systems, modal control, regulators, feedback control, lag. 

Введение. Задача модального управления яв-
ляется одной из основных задач теории управле-
ния. Такая задача хорошо изучена для систем без 
запаздывания. Для систем с запаздывающим ар-
гументом и систем нейтрального типа [1–7] реше-
ние задачи модального управления значительно 
сложнее. Это обусловлено тем, что пространство 
состояний таких систем, как правило, бесконеч-
номерно. В статье [7] изучен случай, когда урав-
нение, служащее для нахождения регуляторов, 
имеет различные корни. В этой статье рассматри-
вается случай кратного корня такого уравнения. 

Основная часть. Рассмотрим линейную ста-
ционарную систему с запаздывающим аргумен-
том нейтрального типа с одним входом и одним 
запаздыванием по состоянию: 

( ) ( ) ( )0 1x t A x t A x t h= + − +  

     ( ) ( )2 , 0,A x t h bu t t+ − + >             (1) 

где , 0, 1, 2iA i =  – постоянные 2×2-матрицы; 
0h > – постоянное запаздывание; b – нену-

левой 2-вектор. Не ограничивая общности, 
считаем [0, 1]b′ = (« ' » означает транспони-
рование). 

Присоединим к системе (1) регулятор вида 

( ) ( ) ( ) ( )00
0 1

L M
i

ij
i j

u t q x t q x t jh
= =

′ ′= + − +  

         ( ) ( )
0

,
h

g s x t s ds
−

′+ +                   (2) 
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где 00,q  ijq – 2-векторы; ( ) [ ],  , 0g s s h∈ −  – не-
прерывная 2-вектор-функция; 

( ) ( ) ( ) ,
idef

i
i

d
x t x t

dt
=  ( ) ( ) ( )0 .x t x t≡  

Характеристическое уравнение системы (1) 
имеет следующий вид: 

0 1 2 2det h hA A e A e I−λ −λ + + λ − λ ≡   

2 2

0 0

0,i j h
i j

i j

e− λ

= =
≡ α λ =                   (3) 

где числа i jα  вычисляются как функции мат-
риц , 0, 1, 2,iA i =  в частности 00 0det ,Aα =

20 22 21, det .Aα = α =   
Определение. Система (1) модально управ-

ляема регулятором вида (2), если для любых на-
перед заданных чисел , 0, 1, 2,i j iα = 0, 1, 2,j =

20 1,α =  найдется регулятор (2) такой, что ха-
рактеристическое уравнение замкнутой систе-
мы (1), (2) имеет вид (ср. с (3)): 

( )0 1 2 2det h hA A e A e I bU−λ −λ + + λ − λ + λ ≡   
2 2

0 0

0,i j h
i j

i j

e− λ

= =
≡ α λ =  

где ( )U λ  – регулятор (2) в частотной области. 
Введем (2×2)-матрицы: 

( ) 0 1 2 ,h hA A e A e−λ −λλ = + + λA  

( ) ( ) , , .W b bλ =  λ  λ ∈  A  

Рассмотрим общециклический случай: 

( ) ( ) ( )0 1det , 0 .h hW c e e c−λ −λλ = γ + γ + λ ≠  

Матрица ( )λA  в этом случае имеет сле-
дующий вид: 

( ) ( )
( ) ( )

0 1 0 1

1 2

,
h h he c e e

a a

−λ −λ −λ β + β γ + γ + λ
λ =  

λ λ  
A  

где 0, 0, 1, 2,i iβ = γ −
 некоторые действитель-ные числа; ( ), 1, 2ja jλ =  – квазиполиномы: 

( ) 0 1 2 ,h h
i i i ia a a e a e−λ −λλ = + + λ  

где ; 1, 2, 0, 1, 2.ija i j∈ = =  
Регулятор вида (2) в частотной области бу-

дем искать в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2
1 , .U a acλ = η λ − λ η λ − λ  

Рассмотрим уравнение 

( )2
1 0 1 0 0 1λ + γ −β λ +β γ −β γ ≡  

     ( )( )1 2 1 20, , , .≡ λ − ξ λ − ξ = λ ξ ξ ∈        (4) 

Пусть выполнено условие: 

             1 2 .ξ = ξ = ξ∈                         (5) 

Рассмотрим величинy 

( ) 0 1 .he−ξδ ξ = β +β − ξ  

Тогда справедливо следующее утверждение. 
Теорема. Для того чтобы система (1) была 

модально управляема регулятором вида (2) в 
случае (5), необходимо и достаточно выполне-
ния условия 

( ) 0.δ ξ ≠  

При этом компоненты регулятора вида (2) в 
частотной области имеют следующий вид: 

( ) (1 22 22 0 21 1 12
he−λη λ = −α λ + α β − α β − α −  

) ( 2 3 2
22 0 1 1 00 12

1 2 h he e−λ − ξ
 
 
 

− α ξ − β β + β + α β −
δ ξ

 

2 2
12 0 1 22 0 1 2h he e− ξ − ξ− α β β − α β β ξ −  

2 3
02 0 12 0 22 0 2 2 2h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β ξ − α β ξ − α β ξ +  

01 1 hhe−ξ+ α β ξ + 2
21 0 1 0 12 2h he e−ξ −ξα β β ξ + β β −  

3 3 2
22 21 1 10 1 2 h h he he he−ξ −ξ −ξ− α ξ + α β ξ + α β ξ −  

2 2
01 0 1 11 1 21 0 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β + α β ξ − α β β ξ −  

11 0 1 hhe−ξ− α β β ξ + 2 2 2
12 0 2 2 0

h hhe he−ξ −ξα β ξ + α β ξ −  
2 2 2 2

21 1 1 00 1 h h he he he−ξ −ξ −ξ− α β ξ + β ξ + α β +  

11 0 1 he−ξ+ α β β 2 3
02 0 12 h hhe he−ξ −ξ+α β + α ξ + 2

10 1
he−ξα β +  

4 2 2 2
22 02 22 1 3h h hhe he e−ξ −ξ − ξ+ α ξ + α ξ + α β ξ +  

2 2
21 1 2 he− ξ+ α β ξ + 2

12 1 12 02 2h he e− ξ −ξα β ξ + α β ξ +  
2 2

22 0 22 0 10 0 1 4 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ − α β ξ + α β β −  

)2 2 2 2 2
12 12 0 11 1 02 1 h h h he e e e−ξ −ξ − ξ − ξ− α ξ − α β + α β + α β −

( 2 2 2
02 02 0 00 1 − −α ξ − α β + α β + 3 2 2

12 0 1α β − β ξ −  

4 2
22 12 0 1 22 0 1 3 4 2h he e−ξ −ξ− α ξ − α β β ξ + α β β ξ −  

3
12 2− α ξ 2

21 0 12 he−ξ− α β β ξ 3
2 2 0 12 hhe−ξ− α β β ξ −  

2
11 0 1 hhe−ξ− α β β ξ − 2

01 0 1
hhe−ξα β β − 2

12 0 12 hhe−ξα β β ξ −  
3 2 2

02 0 1 22 0 22 0 2 8 7hhe−ξ− α β β ξ + α β ξ − α β ξ +  
2

10 0 1 + α β β + 2 3 2
12 0 21 1 12 05 2 4α β ξ − α β ξ − α β ξ +  

2 2
02 0 21 0 1 22 0 1 2 4 6 he−ξ+ α β ξ + α β β ξ − α β β ξ +  

3 2 3 2 2
22 0 0 1 1 22 0 1 2 2 2 h he he−ξ −ξ+ α β ξ + β β ξ + β ξ + α β β ξ +  

2
12 0 1 hhe−ξ+ α β β ξ − 2 2 2

21 0 1 01 1
h hhe he−ξ −ξα β β ξ + α β ξ +  

2 2 3
11 1 12 1 h hhe he−ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + 3

10 1
hhe−ξα β ξ +  
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2 3 2 4
21 1 02 0 1 22 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β β + α β ξ −  

2 3
11 1 10 1 he−ξ− α β ξ + α β + 2 2

01 1 11 0 1
he−ξα β − α β β −  

2 2 3 3 2
11 0 1 12 0 1 00 1 1 h h h he e he he−ξ −ξ −ξ −ξ− α β β + α β β + α β + β ξ +

2 3
02 1 11 0 1 22 1 2 4h hhe e−ξ −ξ+ α β ξ + α β β ξ + α β ξ +  

2
12 1 02 1 3 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + 2 2

21 13 he−ξα β ξ +  

)2 2
11 1 02 0 1 21 0 1 2 2 2h he e−ξ −ξ+ α β ξ − α β β − α β β ξ ×  

( ) ( 4 2
22 01 1 11 12

  1 
h he e−ξ −λ−× + −α ξ −α β ξ − α β ξ −λ − ξδ ξ

 

3 2 3 2 2
12 01 0 1 10 1 21 1 02 0 02 − α ξ + α β β −α β ξ −α β ξ −α β −α ξ +

 
2 3 2 2 2 2

21 0 1 22 0 22 0 12 0 12 0 2 2+ α β β ξ + α β ξ −α β ξ + α β ξ −α β ξ +  

)2 2 2
02 0 11 0 1 00 1 1 2+ α β ξ + α β β ξ − α β − β ξ ×  

( ) ( ) ( )2
1 .

h h he e he−ξ −λ −ξ − × −
 δ ξ λ − ξλ − ξ 

 

( )2 0 10 21
he−λη λ = −β − α − α λ +  

( ) ( 2 2 2 4 4
00 1 1 22 22 02

1

1 + α β − β ξ + α ξ + α β +
δ ξ β

 

2 2 3
12 0 1 02 1 21 0 1 2 h he e−ξ − ξ+ α β β ξ + α β − α β β −  

2 2
22 0 1 21 0 1 8 4h he e−ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ −  

3 2
22 0 1 12 0 1 2 2h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

3
02 0 1 22 0 2 4hhe−ξ− α β β ξ − α β ξ + 2 2

2 2 06α β ξ −  

2
21 0 1 − α β β ξ + 2 2

11 1
hhe−ξα β ξ + 4

2 2 1
hhe−ξα β ξ +  

11 0 1 2+ α β β ξ + 2 3
2 2 0 1 2 2 010 4he−ξα β β ξ − α β ξ +  

2 3 2 2
0 1 1 22 0 1 2 2 h he he−ξ −ξ+ β β ξ + β ξ + α β β ξ +  

2 2
12 0 1 11 0 1 h hhe he−ξ −ξ+ α β β ξ − α β β ξ −  

2 2 2
21 0 1 01 1 h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ + α β ξ + 3

12 1
hhe−ξα β ξ −  

2 3 2 3
01 0 1 10 1 21 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β + α β ξ + α β ξ +  

2
02 0 1 hhe−ξ+ α β β − 2 3 2

11 1 10 1 10 0 1
he−ξα β ξ + α β + α β β +  

2 2 2
01 1 11 0 1 11 0 1 h he e−ξ −ξ+ α β − α β β − α β β − 2

12 0 1
he−ξα β β +  

3 3 2 2
00 1 1 02 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β + β ξ + α β ξ −  

3
22 1 4 he−ξ− α β ξ − 2 2 2

12 1 21 1
h he e−ξ −ξα β ξ − α β ξ +  

2 2 2 2
11 1 21 0 1 12 0 1 2 2h he e−ξ − ξ+ α β ξ + α β β ξ − α β β −  

3 2
21 0 1 he− ξ− α β β + 2 2 2

22 0 1
he− ξα β β + 3

2 2 0 12 he−ξα β β +  

2 2 3 2 2 2 2
12 1 21 1 22 1 2 2 4h h he e e− ξ − ξ − ξ+ α β ξ + α β ξ + α β ξ −  

2 2
21 0 1 2 he−ξ− α β β − )2 2

22 0 14 h he e− ξ −λα β β ξ +  

( 4 4 3 2 4 2
12 12 0 1 21 1 01 1  he−ξ+ −α ξ − α β + β ξ − α β ξ + α β ξ +  

2 2 2 2 2 3
01 0 1 10 1 10 0 1 11 0 1 + α β β + α β ξ − α β β + α β β −  

3 3 2
00 1 10 1 h he he−ξ −ξ− α β + α β ξ + 4

12 1
hhe−ξα β ξ +  

2 4 2 2 2 3 2
21 1 21 0 1 22 0 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β β ξ − α β β ξ −  

3
12 0 1 hhe−ξ− α β β ξ + 2 2

11 0 1
hhe−ξα β β ξ 2

11 0 1+ α β β ξ +  
3

12 1 2 he−ξ+ α β ξ 2
02 1+ α β ξ − 3

00 0 1
hhe−ξα β β +  

2 2 2 2 2
02 0 1 11 0 1 11 1 h h he e e−ξ −ξ −ξ+ α β β + α β β + α β ξ +  

3 3
1 hhe−ξ+ β ξ − 3 3

10 0 1 12 0 1
h he e−ξ −ξα β β − α β β +  

3 2 3
21 0 1 21 1 4 2 he−ξ+ α β β ξ + α β ξ − 02 0 12 he−ξα β β ξ −  

3 4
01 0 1 21 0 1 22 1 2 2 3 he−ξ− α β β ξ + α β β ξ + α β ξ −  

2 2 3
21 0 1 0 1 5 2 he−ξ− α β β ξ − β β ξ − 2

11 0 12α β β ξ +
2 2

22 0 1 7 he−ξ+ α β β ξ 2 2
21 0 1 4 he−ξ− α β β ξ −  

2
12 0 1 5 he−ξ− α β β ξ − 2

11 0 12 he−ξα β β ξ −  
3 2 2 2

22 0 1 12 0 1 11 0 1 8 4 2h h he e he−ξ −ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ − α β β ξ −
 

2 3 2 3
21 0 1 22 0 1 2 3h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ +  

2 2 2
12 0 1 02 0 1 3 3h hhe he−ξ −ξ+ α β β ξ + α β β ξ −  

4 3
22 0 1 12 0 1 3 3h hhe he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

2 2 2
02 0 1 21 0 1 3 2h hhe e−ξ −ξ− α β β ξ + α β β ξ −  

3 2
22 0 1 01 0 1 2 2h he he−ξ −ξ− α β β ξ − α β β ξ −  

5 3 2 2
22 10 0 1 0 1 2 2hhe−ξ− α ξ − α β β ξ − β β ξ + 2 2

0 12β β ξ +  

4
22 0 8+ α β ξ 3

00 1
hhe−ξ+ α β ξ 2 2

01 1
hhe−ξ+ α β ξ −  

2 3 3 2 2 3
22 0 12 0 12 0 12 0 12 4 6 4− α β ξ + α β ξ − α β ξ + α β ξ −  

2 4
00 0 1 22 0 2 2− α β β − α β ξ + 3 2 2

2 2 0 00 18 2α β ξ + α β ξ −  

3 3 2 2 3
02 0 1 0 1 11 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ− α β β − β β ξ + α β ξ +  

)5 3 2 2
22 1 02 1 01 0 1 h h hhe he he−ξ −ξ −ξ+ α β ξ + α β ξ + α β β ×  

( )2
1

  1 
h he e−ξ −λ−× −λ − ξδ ξ β

( )0β − ξ ×  

( 4 2 3
22 01 1 11 1 12 01 0 1 × α ξ + α β ξ + α β ξ + α ξ − α β β +  

2 3 2
10 1 21 1 02 0 + α β ξ + α β ξ + α β + 2 2

02 21 0 1α ξ − α β β ξ −  
3 2 2 2 2

22 0 22 0 12 0 12 0 2 2− α β ξ + α β ξ − α β ξ + α β ξ −  

)2 2 2 2
02 0 11 0 1 00 1 1 2  − α β ξ − α β β ξ + α β + β ξ ×  

( ) ( ) ( )2
1

1
 

h h he e he−ξ −λ −ξ − × −
 λ − ξδ ξ β λ − ξ 

. 

Замечание. В полученных регуляторах тре-
буется перейти из частотной во временную об-
ласть. При этом необходимо следовать следую-
щим правилам: 
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1. Слагаемые вида ( )i j h
ke x− λαλ λ , α∈ , 

1, 2k = , , {0}i j ∈ ∪  в частотной области со-

ответствуют слагаемым 
( )i

k
i

d x t jh

dt

−
α  во вре-

менной области. 

2. Слагаемые вида ( )  h h

k
e e x

−ξ −λ−α λλ −ξ , 1, 2,k =  

α∈ , ,λ ξ∈  в частотной области в силу 
теоремы о свертке соответствуют слагае- 
мым вида 

 ( ) ( ) ( ) ( )
0

.h s
k

h

H t s H h s e x t s ds− + ξ

−

α + + +  

3. Слагаемые вида 
( ) ( ) ( )2 ,

h h h

k
e e he x

−ξ −λ −ξ −α − λ 
 λ−ξλ−ξ 

 

1, 2,k = ,α∈ ,λ ξ∈  в частотной области в силу 
теоремы о свертке соответствуют слагаемым вида 

( ) ( )( ) ( ) ( )
0

.h s
k

h

H t s H h s h s e x t s ds− + ξ

−

α + + − − +  

Заключение. В работе [7] исследуется за-
дача модального управления в общецикличе-
ском случае, когда для корней уравнения (4) 
выполнено условие 1 2.ξ ≠ ξ  Условие 1 2 ,ξ = ξ  
исследованное в данной работе, полностью за-
крывает общециклический случай. 
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