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Лекция 1 
Законы и основные понятия механики.  

Введение в статику  
• Введение 

Механика - наука о механическом движении и взаимодействии ма-
териальных тел.  

Механическое движение – процесс изменения взаимного расположе-
ния материальных тел в пространстве. 

Механическое взаимодействие – взаимодействие при котором тела 
изменяют характер своего движения либо происходит их деформация. Си-
ла - мера взаимодействия тел либо частей одного и того же тела.  

Основная задача механики. – определение положения и скорости 
тела в любой момент времени если они известны в некоторый начальный 
момент времени. 

Разделы механики: статика, кинематика, динамика. 
• Понятие раздела "Статика" и основные определения 
Статика - общее учение о силах и условиях равновесия матери-

альных тел, подверженных их действию. Задачи статики:  
1. приведение заданной системы сил к простейшему виду; 
2. определение условий равновесия системы сил. 

Роль моделей в механики. Модель материальной точки. Модель аб-
солютно твердого тела. Связь этих моделей с реальным миром. 

Сила как векторная величина (модуль, точка приложения, направле-
ние). Единицы измерения силы. Понятие линии действия силы. 

Понятие системы сил. Виды систем сил: плоские, пространствен-
ные; сходящиеся, параллельные. 

• Связи и их реакции 
Свободным телом называется такое тело, которое может переме-

щаться в пространстве в произвольном направлении. 
Связями называются ограничения любого вида наложенные на пере-

мещения тела в пространстве. 
Реакцией связи называется сила, с которой связь действует на данное 

тело.  
Реакция связи направлена вдоль того направления вдоль которого 

связь ограничивает возможность движения тела. 
Принцип освобождения от связей: несвободное тело можно счи-

тать свободным, если все наложенные на него связи заменить их реак-
циями. 

Основные виды связей. 



 
1. Нормальная реакция опоры 

 
 

2. Натяжение нити 3. Реакция тонкого стержня 

 
 

4. Реакция неподвижного шарнира 5. Реакция подвижного шарнира 

  
6. Реакции жесткой заделки балки 7. Реакции цилиндрического под-

шипника 

  

8. Реакции сферического подшип-
ника 9. Реакции подпятника 

• Равновесие системы сходящихся сил 
Если линии действия всех сил системы пересекаются в одной точке, 

то такая система сил называется сходящейся. 
Главный вектор системы сил - векторная суммы всех сил системы. 

Различие понятий главного вектора и равнодействующей. Равнодейст-
вующая системы сходящихся сил (равна сумме сил и приложена в точке 
пересечения линий этих сил). 

Условие равновесия сходящейся системы сил – главный вектор (рав-
нодействующая) равен нулю. 

Условие равновесия сходящейся системы сил в координатной форме – 
для равновесия сходящейся системы сил необходимо и достаточно что бы 



суммы соответствующих проекций всех сил системы на каждую из коор-
динатных осей были равны нулю 
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• Алгебраический момент силы относительно точки 
Алгебраическим моментом силы F относительно точки некоторой 

точки О называется взятое с соответствующим знаком произведение мо-
дуля силы на ее плечо.  

( )OM Fh= ±F  
Плечо силы – длина перпендикуляра 

(кратчайшее расстояние) опущенного из точки 
О на линию действия силы.  

Правило выбора знаков: если под дейст-
вием силы F механическая система стремится 
повернуться относительно точки О против часовой стрелки, то момент 
считается положительным, если по часовой - отрицательным. 

Единицей измерения момента является 1 ньютон-на-метр. 
Момент силы относительно некоторой точки равен 0 если эта точка 

лежит на линии действия силы. 
Теорема Вариньона. Момент равнодействующей равен сумме момен-

тов составляющих (момент суммы сил равен сумме моментов этих сил). 

F1 

F2 
d 

• Пара сил. Момент пары 
Парой сил называется система двух равных по величине сил дейст-

вующих вдоль параллельных прямых в противоположные стороны.  
Плоскость, проходящая через ли-

нии действия сил образующих пару, 
называется плоскостью пары. Пле-
чом пары d называется расстояние 
между линиями действия сил пары. 
Алгебраический момент пары равен 
взятому с соответствующим знаком произведению модуля силы входящей 
в пару на плечо пары, при этом правило выбора знаков совпадает с анало-
гичным правилом для момента силы относительно точки.  

Теорема. Момент пары равен сумме моментов сил пары относительно 
любого центра. 

Следствия теоремы: пары имеющие одинаковые моменты являются 
эквивалентными. 

• Распределенная нагрузка 
Нагрузка приложенная к некоторому участку механической системы 

называется распределенной нагрузкой. 
Плоская система распределенных сил характеризуется ее интенсив-

ностью q, т.е. значением силы приходящейся на единицу длины нагру-
женного участка ([q]=H/м). 



При решении задач статики распределенная нагрузка может быть за-
менена ее равнодействующей. Рассмотрим определение последней на при-
мере равномерно и линейно распределенной нагрузки 

1. Равномерно распределенная нагрузка 
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Т.о. можно считать, что равнодействующая равномерно распределен-
ной нагрузки приложена в середине участка распределения. 
2. Линейно распределенная нагрузка. 
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Т.о. если нагрузка распределена "по треугольнику" то равнодейст-
вующая приложена на расстоянии ⅓l от точки приложения максимальной 
нагрузки.  
• Условие равновесия произвольной плоской системы сил 

Поскольку произвольная плоская система сил приводится к главному 
вектору и главному моменту, то очевидно, что для равновесия механиче-
ской систему необходимо потребовать обращение в ноль двух этих вели-
чин. 
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В координатной форме условия равновесия принимает следующий 
вид  
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Данная форма условий равновесия является основной. Помимо этой 
формы условия равновесия могут быть записаны в следующей форме 

   

прямая АВ не перпендикулярна оси х 
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точки А, В и С не лежат на одной прямой 
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• Случай плоской системы параллельных сил. 
 =F  ось х параллельна силам 00, ( ) 0ix i

i i
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Лекция 2 
Кинематика точки и  

простейших движений твердого тела 
• Кинематика - геометрия движения 

Кинематика – раздел механики в котором изучается движение без учета 
причин это движение вызвавших. Место кинематики среди иных разделов ме-
ханики. 

Понятие системы отсчета. Система отсчета = тело отсчета + система ко-
ординат + время.  

Пространство и время кинематики. Абсолютность времени и однородность 
пространства. Границы применимости классической механики. 

Основная задача кинематики: зная закон движения установить методы оп-
ределения кинематических характеристик этого движения. 

Закон движения – зависимость, определяющая положение тела в про-
странстве в любой момент времени.  

Траектория – линия вдоль которой движется точка в пространстве. Разли-
чие между траекторией и законом движения. 

• Способы задания движения точки 
1. Векторный способ задания. Положение точки задается радиус-вектором r. 

Его годограф определяет траекторию движения. Следует понимать, что от 
времени зависят координаты радиус-вектора. Такой способ описания хорош 
при выводе общих соотношений кинематики. 

2. Координатный способ задания. Задан закон изменения со временем каждой 
из координат. Например x=f1(t), y=f2(t), z=f3(t). Вместо декартовой системы 
координат может использоваться любая другая. 
Связь между векторным и координатным способами задания движения оп-

ределяется соотношением 
( ) ( ) ( ) ( )= + +t x t y t z tr i j k  

3. Естественный способ задания. Необходимо знать траекторию, на которой 
выбрать точку и определить положительное и отрицательное удаление от 
нее измеряемое вдоль траектории. Это удаление и есть естественная коор-
дината s. Закон движения имеет форму s=f(t). 

• Вектор скорости точки 
Понятие средней скорости как отношения вектора перемещения ко време-

ни за которое оно произошло.  
Предельный переход от средней скорости к мгновенной. 

( )( ) = d tt
dt
rυ  

Направление вектора скорости: касательная есть предельное представле-
ние секущей, являющейся вектором перемещения. Подчеркнуть однозначность 
взаимного положения траектории и вектора скорости.  

• Вектор ускорения точки 



Понятие ускорения точки, как скорости изменения скорости. 
Понятие среднего ускорения и предельный переход к мгновенному уско-

рению.  
2

2
( ) ( )( ) = =

d t d tt
dt dt
υ ra  

Две причины наличия ускорения при движении точки: изменение величи-
ны скорости и изменение ее направления. 

Подчеркнуть невозможность столь однозначного определения направления 
вектора ускорения по сравнению с вектором скорости. 

• Скорость и ускорение точки при координатном способе за-
дания движения 

Как известно, ( ) ( ) ( ) ( )= + +t x t y t z tr i j k , причем единичные орты являются 
векторами постояными. Поэтому для вектора скорости получаем 

( ) ( ) ( ) ( )= + +& & &t x t y t z tυ i j k  
С другой стороны для вектора скорости, как и для любого вектора можем 

записать 
( ) ( ) ( ) ( )= υ + υ + υx y zt t t tυ i j k . 

Сопоставив соотношения получаем 
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )υ = υ = υ =& & &x y zt x t t y t t z t  

Модуль скорости и направляющее косинусы определяются как 
2 2 2 , cos , cos , cos

υυ υ
υ = υ + υ + υ α = β = γ =

υ υ υ
yx z

x y z  

2 2 2cos cos cos 1α + β+ γ =  
Полностью аналогичные рассуждения могут быть проделаны и для вектора 

ускорения 
( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )= =&& && &&x y za t x t a t y t a t z t=  

2 2 2 , cos , cos , cos= + + α = β = γ =yx z
x y z
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• Оси естественного трехгранника 
При описании движения точки естественным образом значения векторов а 

и υ определяются проекциями не на оси системы отсчета Оxyz, а на подвижные 
оси Мτnb связанные с самой точкой М и движущиеся вместе с нею. Эта тройка 
осей называется естественным трехгранником и строится следующим обра-
зом 

1. Ось Мτ направлена по касательной к траектории в сторону положи-
тельного отсчета криволинейной координаты s. 

2. Ось Мn – по главной нормаль к траектории в сторону вогнутости 
траектории (главная нормаль – прямая перпендикулярная к каса-
тельной и лежащая в соприкасающейся плоскости). 



3. Ось Мb называется бинормалью и может быть определенная векто-
ром = × , где τ  и n  – единичные вектора орты на осях Мτ и 
Мn.  

b τ n

Нетрудно видеть, что построенная таким образом система координат явля-
ется прямоугольной декартовой, однако в отличии от неподвижных осей Оxyz 
эта система отсчета движется вместе с точкой при ее движении вдоль траекто-
рии. 

Рассмотри проекции векторов скорости и ускорения на оси естественного 
трехгранника. 

Ранее было установлено, что скорость точки направлена по касательной к 
траектории. Это позволяет утверждать что 

0,n b τυ = υ = υ = ±υ , 
Следовательно τυ  или совпадает с модулем скорости или отличается от 

него только знаком. В дальнийшем условимся обозначать τυ  опуская индекс τ 
как υ  и назовем его алгебраическим значением скорости. 

Определим алгебраическое значение скорости. За время ∆t точка пройдем 
по траектории путь ∆s. Тогда средняя скорость движения точки 

ср
s
t

Δ
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Δ
 

Соответственно мгновенная скорость есть предел средней при  0tΔ →

0 0
lim limср
t t

s ds s
t dtΔ → Δ →

Δ
υ = υ = = =

Δ
&  

Т.о. алгебраическое значение скорости точки в данный момент време-
ни равно первой производной от криволинейной координаты этой точки по 
времени. 

• Касательное и нормальное ускорения точки 
Ранее было установлено, что вектор ускорения лежит в соприкасающейся 

плоскости. Это позволяет утверждать, что в любой момент времени . Оп-
ределим две оставшиеся проекции  и 

0ba =

na aτ  - нормальное и тангенциальное (ка-
сательное) ускорения . 

( ) ( ), n
n

d da a
dt dt

τ
τ = =

υ υ  

Проведя соответствующие вычисления получим 
2

, n
da a
dtτ
υ υ

= =
ρ

 

где ρ – радиус кривизны траектории в точке М.  
Радиус кривизны кривой в некоторой точке это радиус окружности ду-

га которой совпадает с кривой в окрестности данной точки. 
Т.о. окончательно для нормального и тангенциального ускорений получа-

ем следующие соотношения 



Полное ускорение опредяляется геометрической суммой векторов τa  и . 
Поскольку оси Мτ и Мn ортогональны для модуля полного ускорения можно 
записать следующее выражение 

na

2 2( ) ( )na a aτ= + . 
Для выяснения механической природы нормальной и тангенциальной ком-

понент вектора ускорения рассмотрим прямолинейное движение и равномерное 
криволинейное движение.  

При прямолинейном движении направление скорости не изменяется и от-
личное от нуля ускорение может быть обеспечено только изменением модуля 
скорости. В то же время движение по прямой можно считать движением по ду-
ге окружности бесконечно большого радиуса, а значит ρ→∞,  и 0na = a aτ= . 
Это позволяет сделать вывод, что тангенциальное (касательное) ускорение 
характеризует изменение скорости по величине. 

При равномерном движении constυ = , 0aτ =  и na a= . Ускорение в этом 
случае появляется только за счет изменения скорости по направлению. Значит, 
нормальное ускорение  характеризует изменение скорости по направлению. 

• Задачи кинематики твердого тела. Виды его движения  
Абсолютно твердым телом (в дальнейшем, твердым телом) называется 

такая механическая система при движение которой расстояние между любыми 
двумя точками в процессе движения остается постоянным. совокупность Пусть 
кривая АВ – траектория движения точки М при ее движении в пространстве.  

Задачи кинематики твердого тела  
1. Задание движения и определение кинематических характеристик движе-

ния тела в целом; 
2. Определение движения кинематических характеристик движения от-

дельных точек тела. 
Поскольку движение твердого тела гораздо разнообразнее по сравнения с 

движением материальной точки изучение кинематики его движения мы начнем 
с рассмотрения двух простейших типов его движения (простейших движений) – 
поступательного движения и вращения твердого тела вокруг неподвижной 
оси. 

• Поступательное движение твердого тела. 
Поступательным называется такое движе-

ние твердого тела при котором любая прямая 
проведенная в нем остается при движении па-
раллельной своему начальному положению.  

Поступательное движение следует отли-
чать от прямолинейного! При поступательном 
движении траектории отдельных точек могут 
быть и кривыми линиями. Примером не прямо-
линейного, но поступательного движения может служить движение спарника.  

А В 

О О1 



Теорема о поступательном движении. При поступательном движении 
твердого тела все его точки описывают одинаковые траектории и имеют в каж-
дый момент времени одинаковые (по модулю и направлению) скорости и уско-
рения.  

Доказательство. Есть две точки твер-
дого тела А и В, их положение задается 
радиус-векторами rA и rB, соответственно. 
Тогда можно записать, что rВ=rА+АВ. При 
этом при движении вектор АВ остается по-
стоянным поскольку его модуль не изменя-
ется т.к. тело является абсолютно твердым, а 
направление постоянно т.к. движение яв-
ляется поступательным. Следовательно 
траектория точки В может быть получена из 
траектории точки А смещением на вектор АВ.  

Для нахождения скорости продифференцируем это соотношение с учетом 
того, что АВ=const, и получим υА=υВ, аналогично этому вторая производная 
даст аА=аВ. Т.к. точки были выбраны произвольно, то это справедливо для лю-
бой точки твердого тела. 

Следствие теоремы: поступательное движение твердого тела определяет-
ся движением любой его точки, при этом вектора скорости и ускорения можно 
изображать приложенными так же в любой точке тела.  

Понятие скорости и ускорения движения твердого имеет смысл только 
при поступательном движении. В любом другом случае можно говорить толь-
ко о скорости и ускорении движения точки твердого тела. 

О 

А 

В 

rA 

rB 

• Вращательное движение ТТ вокруг неподвижной оси. Угло-
вая скорость и угловое ускорение 

Вращательным называется такое движение твердого тела при котором 
какие-нибудь две его точки (или неизменно с ним связанные) остаются не-
подвижными. Прямая, проходящая через две эти точки называется осью вра-
щения.  

Для описания вращения твердого тела рассмот-
рим две полуплоскости. Одну неподвижную, а вто-
рую жестко связанную с телом. При вращении тела 
угол между этими полуплоскостями φ, называемый 
углом поворота твердого тела, будет изменяться. За-
висимость угла поворота от времени φ=φ(t) позво-
ляет определять положение твердого тела в произ-
вольный момент времени и является законом вра-
щательного движения твердого тела вокруг не-
подвижной оси.  

Угол повороты измеряется в радианах! 
Основными кинематическими характеристика-

ми вращательного движения являются угловая ско-



рость ω и угловое ускорение ε. Модуль угловой скорости определяется первой 
производной от угла поворота φ 

d
dt
ϕ

ω= = ϕ& , 

а ее направление правилом правого винта. Угловая скорость всегда направле-
на по оси вращения.  

Смысл угловой скорости – на сколько радиан тело повернется за 1 секун-
ду. Единицей ее измерения является рад/c.  

Иногда угловая скорость задается в числе оборотов в минуту n. Пересчет в 
обычные единицы измерения осуществляется следующим образом 

2
60 30

n nπ π
ω = =  

Аналогичным образом может быть определено и  угловое ускорение  
2

2
d d
dt dt
ω ω

ε = = = ω = ϕ& &&  

Смысл углового ускорения – на сколько радиан в секунду изменится угло-
вая скорость тела за 1 секунду. Единицей ее измерения является рад/c2.  

Как и угловая скорость, угловое 
ускорение направлено по оси вращения. 
При этом 

d
dt

=
ѓѓ Г  

Т.е. направление угловой скорости и 
ускорения совпадают, если тело вращает- ся 
ускорено, и вектора направлены в про-
тивоположные стороны, если тело замед-
ляется. 

• Скорости и ускорения точек вращающегося тела 
Скорости точек. Рассмотрим точку твердого тела М на расстоянии h от оси 
вращения. Эта точка движется по окружности радиуса h. За время dt происхо-
дит элементарный поворот тела на угол dφ, а точка при этом совершает вдоль 
своей траектории элементарное перемещение ds=hdφ. Отсюда скорость точки  

ds dh h
dt dt

ϕ
υ = = = ω. 

В отличии от угловой скорости эту скорость называют линейной или ок-
ружной скоростью точки М. 
Ускорения точки. Для определения ускорения точки твердого тела при его 
вращательном движении воспользуемся определениями нормального и танген-
циального ускорений, учтя, что в нашем случае радиус кривизны равен h. 

( )22
2

n

h
a h

h h
ωυ

= = = ω   ( )d hd da h
dt dt dtτ

ωυ ω
= = = = hε  

Полное ускорение точки в этом случае 



2 2 4
na a a hτ= + = ω + ε2  

Как и скорость ускорения точки называют линейными. 
Линейные скорость и ускорения - кинематические характеристики движе-

ния точки твердого тела, а угловые скорость и ускорение - кинематические ха-
рактеристики движения всего твердого тела. 

Если учесть, что угловые скорость и ускорение это векторные величины, 
то для линейных скорости и ускорения могут быть записаны следующие выра-
жения 

= ×υ ω r  
= × + ×a ε r ω υ  



Лекция 3. 
Кинематика сложного движения точки и плоско-

параллельного движения твердого тела 
• Относительное, переносное и абсолютные движения  
Рассматривая кинематику точки и простейших движений твердого те-

ла мы всегда использовали одну единственную систему отсчета. Однако в 
ряде случаев целесообразно, а иногда и необходимо рассматривать движе-
ние точки относительно двух систем отсчета, одна из которых считается 
условно неподвижной, а вторая движется по отношению к первой. В этом 
случае движение точки называется составным или сложным.  

Например человек перемещается по едущему автобусу. Это движение 
можно рассматривать как сочетание движения человека относительно ус-
ловно неподвижного автобуса и движения самого автобуса. Т.е. мы можем 
разложить исходное движение на два более простых и более легко иссле-
дуемых движения. Именно возможность представления более сложного 
движения в виде суперпозиции более простых движений и представляет 
практическую ценность теории сложного движения. 

Рассмотрим точку М которая движется относительно подвижной сис-
темы отсчета O1x1y1z1. В свою очередь движение последней рассмотрим 
относительно условно неподвижной системы Oxyz.  

Движение точки по отношению к подвижной системе отсчета 
называется относительным движением. Соответствующая ему траекто-
рия это относительная траектория, скорость – относительная ско-
рость υr, ускорение – относительное ускорение ar.  

Движение самой подвижной системы отсчета (и всех неизменно 
связанных с нею точек) относительно неподвижной называется пере-
носным движением. Соответственно, можно говорить о переносной ско-
рости υе и переносном ускорении aе как скорости и ускорении точки под-
вижной системы совпадающей в данный момент времени с подвижной 
точкой М.  

Движение точки относительно неподвижной системы отсчета 
называется абсолютным движением, а траектория, скорость и ускорение 
в ней – абсолютная траектория, абсолютная скорость υа и абсолютное 
ускорение aа. 

В рассмотренном примере движение человека относительно автобуса 
это относительное движение с относительной скоростью и ускорением, 
движение самого автобуса это переносное движение (переносная скорость 
– скорость той точки пола автобуса в которой находится человек в данный 
момент времени), а движение человека относительно, например, газетного 
киоска на остановке – абсолютное движение. 

• Теорема о сложении скоростей. 



Может быть доказана следующая теорема: при сложном движении 
абсолютная скорость точки равна геометрической сумме относи-
тельной и переносной скоростей. 

a e= +υ υ υr  
2 2 2 cosa e r e rυ = υ + υ + υ υ α  

α – угол между векторами υr и υе. 
• Теорема о сложении ускорений при сложном движении  

(Терема Кориолиса ) 
Для ускорения точки при сложном движении может быть доказана 

теорема Кориолиса: при сложном движении ускорение точки равно гео-
метрической сумме относительного, переносного и кориолисова уско-
рений. 

a e r c= + +a a a a or  
• Вычисление ускорения Кориолиса 

Согласно определению ускорения Кориолиса получаем 
2 sincor e ra = ω υ α , 

где α – угол между вектором относительной скорости и осью переносного 
вращения. 

Для определения направления вектора ускорения Кориолиса можно 
воспользоваться правилом Жуковского: если вектор относительной ско-
рости спроецировать на плоскость перпендикулярную оси переносного 
вращения и полученную проекцию повернуть на 90 градусов по направ-
лению переносного вращения, то полученный вектор определяет на-
правление ускорения Кориолиса. 

Ускорение Кориолиса обращается в ноль и абсолютное ускорение 
равно сумме переносного и относительного если 

1. переносное движение поступательно или переносная угловая ско-
рость в данный момент времени обращается в ноль 0eω =  

2. относительная угловая скорость в данный момент времени обраща-
ется в ноль 0r =ѓ Т 

3. относительное движение происходит по направлению параллель-
ному оси переносного вращения или в данный момент времени вектор  
параллелен этой оси, α=0 или 180 sin α =0. 

rѓ

• Пример решения задачи  
Точка М движется вдоль прямой ОА та-

ким образом, что расстояние ОМ меняется по 
закону ОМ=4t2+2t (t в секундах, ОМ в мет-
рах). Сама прямая вращается в плоскости Оxy 
вокруг центра О. Угол между осью Ox и пря-
мой ОА изменяется по закону φ=0.5t2. 

y 

O 

A

M

φ x  
 



• Понятие плоскопараллельного движения 
Плоскопараллельным (или плоским) называется такое движение 

твердого тела, при котором все его точки перемещаются параллельно 
некоторой фиксированной плоскости.  

Плоское движение совершают многие части механизмов и машин, на-
пример катящееся колесо на прямолинейном участке пути, шатун в кри-
вошипно-ползунном механизме и др. Частным случаем плоскопараллель-
ного движения является вращательное движение твердого тела вокруг не-
подвижной оси. 

Рассмотрим сечение S тела какой-
нибудь плоскостью Оху, параллельной 
выделенной плоскости. При плоскопарал-
лельном движении все точки тела, лежа-
щие на прямой ММ', перпендикулярной 
сечению S, движутся тождественно. 

Отсюда заключаем, что для изучения 
движения всего тела достаточно изучить, 
как движется в плоскости Оху сечение S 
этого тела или некоторая плоская фигура S. Поэтому в дальнейшем вместо 
плоского движения тела будем рассматривать движение плоской фигуры S 
в ее плоскости, т.е. в плоскости Оху.  
• Уравнения плоскопаралельного движения твердого тела  

Положение фигуры S в плоскости Оху 
определяется положением какого-нибудь 
проведенного на этой фигуре отрезка АВ. В 
свою очередь положение отрезка АВ можно 
определить, зная координаты хА, уА точки А и 
угол φ, который отрезок АВ образует с осью х. 
Точку А выбранную для определения 
положения фигуры S, будем в дальнейшем 
называть полюсом. 

При движении фигуры величины хА, уА и φ будут изменяться. Чтобы 
знать закон движения, т. е. положение фигуры в плоскости Оху в любой 
момент времени, надо знать зависимости 

( ), ( ), ( )A A A Ax x t y y t t= = ϕ = ϕ . 
Данные уравнения, определяющие закон происходящего движения, 

называются уравнениями движения плоской фигуры в ее плоскости. Они 
же являются уравнениями плоскопараллельного движения твердого те-
ла. 

Первые два из уравнений плоского движения определяют то движе-
ние, которое фигура совершала бы при φ=const; это, очевидно, будет по-
ступательное движение, при котором все точки фигуры движутся так же, 
как полюс А. Третье уравнение определяет движение, которое фигура со-
вершала бы при хA=const и уA=const, т. е. когда полюс А неподвижен; это 



будет вращение фигуры вокруг полюса А. Отсюда можно заключить, что в 
общем случае движение плоской фигуры в ее плоскости может рас-
сматриваться как слагающееся из поступательного движения, при 
котором все точки фигуры движутся так же, как полюс А, и из вра-
щательного движения вокруг этого полюса.  

Иными словами плоское движение можно считать состоящим из 
поступательного движения вместе с полюсом А и вращения вокруг оси 
перпендикулярной плоскости и проходящей через точку А. 

• Основные кинематические характеристики плоского 
движения и их зависимость от выбора полюса 

Основными кинематическими характеристиками рассматриваемого 
движения являются – скорость и ускорение поступательного движения, 
равные скорости и ускорению полюса (υпост=υA, апост=аA), а также угловая 
скорость со и угловое ускорение ее вращательного движения вокруг полю-
са. Значения этих характеристик в любой момент времени t можно найти, 
воспользовавшись уравнениями. 

При изучении движения можно в качестве 
полюса выбирать любую точку фигуры. Рас-
смотрим, что получится, если вместо А выбрать 
в качестве полюса какую-нибудь другую точку 
С и определять положение фигуры отрезком 
СВ1, образующим с осью Ох угол φ1.  

Характеристики поступательной части 
движения при этом изменятся, так как в общем 
случае υС≠υA и аС≠аA (иначе движение фигуры 
было бы поступательным). Характеристики же 
вращательной части движения, т. е. ω и ε, остаются неизменными. В самом 
деле, проведя из С прямую CBl параллельную АВ, мы видим, что в любой 
момент времени угол φ1=φ-α, где α=const. Отсюда 1 1,ϕ = ϕ ϕ = ϕ& & && &&  или 
ω1=ω, ε1=ε. 

Следовательно, вращательная часть движения от выбора полюса 
не зависит. 

• Определение скоростей точек плоской фигуры 
Ранее было отмечено, что движение плоской фигуры можно рассмат-

ривать как слагающееся из поступательного 
движения, при котором все точки фигуры дви-
жутся со скоростью υA полюса А, и из враща-
тельного движения вокруг этого полюса. По-
кажем, что скорость любой точки М фигуры 
складывается геометрически из скоростей, ко-
торые точка получает в каждом из этих движе-
ний. 

Положение любой точки М фигуры опре-
деляется по отношению к осям Оху радиусом-вектором r=гА+r', где rА – 



радиус-вектор полюса А, r'=АМ – вектор, определяющий положение точки 
М относительно осей Ах'у', перемещающихся вместе с полюсом А поступа-
тельно (движение фигуры по отношению к этим осям представляет собой 
вращение вокруг полюса А). Тогда 

A
M

d d d
dt dt dt

′
= = +

r r rυ  

В полученном равенстве величина drA/dt=υA есть скорость полюса А; 
величина же dr'/dt равна скорости υMA, которую точка М получает при 
rA=const, т. е. относительно осей Ах'у', или, иначе говоря, при вращении 
фигуры вокруг полюса А. Таким образом, из предыдущего равенства дей-
ствительно следует, что 

M A AM= +υ υ υ  
При этом скорость υMA, которую точка М получает при вращении фи-

гуры вокруг полюса А, будет: 
AM AMAMυ = ω ⊥υ AM  

где ω – угловая  скорость фигуры. 
Таким образом, скорость любой точки М 

плоской фигуры геометрически складывается из 
скорости какой-нибудь другой точки А, приня-
той за полюс, и скорости, которую точка М по-
лучает при вращении фигуры вокруг этого полю-
са. Модуль и направление скорости υM находятся 
построением соответствующего параллелограмма. 

Сформулированное утверждение называется теоремой сложения 
скоростей при плоском движении. 

• Теорема о проекции скоростей двух точек тела 
Определение скоростей точек плоской фигуры (или тела, движущего-

ся плоскопараллельно) с помощью общей теоремы сложения скоростей 
обычно с довольно сложными расчетами. Однако исходя из этого основно-
го результата, можно получить ряд других, практически более удобных и 
простых методов определения скоростей точек фигуры (или тела). 

Один из таких методов дает теорема: проекции скоростей двух то-
чек твердого тела на ось, проходящую через эти точки, равны друг дру-
гу. 

Рассмотрим какие-нибудь две точки А и В плоской фигуры (или тела). 
Принимая точку А за полюс, получаем  

B A A= +υ υ υ B  
Отсюда, проектируя обе части равенства на ось, направленную по АВ, 

и учитывая, что вектор υBA перпендикулярен АВ; находим 
cos cosB Aυ β = υ α  

и теорема доказана. Заметим, что этот результат ясен и из чисто физиче-
ских соображений: если данная теорема не будет выполняться, то при 
движении расстояние между точками А и В должно изменяться, что невоз-
можно, так как тело считается абсолютно твердым. Поэтому равенство 



проекций скоростей выполняется не только при плоскопараллельном, но 
и при любом движении твердого тела. 

• Понятие мгновенного центра скоростей 
Мгновенным центром скоростей называется точка плоской фигу-

ры, скорость которой в данный момент времени равна нулю.  
Докажем теорему о существовании мгновенного центра скоростей. 

Пусть в момент времени t точки А и В плоской 
фигуры имеют скорости υA и υB, не 
параллельные друг другу. Тогда точка Р, 
лежащая на пересечении перпендикуляров Аа к 
вектору υA и Вb к вектору υB, и будет 
мгновенным центром скоростей, так как υP=0. 
В самом деле, если допустить, что υP≠0 то по 
теореме о проекциях скоростей вектор υP 
должен быть одновременно перпендикулярен и 
АР, (так как υA^AP) и ВР (так как υB^BP), что невозможно. Из той же 
теоремы видно, что никакая другая точка фигуры в этот момент времени 
не может иметь скорость, равную нулю. 

Если теперь в момент времени t взять точку P за полюс, то по общей 
теореме сложения скоростей скорость точки А будет 

( )0A P PA P P= + = = =υ υ υ υ υ  A
Аналогичный результат получается для любой другой точки фигуры.  
Следовательно, скорости точек плоской фигуры определяются в 

данный момент времени так, как если бы движение фигуры было вра-
щением вокруг мгновенного центра скоростей. 

При этом согласно могут быть записаны следующие соотношения  
( )
( )

PA PA

PB PB

PA PA

PB PB

υ = ω ⊥

υ = ω ⊥

υ

υ
 

Следовательно 
PA PB

PA PB
υ υ

=  

т. е. можно сделать вывод, что скорости точек плоской фигуры пропор-
циональны их расстояниям от мгновенного центра скоростей. 

• Свойства мгновенного центра скоростеей 
Доказанная в предыдущем параграфе теорема и следствия из нее по-

зволяют сформулировать следующие основные свойства мгновенного цен-
тра скоростей 

1. Для определения мгновенного центра скоростей надо знать 
только направления скоростей υA и υB каких-нибудь двух точек А и В 
плоской фигуры (или траектории этих точек); мгновенный центр ско-
ростей находится в точке пересечения  перпендикуляров, восставленных из 
точек А и В к скоростям этих точек (или к касательным к траекториям). 



2. Для определения скорости любой точки плоской фигуры надо 
знать модуль и направление скорости какой-нибудь одной точки А фи-
гуры и направление скорости другой ее точки В. Тогда, восставив из то-
чек А и В перпендикуляры к υA и υB, построим мгновенный центр скоро-
стей Р и по направлению υA определим направление поворота фигуры. По-
сле этого, зная υA, найдем по формуле  

PA PB PM
PA PB PM
υ υ υ

= =  

скорость υМ любой точки М плоской фигуры. Направлен вектор υМ пер-
пендикулярно РМ в сторону поворота фигуры. 

3. Угловая скорость со плоской фигуры равна в каждый данный 
момент времени отношению скорости какой-нибудь точки фигуры к 
ее расстоянию от мгновенного центра скоростей Р: 

PA
PA
υ

ω= . 

Найдем еще другое выражение для ω. Из общей теоремы сложения 
скоростей B A A= +υ υ υ B следует AB B Aυ = −υ υ  кроме того AB ABυ = ω  
следовательно 

B A
AB
−

ω =
υ υ

 

Когда υA =0 (т.е. точка А — мгновенный центр скоростей), полученное 
соотношение переходит в аналогичное выражение выведенное через мгно-
венный цент скоростей. 

• Частные случаи положения  
мгновенного центра скоростей 

а) Если плоскопараллельное движение 
осуществляется путем качения без скольжения одного 
цилиндрического тела по поверхности другого 
неподвижного, то точка Р катящегося тела, касающаяся 
неподвижной поверхности, имеет в данный момент 
времени вследствие отсутствия скольжения скорость, 
равную нулю (υР=0), и, следовательно, является 
мгновенным центром скоростей. Примером служит 
качение колеса по рельсу. 

б) Если скорости точек А и В плоской фигуры парал-
лельны друг другу, причем линия АВ не перпендикулярна 
υA, то мгновенный центр скоростей лежит в бесконечно-
сти и скорости всех точек параллельны υA. При этом из 
теоремы о проекциях скоростей следует, что 

cos cosB Aυ β = υ α  т.е. B Aυ = υ ; аналогичный результат 
получается для всех других точек. Следовательно, в рас-
сматриваемом случае скорости всех точек фигуры в дан-

ный момент времени равны друг другу и по модулю, и по направлению, т. 



е. фигура имеет мгновенное поступательное распределение скоростей (та-
кое состояние движения тела называют еще мгновенно поступательным). 
Угловая скорость и тела в этот момент времени равна 
нулю. 

в) Если скорости точек А и В плоской фигуры па-
раллельны друг другу и при этом линия АВ перпенди-
кулярна υA, то мгновенный центр скоростей Р опреде-
ляется построением, показанным на рисунке. В этом 
случае, в отличие от предыдущих, для нахождения цен-
тра P надо кроме направлений знать еще и модули ско-
ростей υA и υВ. 

г) Если известны вектор скорости υВ какой-нибудь точки В фигуры и 
ее угловая скорость ω, то положение мгновенного центра скоростей Р, ле-
жащего на перпендикуляре к υВ, можно найти из равенства /BPB = υ ω . 

• Пример решения задачи 
В четырехзвенном механизме 

кривошип ОА длины 0.5 м вращается с 
постоянной угловой скоростью 2 
рад/c. Определить угловую скорость 
шатуна АВ, а также скорости точек В и 
С, если α=30о, β=60о, δ=45о, АВ=1 м, 
R=0.5 м и r=0.3 м.  
 



Лекция 4 
Динамика точки. 

Дифференциальные уравнения движения мате-
риальной точки. 

• Динамика как раздел механики 
Динамикой называется раздел механики, в котором изучается дви-

жение материальных тел под действием сил. 
С геометрической точки зрения движение материальных тел рассмат-

ривалось в кинематике. В динамике, в отличие от кинематики, при изуче-
нии движения тел принимают во внимание как действующие на них силы, 
так и инертность самих материальных тел. При этом в динамике, в от-
личии от статики, силы могут быть переменными, т.е. менять модули и 
направления действия при движении тела. изменяются. Такие переменные 
силы могут определенным образом зависеть от времени, положения тела и 
его скорости.  

Следует отметить, что все введенные в статике понятия и полученные 
там результаты относятся в равной мере и к переменным силам, так как 
условие постоянства сил нигде в статике не использовалось. 

Инертность тела проявляется в том, что оно сохраняет свое движе-
ние при отсутствии действующих сил, а когда на него начинает действо-
вать сила, то скорости точек тела изменяются не мгновенно, а постепенно 
и тем медленнее, чем больше инертность этого тела. Количественной ме-
рой инертности материального тела является физическая величина, на-
зываемая массой тела. В классической механике масса т рассматривается 
как величина скалярная, положительная и постоянная для каждого данного 
тела. 

Кроме суммарной массы движение тела зависит еще в общем случае 
от формы тела, точнее от взаимного расположения образующих его час-
тиц, т. е. от распределения масс в теле. 

Чтобы при первоначальном изучении динамики отвлечься от учета 
формы тела (распределения масс), вводят абстрактное понятие о матери-
альной точке, как о точке, обладающей массой, и начинают изучение 
динамики с динамики материальной точки. 

Из кинематики известно, что движение тела слагается в общем случае 
из поступательного и вращательного. При решении конкретных задач ма-
териальное тело можно рассматривать как материальную точку в тех слу-
чаях, когда по условиям задачи допустимо не принимать во внимание вра-
щательную часть движения тела.  

Изучать динамику мы начнем с динамики материальной точки, так 
как естественно, что изучение движения одной точки должно предшество-
вать изучению движения системы точек и, в частности, твердого тела. 

• Законы динамики 



В основе динамики лежат законы, установленные путем обобщения 
результатов целого ряда опытных фактов и наблюдений. Систематически 
законы динамики были впервые изложены И. Ньютоном в его классиче-
ском сочинении «Математические начала натуральной философии», из-
данном в 1687 г. Сформулировать эти законы можно следующим образом. 

Первый закон (закон инерции): изолированная от внешних воздейст-
вий материальная точка сохраняет свое состояние покоя или равномерного 
прямолинейного движения до тех пор, пока приложенные силы не заставят 
ее изменить это состояние.  

Движение, совершаемое точкой при отсутствии сил, называется 
движением по инерции. 

Закон инерции отражает одно из основных свойств материи – пребы-
вать, неизменно в движении. Важно отметить, что развитие динамики как 
науки стало возможным лишь после того, как Галилеем был открыт этот 
закон (1638 г.) и тем самым опровергнута господствовавшая со времен 
Аристотеля точка зрения о том, что движение тела может происходить 
только под действием силы. 

Существенным является вопрос о том, по отношению к какой системе 
отсчета справедлив закон инерции. В связи с этим в механике вводят поня-
тие о системе отсчета, в которой справедлив закон инерции, постулируют 
ее существование и называют инерциальной системой отсчета. 

Второй закон (основной закон динамики) устанавливает, как изме-
няется скорость точки при действии на нее какой–нибудь силы, а именно: 
произведение массы материальной точки на ускорение, которое она полу-
чает под действием данной силы, равно по модулю этой силе, а направле-
ние ускорения совпадает с направлением силы. 

Математически этот закон выражается векторным равенством 
m =a F  
При этом между модулями ускорения и силы имеет место зависи-

мость 
ma F=  
Второй закон динамики, как и первый, имеет место только по отно-

шению к инерциальной системе отсчета.  
Из этого закона непосредственно видно, что мерой инертности мате-

риальной точки является ее масса, поскольку при действии данной силы 
точка, масса которой больше, т.е. более инертная, получит меньшее уско-
рение и наоборот. 

Если на точку действует одновременно несколько сил, то они будут 
эквивалентны одной силе, т. е. равнодействующей R, равной геометриче-
ской сумме данных сил. Уравнение, выражающее основной закон динами-
ки, принимает в этом случае вид 

k
k

m = ∑a F  

Третий закон (закон равенства действия и противодействия) ус-
танавливает характер механического взаимодействия между материальны-



ми телами. Для двух материальных точек он гласит: две материальные 
точки действуют друг на друга с силами, равными по модулю и направ-
ленными вдоль прямой, соединяющей эти точки, в противоположные сто-
роны. 

Данный закон играет большую роль в динамике системы материаль-
ных точек, как устанавливающий зависимость между действующими на 
эти точки внутренними силами. 

• Задачи динамики 
Для свободной материальной точки задачами динамики являются сле-

дующие:  
• первая задача динамики: зная закон движения точки, опре-

делить действующую на нее силу 
• вторая или "основная" задача динамики: зная действующие 

на точку силы, определить закон движения точки. 
Для несвободной материальной точки, т. е. точки, на которую нало-

жена связь, вынуждающая ее двигаться по заданной поверхности или кри-
вой, первая задача динамики обычно состоит в том, чтобы, зная движение 
точки и действующие на нее активные силы, определить реакцию связи. 
Вторая (основная) задача динамики при несвободном движении распадает-
ся на две и состоит в том, чтобы, зная действующие на точку активные си-
лы, определить: а) закон движения точки, б) реакцию наложенной связи. 

• Основные виды сил 
При решении задач динамики мы будем в основном рассматривать 

следующие постоянные или переменные силы. 
Сила тяжести. Это постоянная сила Р, действующая на любое тело, 

находящееся вблизи земной поверхности. Модуль силы тяжести равен весу 
тела. 

Опытом установлено, что под действием силы Р любое тело при сво-
бодном падении на Землю (с небольшой высоты и в безвоздушном про-
странстве) имеет одно и то же ускорение g, называемое ускорением сво-
бодного падения. Тогда из второго закона Ньютона следует 

P mg=  
Сила трения. Так будем кратко называть силу трения скольжения, 

действующую (при отсутствии жидкой смазки) на движущееся тело. Ее 
модуль определяется равенством 

F fN=  
где f – кффициент трения, который будем считать постоянным; N – нор-
мальная реакция. 

Сила тяготения. Это сила, с которой два материальных тела притя-
гиваются друг к другу по закону всемирного тяготения, открытому Нью-
тоном. Сила тяготения зависит от расстояния и для двух материальных то-
чек с массами m1 и m2, находящихся на расстоянии r друг от друга, и вы-
ражается равенством 



1 2
2

m mF G
r

=  

где G – гравитационная постоянная (в СИ G=6.673x10-11 м3/кг с2).  
Сила упругости. Эта сила тоже зависит от расстояния. Ее значение 

можно определить исходя из закона Гука, согласно которому напряжение 
(сила, отнесенная к единице площади) пропорционально деформации. В 
частности, для силы упругости пружины получается значение 

F c= λ  
где λ – удлинение (или сжатие) пружины; с – коэффициент жесткости пру-
жины (в СИ измеряется в Н/м). 

Сила вязкого трения. Такая сила, зависящая от скорости, действует 
на тело при его медленном движении в очень вязкой среде (или при нали-
чии жидкой смазки) и может быть выражена равенством 

R = μυ  
где υ – скорость тела; μ – коэффициент сопротивления.  

Сила аэродинамического (гидродинамического) сопротивления. Эта 
сила тоже зависит от скорости и действует на тело, движущееся в такой, 
например, среде, как воздух или вода. Обычно ее величину выражают ра-
венством  

20.5 xR c S= ρ υ

2

 
где ρ – плотность среды; S – площадь проекции тела на плоскость, перпен-
дикулярную направлению движения (площадь миделя); сх – безразмерный 
коэффициент сопротивления, определяемый обычно экспериментально и 
зависящий от формы тела и от того, как оно ориентировано при движении.  

• Дифференциальные уравнения движения  
материальной точки 

В основе решения задач динамики точки лежит использование второ-
го закона динамики. Этот закон векторный, а значит нам надо перейти от 
векторной формы записи к скалярной, для чего в свою очередь необходимо 
конкретизировать вид используемой системы координат. 

Уравнения движения в декартовых координатах. Рассмотрим мате-
риальную точку, движущуюся под действием сил F1, F2, …, Fn по отноше-
нию к инерциальной системе отсчета Охуz. Проектируя обе части равенст-
ва  оси х, у, z и учитывая, что k

k
m = ∑a F 2 /xa d x dt=  и т. д., получим: 

2 2 2
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или 
, ,kx ky kz

k k
mx F my F mz F= = =∑ ∑&& && &&  

Это и будут искомые уравнения, т. е. дифференциальные уравнения 
движения точки в прямоугольных декартовых координатах. Так как 
действующие силы могут зависеть от времени, от положения точки и от 



скорости, то в общем случае правая часть каждого из уравнений может 
быть функцией этих переменных, т. е. t, x, у, z, υх, υу, υz одновременно. 

Уравнения в проекциях на оси естественного трехгранника. Для 
получения этих уравнений спроектируем обе части равенства k

k
m = ∑a F  

на оси Мτnb, т. е. на касательную Мτ к траектории точки, главную нормаль 
Мn и бинормаль Mb. Тогда, учитывая, что  

2
, ,n b

da a a
dtτ
υ υ

= =
ρ

0=  

получим 
2

, , 0k kn
k k

dm F m F
dt τ
υ υ
= = =

ρ
∑ ∑ kb

k
F∑  

Полученные уравнения, представляют собой дифференциальные 
уравнения движения точки в проекциях на оси естественного трех-
гранника.  
• Решение основной задачи динамики при прямолинейном 

движении точки 
Движение материальной точки будет прямолинейным, когда дейст-

вующая на нее сила (или равнодействующая приложенных сил) имеет по-
стоянное направление, а скорость точки в начальный момент времени рав-
на нулю или направлена вдоль силы. 

Если при прямолинейном движении направить вдоль траектории ко-
ординатную ось Ох, то движение точки будет определяться одним скаляр-
ным дифференциальным уравнением вида 

2

2 kx kx
k k

d xm F mx
dt

= =∑ ∑&& F  

Данное уравнение называют дифференциальным уравнением прямо-
линейного движения точки. Иногда его удобнее заменить двумя уравне-
ниями, содержащими первые производные: 

kx
k

d dm F
dt dt
υ
= =∑

x
υ  

Т.о. решение основной задачи динамики сводится к тому, чтобы из 
данных уравнений, зная силы, найти закон движения точки, т. е. x=f(t). Для 
этого надо проинтегрировать соответствующее дифференциальное уравне-
ние второго порядка. При этом очевидно, что общее решение дифференци-
ального уравнения второго порядка будет иметь вид  

1 2( , , )x x t C C= , 
где С1 и С2 – произвольные постоянные интегрирования.  

Чтобы довести решение каждой конкретной задачи до конца, надо оп-
ределить значения постоянных С1 и С2. Для этого используются началь-
ные условия. 

Изучение всякого движения будем начинать с некоторого определен-



ного момента времени, называемого начальным моментом. От этого мо-
мента будем отсчитывать время движения, считая, что в начальный мо-
мент t=0. Обычно за начальный принимают момент начала движения под 
действием заданных сил. Положение, которое точка занимает в начальный 
момент, называется начальным положением, а ее скорость в этот момент – 
начальной скоростью. Чтобы однозначно решить основную задачу дина-
мики, надо кроме действующих сил знать еще начальные условия, т. е. по-
ложение и скорость точки в начальный момент времени. 

В случае прямолинейного движения начальные условия задаются в 
виде 

при  0 00, ,t x x= = υ = υ
По начальным условиям можно определить конкретные значения по-

стоянных С1 и С2 и найти частное решение дифференциального уравнения, 
задающее закон движения точки, в виде 

0 0( , , )x x t x= υ . 
В целом решение задач динамики точки путем интегрирования соот-

ветствующих дифференциальных уравнений движения, сводится к сле-
дующим операциям. 

1. Составление дифференциального уравнения движения. Для 
его составления в случае прямолинейного движения надо: 

а) выбрать начало отсчета (как правило, совмещая его с начальным 
положением точки) и провести координатную ось, направляя ее вдоль тра-
ектории и, как правило, в сторону движения; если под действием прило-
женных сил точка может находиться в каком–нибудь, положении в равно-
весии, то начало отсчета удобно помещать в положении статического рав-
новесия; 

б) изобразить движущуюся точку в произвольном положении (но так, 
чтобы было x>0 и υ>0; последнее существенно, когда среди сил есть силы, 
зависящие от скорости) и показать все действующие на точку силы; 

в) подсчитать сумму проекций всех сил на координатную ось и под-
ставить эту сумму в правую часть дифференциального уравнения движе-
ния; при этом надо обязательно все переменные силы выразить через те 
величины t, x или υ), от которых эти силы зависят. 

2. Интегрирование дифференциального уравнения движения. 
3. Определение постоянных интегрирования.  
4. Нахождение искомых в задаче величин и исследование полу-

ченных результатов. 
В качестве иллюстрации намеченной схемы решения задачи рассмот-

рим конкретные задачи, в которых сила F, действующая на материальную 
точку массы m  

1. является постоянной (F0, начальные условия x0, υ0); 
2. зависит от времени (F=F0exp(–t/τ), начальные условия x0, υ0); 
3. зависит от скорости (F=-μυ2, начальные условия x0=0, υ0≠0); 
4. зависит от расстояния (F=kx3, начальные условия x0=0, υ0=0). 



Лекция 5 
Теорема об изменении кинетической энергии 

• Кинетическая энергия материальной точки и механической сис-
темы 

Кинетической энергией мат. точки называется скалярная величина равная по-
ловине произведения массы точки на квадрат скорости ее движения 

2

2
mK υ

=  

Единицей измерения энергии является джоуль 
2 21 1 * /Дж кг м c= . 

Данное соотношение естественным образом может быть обобщено и на систе-
му материальных точек: кинетическая энергия системы – сумма кинетических энер-
гий точек составляющих эту систему. 

21
2 k k

k
K m= υ∑  

Рассмотри в качестве механической системы твердое тело.  
Поступательное движение 
Все точки движутся с одинаковыми скоростями равными скорости центра масс 

тела, поэтому 
2 2

21
2 2

C C
k k k

k k

MK m mυ υ
= υ = =∑ ∑ 2

 

Вращательное движение 
Скорость любой точки может быть определена через угловую скорость тела 

2 2
2 2 2 21 1

2 2 2k k k k k k
k k k 2

JK m m h m hω ω
= υ = ω = =∑ ∑ ∑  

Плоскопараллельное движение 
Если в качестве полюса выбрать центр масс (С=Р), то выражение для кинетиче-

ской энергии принимает вид 
2 2

2 2
C CzM JK υ ω

= + , 

где  и  скорость центра масс и осевой момент инерции относительно ось про-
ходящей через центр масс. 

Cυ CzJ

В качестве полюса также может быть рассмотрен и мгновенный центр скоро-
стей (СV=P). Тогда  и для кинетической энергии получаем 0

VCυ =
2

2
VC zJ

K
ω

= . 



При этом необходимо помнить, что в последнем случае ось вращения проходит 
через МЦС, а значит для осевого момента инерции может быть использована теоре-
ма Гюйгенса  

2
V CCV

C z CzJ J Mr= +  

Подставим это в выражение для кинетической энергии 

( )2 2 2 22 2 2

2 2 2 2 2
CC CCVV V

CzC z Cz Cz C
J Mr MrJ J JK

+ ω ωω 2

2
Mω ω υ

= = = + = + . 

Т.о. очевидно, что оба выражения являются эквивалентными. 
• Работа силы. Мощность 

Работа – характеристика действия, оказываемого силой на тело при не-
котором его перемещении. 

Элементарной работой силы F приложенной в точке М называется скалярная 
величина 

dA F dsτ= , 
где ds – модуль элементарного перемещения точки М. 

Если учесть, что ds=|dr|, а Fτ=Fcosα, то последнее соотношение может быть за-
писано как 

cos cosA F ds F d Fdr dτδ = = α = α =r F r , 
Т.о. элементарная работа равна скалярному произведению силы на вектор эле-

ментарного перемещения точки ее приложения. Из этого определения сразу следует, 
что работа равна нулю если линия действия силы и перемещение тела ортогональ-
ны. Пример такой силы – сила Лоренца, действующая на электрон в магнитном по-
ле. 

Согласно правилам раскрытия скалярного произведения для элементарной ра-
боты может быть записано следующее выражение 

x y zA F dx F dy F dzδ = + + , 
Все эти соотношения применимы лишь для элементарной работы, т.е. работы 

на бесконечно малом перемещении. Работа же на любом конечном перемещении 
равна взятому вдоль этого перемещения интегралу от элементарной работы 

1 1

0 1

0 0

( ) ( )
M M

M M x y z
M M

A F ds F dx F dy F dzτ= = + +∫ ∫ , 

Если сила постоянна по величине и направлению, а точка к которой приложена 
сила движется прямолинейно, то в этом случае  

cosF F constτ = α =  
и 

0 1( ) 1 cosM MA Fs= α , 
где s1 – конечное перемещение. 

Мощность – работа совершаемая силой в единицу времени («скорость работы») 



cosdA d dN F
dt dt dt

= = = = = υ
F r rF Fυ α  

В системе СИ работа измеряется 1 джоулях (1 Дж=1 кг м2/c2), а мощность в ват-
тах (1 Вт=1 Дж/c). 

• Примеры вычисления работы 
Работа силы тяжести. 

Есть две точки М1(x1,y1,z1) и M2(x2,y2,z2). Ось z направим вверх. Тогда для силы 
тяжести имеем Px=Py=0, Pz=-P. 

2 2

1 2

1 1

( ) 2 1 1 2( ) ( ) ( )
M z

M M x y z z
M z

A P dx P dy P dz P dz P z z P z z= + + = = − − = −∫ ∫ , 

Т.о. работа силы тяжести равна плюс/минус весу тела умноженному на верти-
кальное перемещение тела. Знак плюс – если тело падает, минус – если подымается. 
Как видно, работа силы тяжести не зависит от вида траектории, а определяется 
только конечным и начальным положениями тела. Силы обладающее таким свойст-
вом называются потенциальными. 
Работа силы упругости. 

Рассмотрим свободные одномерные колебания. При выборе начала координат в 
положении статического равновесия для силы упругости может быть записано сле-
дующее выражение 

, 0x yF cx F F= − = =z  
и тогда 

2 2

1 2

1 1

2 2 2 2
( ) 1 2 1 2( ) ( )

2 2

M x

M M x y z
M x

c cA F dx F dy F dz c xdx x x= + + = − = − = λ −∫ ∫ ( )λ

N

, 

Можно показать, что эта формула допускает обобщение на случай не прямоли-
нейного движения, т.е. сила упругости также потенциальна. 
Работа силы трения скольжения. 

трF f= −  
и 

2 2

1 2

1 1

( )

если сила трения
постоянна

M M

M M тр тр
M M

A F ds fNds F s= = − = = −∫ ∫  

т.о. работа зависит от пройденного пути, т.е. от траектории, а значит сила трения 
непотенциальна. 
Работа силы трения качения. 

Если происходит качения без проскальзывания, то силы трения качения прило-
жена в точке соприкосновения тела и плоскости, т.е. в точке МЦС. А т.к. скорость 
этой точки равна 0, то элементарное перемещение также 0 и работа равна нулю. 
Работа силы, приложенной к вращающемуся телу. 

dA F ds F hd Mdτ τ= = ϕ = ϕ , 
В случае постоянного момента имеем 



A M= ϕ , 
а мощность соответственно равна 

N M= ω . 
• Теорема об изменении кинетической энергии точки 

Рассмотрим производную от кинетической энергии точки 
2

2 (
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dt dt dt dt
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Полученное соотношение и выражает теорему об изменении кинетической 
энергии в дифференциальной форме: производная от кинетической энергии по 
времени равна сумме мощностей сил действующих на материальную точку. 

Рассмотрим полученное соотношение как дифференциальное уравнение, разде-
лим в нем переменные и проинтегрируем 

0( ) , ( ) (k k k k k k
k k

dK N dt K K N dt A= − = =∑ ∑∫ ∫ ∫F F  

Очевидно, что произвольная постоянная интегрирования в полученном соот-
ношении имеет смысл начальной кинетической энергии. Само это соотношение вы-
ражает теорему об изменении кинетической энергии в интегральной форме: из-
менение кинетической энергии равно сумме работ сил действующих на мате-
риальную точку. 

• Теорема об изменении кинетической энергии механической 
системы 

Как было отмечено выше кинетическая энергия системы есть сумма кинетиче-
ских энергий отдельных точек механической системы. Это позволяет записать сле-
дующее 
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dKdKK K N
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= = =∑ ∑ ∑ F )k ik  

Учитывая что в механической системе силы могут быть разделены на внешние 
и внутренние получаем 

( ) ( ) ( ) ( )( ) (e e i i
k k k k

k k

dK N N
dt

= +∑ ∑F F )

)

 

Производная от кинетической энергии по времени равна сумме мощностей 
всех внешних и внутренних сил действующих на механическую систему. 

Аналогичным образом может быть проведено и обобщение на случай механи-
ческой системы и интегральной формулировки теоремы 

( ) ( ) ( ) ( )
0 ( ) (e e i i

k k k k
k k

K K A A− = +∑ ∑F F  

Изменение кинетической энергии равно сумме работ всех внешних и внут-
ренних сил действующих на механическую систему. 



Таким образом в отличии от изученных ранее теорем в теорему об изменении 
кинетической энергии входят внутренние силы. Наличие в формулировке теоре-
мы внутренних сил существенно затрудняет ее использование при решении задач. 
• Неизменяемая механическая система и система с идеальными 

связями 
Как было подчеркнуто ранее включение в рассмотрение работ и мощностей 

внутренних сил существенно затрудняет применение теоремы об изменении кине-
тической энергии для решения задач. Поэтому, является целесообразным рассмот-
реть два важных частных случая механических систем. 

1. Неизменяемая система.  
Неизменяемая система – система, в которой расстояние между каждыми 

двумя взаимодействующими точками остаются во все время движения посто-
янным. Очевидно, что примером неизменяемой системы может служить твердое 
тело. 

Можно показать, что в неизменяемой системе сумма работ, а значит и мощно-
стей, всех внутренних сил равна нулю. Это позволяет записать теорему об измене-
нии кинетической энергии в следующем виде 

( ) ( )( )e e
k k
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dK N
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=∑ F  
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0 ( )e e

k k
k

K K A− =∑ F  

2. Система с идеальными связями.  
Система с идеальными связями – система в которой сумма работ всех реак-

ций связей, не изменяющихся со временем, на элементарных перемещениях равна 
нулю. Т.о. изменение кинетической энергии системы с идеальными, не изменяю-
щимися со временем связями при любом ее перемещении равно сумме работ на 
этом перемещении приложенных к системе внешних и внутренних активных сил. 

Практическая ценность теоремы об изменении кинетической энергии состоит в 
том, что при неизменяющихся со временем идеальных связях она позволяет исклю-
чить из уравнений движения все наперед неизвестные реакции связей. 
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