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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 

Целью изучения данной дисциплины является продолжение фун-
даментальной подготовки будущих инженеров-механиков в области 
механических явлений для успешного перехода к усвоению специаль-
ных предметов и для использования полученных знаний в дальнейшей 
деятельности. Современные требования к анализу и синтезу быстро-
ходных машин диктуют необходимость существенного выхода за 
рамки стандартных курсов теоретической механики и теории машин и 
механизмов, в которых по понятным причинам рассматриваются, как 
правило, точно решаемые модели. 

Более реалистические модели оказываются слишком сложными 
для теоретического исследования объектами. В этих условиях необхо-
димо иметь в распоряжении методы получения хотя бы приближен-
ных аналитических решений, дающих возможность сделать качест-
венные и количественные оценки изучаемого явления, что особенно 
актуально при рассмотрении различного рода колебаний механиче-
ских устройств. Основной задачей данного курса как раз и является 
ознакомление студентов с некоторыми из таких методов. Для понима-
ния и усвоения применяемого при этом математического аппарата 
студенты должны знать дифференциальное и интегральное исчисле-
ния функций одной и многих переменных, теорию степенных рядов и 
рядов Фурье, а также общие теоремы динамики и уравнения Лагранжа 
второго рода. 

В результате изучения курса и решения задач студенты должны 
получить навыки в построении динамических моделей, отражающих 
основные свойства реальных машин, в проведении соответствующих 
расчетов и анализе полученных результатов.  
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1. ДИНАМИКА ЖЕСТКИХ СИСТЕМ 
 
 
Описание реальных механизмов с учетом всех их особенностей 

представляет собой очень сложную проблему, поэтому при теорети-
ческом исследовании используются идеализированные модели, даю-
щие возможность учесть основные детали конструкции в приближен-
ной (упрощенной) форме. С этой точки зрения механические системы 
можно разделить на две категории: жесткие и упругие. 

В первом случае элементы (звенья), составляющие систему, счи-
таются абсолютно твердыми, т. е. недеформирующимися под действи-
ем сил или моментов. Поскольку деформации звеньев, как правило, ма-
лы по сравнению с размерами машин, решение многих задач динамики 
будет при этом мало отличаться от точного. Но даже считая все звенья 
абсолютно твердыми, не удается избавиться от всех трудностей, по-
скольку только системы с круглыми дисками описываются достаточно 
простыми линейными уравнениями, а системы, в состав которых вхо-
дят массивные стержни, описываются уже нелинейными дифференци-
альными уравнениями, теория которых далека от завершения. 

С еще большими трудностями приходится сталкиваться при опи-
сании  упругих систем, когда все элементы машин, передающие дви-
жение, а также несущие части считаются упругими (деформирующи-
мися). Даже с учетом того, что деформации являются не слишком 
большими и не проявляются гистерезисные эффекты, число степеней 
свободы в таких системах оказывается бесконечным и их динамиче-
ское поведение определяется уравнениями, находящимися далеко за 
рамками нашего курса. К вопросу о том, как поступать в данном слу-
чае, мы вернемся позже, а сначала сосредоточимся на рассмотрении 
жестких систем.  

 
1.1. Уравнения движения механизмов  

с жесткими звеньями 
 
Динамическое поведение систем, состоящих из абсолютно твер-

дых тел, описывается двумя группами уравнений, одна из которых 
имеет векторный характер (теоремы о движении центра масс и изме-
нении момента импульса, принцип Даламбера), а вторая – скалярный 
(теорема об изменении кинетической энергии, общее уравнение ди-
намики, уравнения Лагранжа второго рода). В уравнения первой 
группы так или иначе входят реакции связей, наложенных на систе-
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му, уравнения второй группы реакций связей (идеальных) не содер-
жат, так что они непосредственно и определяют уравнения движе-
ния – связь между действующими активными силами и соответст-
вующими ускорениями.  

Задачи динамики жестких систем заключаются в том, чтобы по 
заданным силам или моментам определить закон движения системы 
или по заданному закону движения определить силы, под действием 
которых оно происходит. Поэтому применение тех или иных уравне-
ний и диктуется стоящими перед исследователем вопросами. В дан-
ном курсе мы будем использовать уравнения Лагранжа, имея в виду 
их наибольшую общность в получении уравнений движения для сис-
тем с произвольным числом степеней свободы.  

Начнем с простейшего случая системы с одной степенью свобо-
ды, для которой необходимо только одно уравнение Лагранжа: 

 ,d T T Q
dt q q
⎛ ⎞∂ ∂

− =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠�
 (1.1.1) 

где qи q� – обобщенная координата и обобщенная скорость соответст-
венно, Т – кинетическая энергия системы: 

 
2

,
2
k k

k

m vT =∑  (1.1.2) 

Q – обобщенная сила, определяемая соотношением 

 .k
k

k

rQ F
q

∂
= ⋅

∂∑
GG

 (1.1.3) 

Здесь kF
G

 – сила, действующая на систему в точке, радиус-вектор 
которой равен kr

G . В практических приложениях, однако, определени-
ем (1.1.3) пользуются редко, обобщенную силу проще найти, сообщив 
системе возможное перемещение и вычислив работу всех сил на этом 
перемещении. Выразив затем все перемещения через изменение 
обобщенной координаты, получим обобщенную силу как коэффици-
ент при этом изменении: 

 .k k
k

A F r Q qδ = ⋅ δ = δ∑
G G  (1.1.4) 

Кинетическую энергию при этом необходимо выразить через 
обобщенные переменные. Положение каждой точки определяется, с 
одной стороны, радиусом-вектором kr

G , а с другой – обобщенной коор-
динатой, следовательно, радиус-вектор должен быть функцией этой 



 6 

обобщенной координаты. Считая, что на систему наложены стацио-
нарные связи, эту зависимость можно записать в виде 
 ( ),k kr r q=

G G  (1.1.5) 

тогда скорость точки, равная производной от радиуса-вектора по вре-
мени, выразится через обобщенную скорость с помощью соотношения 

 .k k
k

dr rv q
dt q

∂
= =

∂

G GG �  (1.1.6) 

Подставим это выражение в определение кинетической энергии (1.1.2) 

 2 21 1 ( ) .
2 2

k k
k

k

r rT m q m q q
q q

∂ ∂
= ⋅ =

∂ ∂∑
G G

� �  (1.1.7) 

Здесь введено обозначение 

 ( ) k k
k

k

r rm q m
q q

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂∑
G G

 (1.1.8) 

для так называемого инерционного коэффициента, который характе-
ризует распределение масс в системе и зависит от обобщенной коор-
динаты, если связь (1.1.5) не является линейной. Имея в распоряжении 
кинетическую энергию (1.1.7), выраженную через обобщенные коор-
динаты и скорости, вычислим производные, входящие в уравнение 
Лагранжа (1.1.1): 

 ( ) ,T m q q
q

∂
=

∂
�

�
 (1.1.9) 

 2( ) ( ) ,d T dm q q m q q
dt q dq
⎛ ⎞∂

= +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
� ��

�
 (1.1.10) 

 21 ( ) .
2

T dm q q
q dq

∂
=

∂
�  (1.1.11) 

Подставив (1.1.9)–(1.1.11) в (1.1.1), получим 

 21 ( )( ) .
2

dm qm q q q Q
dq

+ =�� �  (1.1.12) 

Таким образом, уравнение Лагранжа (1.1.1) после выполнения 
предусмотренных операций превратилось в дифференциальное урав-
нение второго порядка, что вполне естественно, поскольку все дина-
мические уравнения в конечном счете являются именно таковыми.  
В общем случае уравнение (1.1.12) нелинейно.  
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В качестве примера составления уравнения движения рассмотрим 
один из самых распространенных механизмов, использующийся, на-
пример, в поршневых компрессорах, механических прессах, – криво-
шипно-ползунный, представленный на рисунке. 

 

 
Рисунок. Кривошипно-ползунный механизм 

 
Он состоит из двух однородных стержней 1 и 2, длины которых 1l  

и 2l , и ползуна 3, массы их равны 1m , 2m  и 3m  соответственно. На кри-
вошип 1, который может вращаться вокруг неподвижной оси, прохо-
дящей через точку 0, действует пара сил, момент которых равен М, на 
ползун 3, движущийся поступательно внутри цилиндра, действует сила 
F
G

, шатун 2 при этом совершает плоское движение. Кинетическая энер-
гия такой системы равна сумме кинетических энергий этих трех тел: 
 1 2 3 ,T T T T= + +  (1.1.13) 

причем 

 2
1 1 1

1 ,
2

T I= ω  (1.1.14) 

 2 2
2 2 2

1 1 ,
2 2C CT m v I= + ω  (1.1.15) 

 2
3 3 3

1 .
2

T m v=  (1.1.16) 

Механизм имеет одну степень свободы. В качестве обобщенной 
координаты выберем угол поворота кривошипа 1, т. е. положим q = ϕ . 
Все скорости, фигурирующие в (1.1.14)–(1.1.16), нужно выразить че-
рез обобщенную скорость, которой в данном случае будет угловая 
скорость кривошипа: 1q = ϕ = ω�� . Проще всего это можно сделать в ко-
ординатной форме. Из рисунка видно, что 

 1 2
1cos cos ,
2Cx l l= ϕ + ψ  (1.1.17) 

x 

M

0

1 2 

3

Cx

Cy  

F
G

 

ϕ  ψ

C 

y 



 8 

 2
1 sin ,
2Cy l= ψ  (1.1.18) 

 3 1 2cos cos ,x l l= ϕ + ψ  (1.1.19) 

поэтому проекции скорости центра масс звена 2 на оси равны 

 1 2
1sin sin ,
2Cx l l= − ϕ ϕ − ψ ψ� ��  (1.1.20) 

 2
1 cos ,
2Cy l= ψ ψ��  (1.1.21) 

а скорость ползуна определяется выражением 
 3 1 2sin sin ,x l l= − ϕ ϕ − ψ ψ� ��  (1.1.22) 

что дает возможность написать 

 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2

1sin sin sin ,
4C C Cv x y l l l l= + = ϕ ϕ + ϕψ ϕ ψ + ψ� � � �� �  (1.1.23) 

 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 1 2 1 2sin sin 2 sin sin .v x l l l l= = ϕ ϕ + ψ ψ + ϕψ ϕ ψ� � � ��  (1.1.24) 

Угловая скорость шатуна определяется производной по времени 
от угла ψ: 
 2 .ω = ψ�  (1.1.25) 

Теперь остается только выразить угол ψ через ϕ. Это можно сде-
лать с помощью теоремы синусов, в соответствии с которой 

 1 2 ,
sin sin

l l
=

ψ ϕ
 

откуда следует 

 1

2

sin sinl
l

ψ = ϕ  (1.1.26) 

и, следовательно, 

 1

2

cos cos ,l
l

ψ ψ = ϕ ϕ� �  (1.1.27) 

или при учете (1.1.26) 

 1 1 1
2 2 2 2 2

22 1 2 1
2 2

2

cos cos cos .
1 sin sin1 sin

l l l
l l l ll

l

ϕ ϕ ϕ
ψ = ϕ = ϕ = ϕ

− ψ − ϕ
− ϕ

� � � �  (1.1.28) 
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Подставив (1.1.23)–(1.1.25) с учетом (1.1.26), (1.1.28) в (1.1.14)–
(1.1.16) и затем в (1.1.13), получим выражение для кинетической энергии 

 
2 2 2 2

2 21 1 2
1 2 1 2 2 22 2 2

2 12 1

sin cos cossin
2 4( sin )sin

l lT I m l
l ll l

⎡ ⎛ ⎞ω ϕ ϕ ϕ⎢ ⎜ ⎟= + ϕ + + +
⎜ ⎟− ϕ⎢ − ϕ⎝ ⎠⎣

 

 
2 2 2 2 2 2

2 21 1 1
3 12 2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1

cos sin cos 2 sin cos sin
sin sin sin

C
l l lI m l

l l l l l l

⎤⎛ ⎞ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ⎥⎜ ⎟+ + ϕ + + =
⎜ ⎟− ϕ − ϕ ⎥− ϕ⎝ ⎠⎦

 

 
2 2 2 2 22

2 2 1 2 2 3 11
1 2 3 1 2 2 2

2 1

cos ( 3 sin )( ) sin
2 3( sin )

l m l m lI m m l
l l

⎡ ϕ + ϕω
= + + ϕ + +⎢ − ϕ⎣

 

 
2 2

2 3 1
2 2 2
2 1

( 2 ) sin cos .
sin

m m l

l l

⎤+ ϕ ϕ
⎥+
⎥− ϕ ⎦

 (1.1.29) 

Здесь было использовано выражение для момента инерции 
стержня 2 относительно оси, проходящей через его центр масс, т. е. 

 
2

2 2 .
12C

m lI =  

Сравнение выражения (1.1.29) с (1.1.7) показывает, что инерцион-
ный коэффициент ( )m ϕ  в данном случае равен множителю в послед-
них квадратных скобках и имеет размерность момента инерции (его 
еще называют приведенным моментом инерции). Производная от него 
по обобщенной координате будет иметь весьма громоздкий вид, по-
этому упростим задачу, считая кривошип и шатун одинаковыми 
стержнями, т. е. положим 1 2 1 2,  m m m l l l= = = = . Тогда 

 2 2 2
3

2( ) 2( 2 ) sin
3

m ml m m lϕ = + + ϕ  (1.1.30) 

и 

 2
3( ) 2( 2 ) sin 2 .m m m l′ ϕ = + ϕ  (1.1.31)  

Теперь определим обобщенную силу. Для этого нужно сообщить 
системе возможное перемещение и найти работу всех активных сил на 
этом перемещении. Для простоты будем считать, что механизм распо-
ложен в горизонтальной плоскости – это снимет вопрос о работе сил 
тяжести. При этом необходимо придерживаться правила: выбор  
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направления возможного перемещения должен быть таким, чтобы ра-
бота движущих сил была положительной. Будем считать таковым 
вращающий момент М, тогда возможным перемещением кривошипа 
будет поворот на угол δϕ  против хода часовой стрелки. Работа актив-
ных сил будет равна 

 3 3.xA M F r M F xδ = δϕ + ⋅ δ = δϕ + δ
G G  (1.1.32) 

Воспользовавшись формулой (1.1.19), которая в рассматриваемом 
упрощенном случае принимает вид 
 3 2 cos ,x l= ϕ  
получим 
 3 2 sin ,x lδ = − ϕδϕ  

что после подстановки в (1.1.32) дает 
 ( 2 sin ) .A M Flδ = − ϕ δϕ  

Коэффициент при δϕ  в последнем выражении и есть обобщенная 
сила: 
 2 sin .Q M Fl= − ϕ  (1.1.33) 

Подставив (1.1.30), (1.1.31) и (1.1.33) в (1.1.12), получим уравне-
ние движения кривошипно-ползунного механизма:  

 2 2 2 2 2
3 3

2 2( 2 ) sin ( 2 ) sin 2
3

ml m m l m m l⎡ ⎤+ + ϕ ϕ + + ϕ ϕ =⎢ ⎥⎣ ⎦
�� �  

 2 sin .M Fl= − ϕ  (1.1.34) 

Как видим, даже в простейшем случае уравнение, описывающее 
динамическое поведение механизма, является нелинейным независи-
мо от того, что представляют собой силовые факторы М и F

G
, а они, 

вообще говоря, могут быть функциями ϕ и ϕ� .  
 

1.2. Характеристики приводов 
 

Приводом машин и механизмов называется система взаимосвя-
занных устройств для приведения в движение звеньев, входящих в со-
став машины или механизма. 

Для приведения в движение современных машин используются в 
основном электрические, гидравлические, паровые, газовые (пневма-
тические) двигатели, и другие. 
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Наибольшее распространение получили электродвигатели, по-
скольку они имеют следующие преимущества перед остальными: 

1) возможность пуска двигателя под нагрузкой; 
2) удобство реверсирования, т. е. изменения направления движе-

ния на противоположное; 
3) возможность регулировки скорости; 
4) удобство управления и возможность автоматизации управления 

пусковыми и тормозными устройствами; 
5) высокий коэффициент полезного действия. 
Каждый двигатель имеет свою механическую характеристику, 

под которой понимается зависимость его силового параметра от ки-
нематических величин – времени, координат и скоростей. Механиче-
ские характеристики чаще всего определяются экспериментально. 

Примеры некоторых приводов и их характеристик представлены 
на рис 1.2.1–1.2.6. 

 

            

         

xF

0 0l x 

Закон Гука: 
0 0( )F c l l c x l= − = − . 

Рис. 1.2.4. Характеристика 
пружинного привода 

c 

F
G

 
0l  

с – жесткость пружины;  
0l – ее естественная длина; l – длина 

пружины в произвольном состоянии;  
F
G

– упругая сила 
Рис. 1.2.3. Пружинный привод 

0 l 

F 

t 

F – модуль силы; t – время 
Рис. 1.2.2. Характеристика 

гиревого привода 

1
P
G

2

F
G

 

1 – ведущее звено; 2 – ведомое звено; 
P
G

– сила тяжести; F
G

– сила,  
действующая на ведомое звено 
Рис. 1.2.1. Гиревой привод 

x 
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Принцип действия асинхронных двигателей основан на наличии 

вращающегося магнитного поля, создаваемого в обмотках статора, 
подключенных к разным фазам электрического тока. Вследствие это-
го в обмотке ротора возникает индукционный ток, взаимодействие 
которого с магнитным полем статора приводит к силам, поворачи-
вающим ротор. Ротор в своем вращении отстает от вращения маг-
нитного поля, поэтому такой двигатель и называется асинхронным. 
Смысл величин на рис. 1.2.6 следующий: pM – пусковой момент, 

kM – максимальный, cω – скорость вращения магнитного поля. При 
cω< ω  реализуется режим двигателя, при cω> ω – режим генератора. 

Участок характеристики 0 k< ω< ω  соответствует неустойчивому 
пусковому, интервал k cω < ω< ω  – устойчивому рабочему режиму. 
При аналитических расчетах вращающий момент на валу двигателя в 
рабочем режиме аппроксимируется линейной функцией от угловой 
скорости ротора вида  

 1 ,k

k c

MM
s

⎛ ⎞ω
= −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 (1.2.1) 

где  

 .c k
k

c

s ω − ω
=

ω
 

Асинхронный двигатель трехфазного тока отличается большой 
простотой устройства, обладает хорошими механическими характери-
стиками, в силу чего получил широкое распространение. 

0

M

kM

pM

М – вращающий момент на 
валу двигателя; ω – угловая 
скорость вращения вала 

Рис. 1.2.6. Характеристика 
асинхронного двигателя 

kω cω ω
v

P 

Р – давление на выходе; 
v – скорость поршня 

Рис. 1.2.5. Характеристика 
насосной установки 
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1.3. Решение уравнений динамики жестких систем  
в простейших случаях 

 
Ранее было установлено, что уравнение движения системы с од-

ной степенью свободы имеет вид 

 21 ( )( ) .
2

dm qm q q q Q
dq

+ =�� �  (1.3.1) 

При наличии в системе стержней (а это – скорее правило, чем 
исключение) оно является нелинейным и его аналитическое реше-
ние возможно только в исключительных случаях. При невозможно-
сти отыскания аналитического решения, даже приближенного, сле-
дует обращаться к численным методам, реализуемым с помощью 
вычислительной техники, которые позволяют решать уравнения 
произвольной сложности. Имея все-таки в виду аналитические воз-
можности, рассмотрим простейшие варианты, так называемые ин-
тегрируемые случаи, считая инерционный коэффициент постоянной 
величиной, которую в дальнейшем будем обозначать m. Тогда вто-
рое слагаемое в (1.3.1) выпадает и уравнение приобретает более 
простой вид: 
 .mq Q=��  (1.3.2) 

Обобщенная сила при этом может зависеть от t, q, q�  или их ком-
бинаций. 

1. Простейшим является случай постоянной силы: Q = const (ги-
ревой привод, например). Для сокращения записи обозначим 

 .Qa
m

=  (1.3.3) 

Тогда уравнение (1.3.2) примет вид 
 .q a=��  (1.3.4) 

Решением дифференциального уравнения, как известно, является 
функция, подстановка которой в уравнение обращает его в тождество. 
Процесс нахождения такой функции называется интегрированием 
дифференциального уравнения и для каждого типа дифференциально-
го уравнения этот процесс реализуется по-своему. Есть, однако, спо-
соб, применимый к весьма широкому кругу задач динамики, который 
называется методом разделения переменных. Его идея очень проста. 
Интеграл представляет собой выражение вида 
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 ( ) ,f x dx∫  (1.3.5) 

поэтому нужно представить обе части дифференциального уравнения 
в виде функции какой-то переменной, умноженной на дифференциал 
этой же переменной, что и позволит выполнить интегрирование. Но 
для этого уравнение второго порядка сначала нужно свести к системе 
двух уравнений первого порядка. Введем новую переменную 

 ,dq v
dt

=  (1.3.6) 

тогда уравнение (1.3.4) примет вид 

 .dv a
dt

=  (1.3.7) 

Система двух уравнений первого порядка (1.3.6), (1.3.7) эквива-
лентна уравнению второго порядка (1.3.4) и в них возможно разделе-
ние переменных. Умножим обе части уравнения (1.3.7) на dt: 
 .dv adt=  (1.3.8) 

Обе части полученного уравнения имеют вид подынтегрального 
выражения (1.3.5), поэтому 

 dv adt a dt= =∫ ∫ ∫  

и, следовательно, 
 1,v at C= +  (1.3.9) 

где 1C – произвольная постоянная. Подставим теперь (1.3.9) в (1.3.6): 

 1.
dq at C
dt

= +  (1.3.10) 

Переменные опять разделяются путем умножения обеих частей на dt 
 1( )dq at C dt= +  (1.3.11) 

и в результате интегрирования 

 1( )dq at C= +∫ ∫  

получаем закон движения 

 
2

1 2.
2

atq C t C= + +  (1.3.12) 
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Это хорошо известный закон равноускоренного движения. В та-
ком виде, однако, он не представляет какого-либо интереса, поскольку 
содержит две произвольные постоянные. Физический смысл имеют 
решения, удовлетворяющие заданным начальным условиям. Для 
уравнений второго порядка, каковыми являются все динамические 
уравнения, необходимо задать положение и скорость в начальный мо-
мент времени (его всегда можно считать нулевым), т. е. задать состоя-
ние системы в начальный момент времени  
 0 0(0) ,   (0)q q q v= =�  (1.3.13) 

и потребовать, чтобы в этот момент выражения (1.3.9)  и (1.3.12) при-
нимали значения (1.3.13). Тогда задача имеет единственное решение. 
Нетрудно видеть, что это требование приводит к тому, что 
 1 0 2 0,   C v C q= = , 

поэтому частное решение уравнения (1.3.4), удовлетворяющее на-
чальным условиям (1.3.13), приобретает вид 

 
2

0 0.
2

atq v t q= + +  (1.3.14) 

Следует отметить, что только в случае равноускоренного дви-
жения произвольные постоянные имеют такой простой физический 
смысл. 

2. Движение под действием сил, зависящих от времени: Q = Q(t). 
Обозначим a(t) = Q(t) / m, опять введем новую переменную 

 ,dq v
dt

=  (1.3.15) 

в результате чего уравнение (1.3.4) примет вид 

 ( ).dv a t
dt

=  (1.3.16) 

Разделив в нем переменные и выполнив интегрирование, получим 

 1 1 1( ) ( ) ,v a t dt C f t C= + = +∫  (1.3.17) 

где вид функции 1( )f t  может быть определен после задания конкрет-
ного вида ( )Q t . Подстановка выражения для скорости в (1.3.15), раз-
деление переменных и интегрирование приводит к следующему: 

 1 1 2( ) .q f t dt C t C= + +∫  (1.3.18) 



 16 

Постоянные интегрирования, разумеется, должны быть определе-
ны по начальным условиям. 

3. Движение под действием сил, зависящих от положения: Q = Q(q). 
Обозначив через ( ) ( ) /a q Q q m= , получим тем же способом, что и выше 

 ,dq v
dt

=  (1.3.19) 

 ( ).dv a q
dt

=  (1.3.20) 

В этом случае ускорение не зависит от времени явно, а только че-
рез q, такая же зависимость должна быть и у скорости, т. е. она долж-
на рассматриваться как сложная функция времени и поэтому 

 ,dv dv dq dv v
dt dq dt dq

= =  (1.3.21) 

в результате чего уравнение (1.3.20) принимает вид 

 ( ),dvv a q
dq

=  (1.3.22) 

переменные в котором разделяются, а интегрирование тогда дает 

 
2

1 1( ) ( ) ,
2
v a q dq C f q C= + = +∫  (1.3.23) 

где через  f обозначен фигурирующий слева интеграл. Из последнего 
соотношения следует 

 12( ( ) ),v f q C= ± +  (1.3.24) 
т. е. 

 12( ( ) ),dq f q C
dt

= ± +  (1.3.25) 

переменные опять разделяются и поэтому 

 2
1

.
2( ( ) )

dq t C
f q C

± = +
+∫  (1.3.26) 

Неоднозначность, обусловленная извлечением квадратного корня 
в (1.3.24), снимается в каждом конкретном случае определенными фи-
зическими соображениями. Обратив соотношение (1.3.26), получим 
зависимость координаты от времени: 
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 1 1 2( ,  ,  ).q f t C C=  (1.3.27)  

4. Движение под действием сил, зависящих от скорости: ( ).Q Q q= �  
Уравнение (1.3.4) в этом случае эквивалентно системе 

 ,dq v
dt

=  (1.3.28) 

 ( ),dv a v
dt

=  (1.3.29) 

где обозначено ( ) ( ) /a v Q v m= . Переменные разделяются в уравнении 
(1.3.29) путем деления обеих частей на а и умножения на dt. Интегри-
рование полученного выражения дает 

 1 1( ,  ),
( )
dvt C f v C

a v
= + =∫  (1.3.30) 

откуда следует 
 1

1( ,  ),v f t C−=  (1.3.31) 

где 1f − – функция, обратная  f. Подстановка (1.3.31) в (1.3.28) приво-
дит к уравнению с разделяющимися переменными, решение которого 
определяет закон движения 

 1
1 2( ,  ) .q f t C dt C−= +∫  (1.3.32) 

Некоторые примеры применения рассмотренных способов реше-
ния дифференциальных уравнений приведены ниже. 

 
1.4. Вибротранспортировка  
при постоянном давлении 

 
Вибрационной называется машина, исполнительному органу ко-

торой сообщают вибрацию для осуществления выполняемого процес-
са или повышения качества выполняемой работы. 

Примером такой машины может служить виброгрохот с горизон-
тальным расположением просеивающей поверхности. При работе 
виброгрохота часть сыпучего материала просеивается через отверстия 
сита, а остальная часть перемещается по горизонтальной поверхности 
к разгрузочному концу грохота. 

Вибрационная транспортировка в грохоте основана на том, что 
рабочий орган машины в начале и в конце каждого цикла колебаний 
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занимает одно и то же положение, а 
транспортируемый груз в каждом цикле 
продвигается вперед относительно рабо-
чего органа. При безударной вибро-
транспортировке это продвижение про-
исходит без удара о рабочий орган. Дав-
ление на поверхность сита не меняется. 
В простейшем случае этот процесс мож-
но смоделировать в виде  груза массой 

m, лежащего на плоскости рабочего органа машины, который совер-
шает горизонтальные колебания с размахом s (рис. 1.4.1). Груз прижат 
к плоскости силой тяжести mg, которая вызывает силу трения, пре-
пятствующую перемещению груза относительно рабочего органа. 
Максимальное значение  силы трения равно μmg, где μ – коэффици-
ент трения покоя. Если принять μ постоянным при покое и движении, 
то при относительном перемещении груза по плоскости сила трения 
сохранит значение, равное μmg.  

Уравнение движения груза при его перемещении вперед (вправо 
на рис. 1.4.1) имеет вид 

 ,ma mg= −μ  (1.4.1) 

где a  – ускорение груза. 
Отсюда следует, что отрицательное ускорение груза не может 

быть по модулю больше μg, и если на участке замедления (выбега) 
рабочий орган будет иметь модуль ускорения 2a g> μ , то груз в своем 
движении будет опережать рабочий орган (скольжение). 

Пусть, например, рабочий орган совершает движение, в котором 
скорость изменяется по закону, показанному на рис. 1.4.2, а (сплош-
ная линия). Здесь рабочий орган движется с постоянным ускорением 

1a g< μ  в течение времени 1t  и с замедлением 2a g> μ  в течение вре-
мени 2t . Из условия периодичности движения следует 

 1 1 2 2 ,a t a t=    0 1 1
1 .
2

v a t=  (1.4.2) 

Соответствующий закон изменения ускорения рабочего органа 
показан на рис. 1.4.2, б. Так как 2 ,a g> μ  то в течение времени 2t  име-
ет место проскальзывание и груз движется с замедлением gμ , что по-
казано штриховой линией АВ на рис. 1.4.2, а. В точке В скорость гру-
за оказывается больше, чем скорость рабочего органа, скольжение 
продолжается и груз движется с тем же замедлением, пока в точке С 

s  

m

Рис. 1.4.1. Схема безударной 
транспортировки груза 
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скорости груза и рабочего органа не выравняются. Далее (линия СD) 
груз движется вместе с рабочим органом с ускорением 1a . В точке D 
снова начинается скольжение, и процесс повторяется. График измене-
ния ускорения груза показан на рис. 1.4.2, б штриховой линией. Вне 
этого участка он совпадает с графиком ускорений рабочего органа. 

 

 
Рис. 1.4.2. Законы изменения скорости (а)  
и ускорения (б) рабочего органа машины 

 
Перемещение груза за цикл определяется интегрированием ско-

рости. Так как перемещение рабочего органа за цикл равно нулю, то 
существенно лишь относительное перемещение, которое выражается 
площадью S треугольника АСЕ. 

 2
1 1 .
2 2ACE ABE BCES S S BE t BE= + = ⋅ + ⋅ θ  (1.4.3) 

 0 2 1 1 2 1 1
1 1,     ,     ,
2 2

BE BM ME BM v gt a t gt ME a t= + = − μ = − μ =  

 1 1 2 2 1,       ( ),       ,C A C EBE a t gt v v g t v v a= − μ = − μ θ + = + θ  

 1 1 2 1 1 1
1 1 ,
2 2

a t g gt a t a− μ θ − μ = − + θ  

 1 1 2 1( ),a t gt a g− μ = θ + μ  

 1 1 2

1

.a t gt
a g
− μ

θ =
+ μ

  (1.4.4) 

E
C

D
B

M0 

A 

V 

a

θ 
t1 t2 

a 

V 0
 

V 0
 

a 1
 

a 2
 μg

 

t 

t 

б
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 ( ) 1 1 2
2 1 1 2 2

1

1 1( )
2 2ACE

a t gtS BE t a t gt t
a g

⎛ ⎞− μ
= + θ = − μ + =⎜ ⎟+ μ⎝ ⎠

 

 ( ) 1 1 1 2 2 2
1 1 2

1

1
2

a t a t gt gta t gt
a g

⎛ ⎞+ − μ + μ
= − μ =⎜ ⎟+ μ⎝ ⎠

 

 21 1 2 1 1 1 2 2
1 2 2

1 1

( )( ) ( )1 1 ( ) .
2 ( ) 2 ( )

a t gt a t a t a ga a t
a g a g

− μ + − μ
= = +

+ μ + μ
  (1.4.5) 

Учитывая, что период колебания рабочего органа 1 2 ,t tτ = +  най-
дем 2t  из (1.4.2): 

 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 2,     ,     ,a t a t t t a a t a t= = τ − τ − =  

 1
2

1 2

.at
a a

τ
=

+
 (1.4.6) 

Запишем (1.4.5) с учетом (1.4.6): 

 2 1 2
1

1 1 2

( )1 .
2 ( ) ( )

a a gS a
a g a a

− μ
= τ

+ μ +
 (1.4.7) 

Чтобы установить предельно возможное перемещение груза за 
цикл, заметим, что предельное значение 1a  составляет gμ (иначе будет 
проскальзывание). Поэтому 

 2
max

1
4

S g= μ τ  (при 1  a g= μ и  2

1

a
a

→∞ ).  (1.4.8) 

Среднюю скорость перемещения груза v  найдем, разделив s  на τ : 

1 2
1

1 1 2

1 ( ) ,
2 ( )

a a gv a
a g a a

−μ
= τ

+ μ +
  max

1 ,    
4

v g= μ τ 1 2( ,   )a g a= μ →∞   (1.4.9) 

Из полученных зависимостей видно, что скорость перемещения 
груза возрастает с увеличением периода качаний рабочего органа (то 
есть со снижением его частоты). При этом ход рабочего органа  

 
2 2 2

1 1 2 2

8 8 8
a t a ts g τ

= + ≈ μ  (1.4.10) 

быстро возрастает. 
Заметим, что условие 1 ,a g≤ μ  использованное нами выше, не явля-

ется обязательным. При наличии несимметричного закона движения 
1 2( )a a≠  транспортировка будет осуществляться и в случае 1 ,a g> μ  од-
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нако при этом расход энергии на транспортировку увеличится, так как 
груз будет проскальзывать по рабочему органу не только вперед, но и 
назад. В этом случае скорость транспортировки не увеличивается. 

 
1.5. Вибрационные грохоты с подбрасыванием груза 

 
Если перемещаемый материал (груз) допускает подбрасывание с 

последующим ударом о поверхность рабочего органа, то можно полу-
чить большую скорость перемещения груза по сравнению с безудар-
ной вибротранспортировкой. Увеличение скорости перемещения ма-
териала в виброгрохоте с подбрасыванием груза объясняется тем, что 
горизонтальное перемещение груза в нем происходит при свободном 
полете в отличие от его скольжения по рабочему органу. 

На рис. 1.5.1 показана схема вибрационного грохота, в котором 
рабочий орган совершает колебания, направленные под углом α  к го-
ризонтали, по гармоническому закону 
 sin  ,s A t= ω  

где A−амплитуда, ω−круговая частота, t −время. 
 

 
Рис. 1.5.1. Схема вибрационного грохота  

с подбрасыванием груза 
 

Вертикальная и горизонтальная составляющие движения рабочего 
органа определяются соотношениями 
 sin sin  ,y A t= α ⋅ ω  

 cos sin  .x A t= α ⋅ ω  (1.5.1) 
Дифференцирование по времени дает: 

 2sin cos  ,      sin sin  ,y A t y A t= ω α ⋅ ω = − ω α ⋅ ω� ��  

 2cos cos  ,      cos sin  .x A t x A t= ω α ⋅ ω = − ω α ⋅ ω� ��  (1.5.2) 

y

xα

0

s
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Рассмотрим сначала вертикальное движение груза после отрыва 
его от рабочего органа, которое происходит в момент 1t , когда верти-
кальное ускорение y��  по абсолютной величине становится равным ус-
корению силы тяжести g : 

 2
1sin sin  .A t gω α ⋅ ω =  

Основным параметром вибрационной транспортировки указанно-
го типа является безразмерный коэффициент режима вибрации: 

 
2 sin .B

Ak
g

ω α
=  (1.5.3) 

Этот коэффициент показывает, во сколько раз максимум вер-
тикальной составляющей ускорения рабочего органа maxy��  больше 
ускорения силы тяжести. Момент времени 1t , при котором проис-
ходит отрыв груза, связан с коэффициентом режима вибрации соот-
ношением 

 1
1sin  .
B

t
k

ω =  (1.5.4) 

Свободный полет груза в вертикальном направлении описывается 
уравнением 

 
2

1
0 0 1

( )( ) ,
2

t tY y y t t g −
= + − −�  (1.5.5) 

где Y – вертикальное перемещение груза; 0y −начальное положение 
груза в момент отрыва от рабочего органа; 0y −� начальная скорость 
груза в этот же момент. 

Из соотношений (1.5.1) и (1.5.2) получаем: 
 0 1 0 1sin sin ,      sin cos .y A t y A t= α ⋅ ω = ω α ⋅ ω�  (1.5.6) 

Подставляя значения 0y  и 0y�  в уравнение (1.5.5) и принимая во 
внимание (1.5.3) и (1.5.4), имеем 

 21 1
1 12

sin cos ( ) ( ) .
2

B Bgk t gk t gY t t t tω ω
= + − − −

ω ω
 (1.5.7) 

Момент времени падения груза на рабочий орган находим из ус-
ловия y Y= : 

21 1
2 2 1 2 12

sin cossin sin ( ) ( ) .
2

B Bgk t gk t gA t t t t tω ω
α ⋅ ω = + − − −

ω ω
 (1.5.8) 
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Введем обозначение   

 2 1( ).
2

w t tω
= −  (1.5.9) 

Тогда уравнение (1.5.8) принимает вид 

 
2

1 1
1 2 2 2

sin 2 cos 2sin sin(2 ) ,B Bgk t wgk t gwA w t ω ω
α ⋅ + ω = + −

ω ω ω
 

или с учетом (1.5.3) и (1.5.4) 

 2
1 1 1 1sin(2 ) sin 2 cos 2 sin .w t t w t w t+ ω = ω + ω − ω  (1.5.10) 

Из квадратного уравнения (1.5.10) при известном значении 1tω  
находим w  и затем 2t  из (1.5.9). В момент времени 2t  происходит 
удар, и если нет отскока, груз движется в контакте с рабочим органом 
до нового отрыва при 1 2 / .t t= + π ω  На рис. 1.5.2 штриховой линией 
показан график ( )Y t  при 2 1 2 / .t t< + π ω  При 2 1 2 /t t= + π ω  наблюдает-
ся режим непрерывного подбрасывания. Для этого режима .w = π  
Подставляя w = π  в уравнение (1.5.10), находим значение 1t

∗ω , при ко-
тором будет режим непрерывного подбрасывания: 

 2
1 1 1 1sin sin 2 cos 2 sin ,t t t t∗ ∗ ∗ ∗ω = ω + π ω − π ω  

или 

 1
1 .tg t∗ω =
π

 (1.5.11) 
 

 
Рис. 1.5.2. Графики движения рабочего органа  

виброгрохота (сплошная линия) и груза (пунктирная) 

y2

y 

y2 y 
t 

t 

t1 

t2

0

 1
2π
ωt +
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Горизонтальная скорость груза при свободном полете сохраняется 
постоянной и равной горизонтальной составляющей скорости рабоче-
го органа в момент отрыва груза  
 1cos cos ,v A t= ω α ⋅ ω  
или 

 
2 1

cos .B

B

k
v A

k
−

= ω α  (1.5.12) 

После удара груз некоторое время находится в контакте с рабо-
чим органом, то есть горизонтальная составляющая скорости груза 
v x= �  определяется по соотношениям (1.5.2). Вследствие относитель-
ной кратковременности контакта груза с рабочим органом считают, 
что горизонтальную скорость груза можно принять постоянной и рав-
ной скорости v  с поправочным коэффициентом b , зависящим от вида 
перемещаемого материала: 

 
2 1

cos .В

B

k
v bA

k
−

= ω α  (1.5.13) 
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2. ДИНАМИКА УПРУГИХ СИСТЕМ 
 
 

На предыдущих лекциях были рассмотрены жесткие системы, 
которые, как уже отмечалось, являются определенной идеализацией 
реальных, т. е. деформируемых систем. В некоторых случаях при-
ближения абсолютно твердых систем вполне достаточно для выясне-
ния качественных и даже количественных характеристик. Но суще-
ствует множество ситуаций, когда с помощью такого приближения 
нельзя объяснить динамическое поведение устройства, и поэтому не-
обходимо учитывать упругие свойства системы. При этом возникают 
серьезные проблемы, связанные с бесконечным числом степеней 
свободы таких систем, рассмотрение которых выходит далеко за рам-
ки нашего курса. Однако в зависимости от характера изучаемого 
явления и требуемого уровня строгости можно ограничить число 
учитываемых степеней свободы, выбирая в качестве расчетной схе-
мы реальной конструкции систему с конечным числом степеней сво-
боды и даже одной.  

Ограничение числа учитываемых в расчете степеней свободы мо-
жет быть выполнено различными способами. Часто в реальной конст-
рукции можно выделить массивные элементы, деформацией которых 
можно пренебречь, и упругие элементы с малыми массами. Пренеб-
режение этими массами снимает необходимость рассмотрения про-
блем динамики упругих тел. В этом случае расчетная схема представ-
ляет собой ряд жестких массивных тел, соединенных  невесомыми 
упругими связями. 

При этом только в простейших случаях потенциальная энергия 
упругих сил (даже в случае справедливости закона Гука) оказывается 
квадратичной по параметрам, определяющим положение системы, в 
общем же случае зависимость оказывается иной, что приводит к не-
линейным уравнениям. Наиболее удобным средством для получения 
уравнений движения таких систем являются уравнения Лагранжа вто-
рого рода 

 ,     ( 1,  2,  ...,  ),d T T U Q s
dt q q q α

α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− = − + α =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�

 (2.1) 

где Т и U – кинетическая и потенциальная энергии системы; Qα – не-
потенциальные обобщенные силы; qα – обобщенные координаты; qα� – 
обобщенные скорости; s – число степеней свободы. 
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2.1. Малые колебания консервативной системы  
около положения устойчивого равновесия 

 
Консервативная система, т. е. система, на которую действуют 

только потенциальные силы, описывается уравнениями вида (2.1) без 
последнего слагаемого: 

 .d T T U
dt q q qα α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− = −⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�

 (2.1.1) 

Напомним, что если  есть такие значения обобщенных координат 0qα , 
при которых все производные от потенциальной энергии равны нулю 

 
0

0       (  = 1, 2, ..., ),
q q

U s
q

α α
α =

∂
= α

∂
 (2.1.2) 

то такое положение системы называется равновесным. Если это поло-
жение равновесия является устойчивым, то при малых отклонениях 
qα  от 0qα  и малых скоростях qα�  система будет совершать колебатель-
ное движение вблизи этого устойчивого положения равновесия. Дос-
таточное условие устойчивости положения равновесия определяется 
теоремой Лагранжа – Дирихле: если в положении равновесия консер-
вативной системы с идеальными и стационарными связями потен-
циальная энергия имеет изолированный минимум, то такое положение 
равновесия является устойчивым.  

В случае системы с одной степенью свободы это означает 

 
0 0

2

20,     0,
q q q q

U U
q q= =

∂ ∂
= >

∂ ∂
 (2.1.3) 

для систем с несколькими степенями свободы критерий устойчивости 
имеет более сложный вид. Без ограничения общности будем считать, 
что 0 0qα =  и (0) 0U =  (выбор нулевой точки потенциальной энергии 
всегда позволяет это сделать). 

Разложим потенциальную энергию в ряд по отклонениям обоб-
щенных координат от равновесных (нулевых) значений: 

1 2( ,  ,  ...,  )sU q q q =  

 
2

,
0 , 0

1(0,  0,  ...,0) ...
2

q q q

U UU q q q
q q q

α α β

α α β
α α βα α β= =

∂ ∂
= + + +∑ ∑

∂ ∂ ∂
 (2.1.4) 
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Первое слагаемое в правой части обращается в нуль в силу выбо-
ра нулевой точки потенциальной энергии, второе – из условия равно-
весия, так что первым неисчезающим членом оказывается третий. 
Введем обозначения 

 
2

, 0q q

Uc
q q

α β

αβ
α β =

∂
=
∂ ∂

 (2.1.5) 

и назовем эти величины квазиупругими коэффициентами, или 
обобщенными коэффициентами жесткости. Из определения (2.1.5) 
видно, что  
 ,c cαβ βα=  (2.1.6) 

т. е. матрица этих коэффициентов является симметричной. 
Считая отклонения значений обобщенных координат от равно-

весных малыми, в разложении (2.1.4) можно пренебречь всеми члена-
ми, кроме первого неисчезающего. Тогда потенциальная энергия при-
мет вид 

 1
,

1( ,  ...,  ) .
2sU q q c q qαβ α β

α β

≈ ∑  (2.1.7) 

Если квадратичная форма (2.1.7) положительно определена, т. е. 
0U > , то значение (0) 0U =  является минимальным и, следовательно, 

рассматриваемое положение равновесия устойчиво. 
Положительная определенность квадратичной формы устанавли-

вается теоремой Сильвестра: для того чтобы квадратичная форма бы-
ла положительно определенной, необходимо и достаточно, чтобы все 
главные диагональные миноры матрицы этой формы были положи-
тельны (доказательство этой теоремы можно найти в соответствую-
щем разделе курса высшей математики). 

Матрица квадратичной формы (2.1.7) имеет вид 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

  ... 
  ... 

,
.................

  ... 

s

s

s s ss

c c c
c c c

c

c c c

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.1.8) 

поэтому диагональные миноры равны: 
 1 11,cΔ =  (2.1.9) 
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 11 12
2

21 22

  
,

 
c c
c c

Δ =  (2.1.10) 

 
11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

    
   ,
   

c c c
c c c
c c c

Δ =  …,  (2.1.11) 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

  ...  
  ... 

.
...................

  ... 

s

s
s

s s ss

c c c
c c c

c c c

Δ =  (2.1.12) 

Таким образом, критерий Сильвестра имеет вид 

 1 2 30,   0,   0,  ..., 0.sΔ > Δ > Δ > Δ >  (2.1.13) 

Будем считать, что для рассматриваемой системы условие (2.1.13) 
выполняется. 

Кинетическая энергия системы определяется выражением 

 
2

.
2
i i

i

m vT =∑  (2.1.14) 

Предположим, что на систему наложены стационарные голоном-
ные связи. Так как положение системы однозначно определяется 
обобщенными координатами, а положение каждой точки определяет-
ся ее радиусом-вектором, то последние должны быть функциями 
обобщенных координат, то есть  

 1 2( ,  ,  ...,  )i i sr r q q q=
G G  (2.1.15) 

для всех значений i. Условимся номера точек системы обозначать ла-
тинскими индексами, а номера степеней свободы – греческими. 

Тогда 

 ,i i
i

dr rv q
dt q α

α α

∂
= =

∂∑
G GG �  (2.1.16) 

и поэтому 

 2

,

.i i i i
i i i

r r r rv v v q q q q
q q q qα β α β

α β α βα β α β

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑
G G G GG G � � � �  (2.1.17) 
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Подставим последнее выражение в определение кинетической 
энергии (2.1.14) 

 
,

1
2

i i
i

i

r rT m q q
q q α β

α β α β

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂∑ ∑
G G

� �  (2.1.18) 

и поменяем местами суммирование по номерам степеней свободы и 
частиц: 

 
, ,

1 1  .
2 2

i i i i
i i

i i

r r r rT m q q m q q
q q q qα β α β

α β α βα β α β

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑

G G G G
� � � �  (2.1.19) 

Выражение в круглых скобках представляет собой симметричную 
квадратную матрицу, элементы которой зависят от обобщенных коор-
динат. Введем обозначение 

 ( ) i i
i

i

r rm q m
q qαβ
α β

∂ ∂
= ⋅

∂ ∂∑
G G

 (2.1.20) 

и назовем эти величины инерционными коэффициентами. Тогда кине-
тическая энергия примет вид 

 
,

1 ( ) ,
2

T m q q qαβ α β
α β

= ∑ � �  (2.1.21) 

т. е. она является положительно определенной квадратичной формой 
по обобщенным скоростям. Имея это в виду, разложим инерционные 
коэффициенты в ряд по отклонениям от положения устойчивого рав-
новесия 

 
0

( ) (0) ...
q

m
m q m q

q
γ

αβ
αβ αβ γ

γ γ =

∂
= + +

∂∑ , (2.1.22) 

в котором нужно ограничиться учетом только первого члена, чтобы 
получить выражение с той же точностью, что и при разложении по-
тенциальной энергии, т. е. положить 
 ( ) (0) .m q m mαβ αβ αβ≈ ≡  (2.1.23) 

Кинетическая энергия системы в этом приближении будет иметь вид 

 
,

1 .
2

T m q qαβ α β
α β

= ∑ � �  (2.1.24) 

Подставим (2.1.24) и (2.1.7) в (2.1.1). Будем иметь 
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, ,

1 1
2 2

q qT m q q m q q
q q q q

β γ
βγ β γ βγ γ β

β γ β γα α α α

∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂
= = + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑
� �

� � � �
� � � �

 

 
,

1 ( ),
2

m q qβγ βα γ β γα
β γ

= δ + δ∑ � �  (2.1.25) 

где βαδ – символ Кронекера, обладающий тем свойством, что 

 
1,  
0,  βα

β = α⎧
δ = ⎨ β ≠ α⎩

, (2.1.26) 

т. е. он играет роль фильтра, вырезающего из суммы все члены, кроме 
одного. Поэтому 

 
,

.m q q m q mβγ βα γ γ βγ βα γ αγ
β γ γ β γ

δ = δ =∑ ∑ ∑ ∑� � �  (2.1.27) 

Таким же образом получается 

 
,

.m q q m q m q mβγ γα β β βγ γα β βα γ γα
β γ β γ β γ

δ = δ = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑� � � �  (2.1.28) 

Следовательно,  

 1 ( )
2

T m m q m q
q αγ γα γ αγ γ

γ γα

∂
= + =

∂ ∑ ∑� �
�

 (2.1.29) 

в силу симметрии инерционных коэффициентов. Далее 

 ,d T m q
dt q αγ γ

γα

⎛ ⎞∂
=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∑ ��

�
 (2.1.30) 

 0,T
qα

∂
=

∂
 (2.1.31) 

 
, ,

1 1 ( ) .
2 2

U c q q c q q c q
q q βγ β γ βγ βα γ β γα αγ γ

β γ β γ γα α

∂ ∂
= = δ + δ =

∂ ∂ ∑ ∑ ∑  (2.1.32) 

Окончательно получаем уравнения следующего вида: 

 ,m q c qαγ γ αγ γ
γ γ

= −∑ ∑��  

или после переноса всех слагаемых в левую часть – 

 ( ) 0.m q c qαγ γ αγ γ
γ

+ =∑ ��  (2.1.33) 
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Система уравнений (2.1.33) описывает движение вблизи положе-
ния устойчивого равновесия, и это движение является колебательным. 
В случае системы с одной степенью свободы ( 1α = γ = ) из (2.1.33) 
следует 
 11 1 11 1 11 110       ( 0,   0),m q c q m c+ = > >��  (2.1.34) 

известное уравнение одномерных свободных колебаний. 
 

2.2. Свободные колебания системы  
с одной степенью свободы 

 
Рассмотрим сначала наиболее простой случай свободных колеба-

ний механической системы с одной степенью свободы, который опи-
сывается уравнением, полученным в конце предыдущей лекции: 
 0.mq cq+ =��  (2.2.1) 

В данном случае индексы у инерционного и квазиупругого коэф-
фициентов опущены.  

Уравнение (2.2.1) можно использовать 
для описания, например, поведения машинно-
го агрегата на упругом фундаменте, представ-
ленном на рис. 2.2.1, части формовочной ма-
шины и т. д. 

Запишем это уравнение в стандартной 
форме, разделив обе части на m и введя обо-
значение 

2 ,ck
m

=                       (2.2.2) 

что можно сделать, поскольку коэффициенты 
m и c положительны: 

2 0.q k q+ =��                    (2.2.3) 

Это однородное линейное дифференциальное уравнение с посто-
янными коэффициентами. Его решение будем искать в виде 

 ,tq Ceλ=  (2.2.4) 

где С и λ – постоянные величины, подлежащие определению. Реше-
нием уравнения является то, что обращает его в тождество, поэтому 
подставим (2.2.4) в (2.2.3), учтя при этом, что 

 m 

c 

Рис. 2.2.1. Машина  
на упругом основании 
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 2,    ,t tq C e q C eλ λ= λ = λ� ��  

в результате чего получим 

 2 2( ) 0.tC k eλλ + =  (2.2.5) 

Последнее равенство выполняется тождественно, т. е. для любого  
значения t, если 
 2 2 0.kλ + =  (2.2.6) 

Коэффициент С не может равняться нулю, поскольку тривиаль-
ные (нулевые) решения однородного уравнения нас не интересуют. 

Алгебраическое уравнение (2.2.6) называется характеристиче-
ским уравнением дифференциального уравнения (2.2.3) и имеет 
мнимые корни 
 1 2,    ,ik ikλ = λ = −  (2.2.7) 

которым соответствуют два решения 

 1
1 1 1 ,t iktq C e C eλ= =  (2.2.8) 

 2
2 2 2 .t iktq C e C eλ −= =  (2.2.9) 

Эти решения линейно независимы, так как их отношение не явля-
ется константой, и, как известно, общим решением уравнения (2.2.3) в 
этом случае должна быть их линейная комбинация: 

 1 2 .ikt iktq C e C e−= +  (2.2.10) 

Только на первый взгляд правая часть этого выражения выглядит 
как комплексная и содержит четыре произвольные постоянные, на са-
мом деле, поскольку q – величина действительная, она должна удов-
летворять условию вещественности *q q= , откуда следует, что  

 *
2 1 ,C C=   (2.2.11) 

т. е. решение (2.2.10) содержит только две произвольные постоянные, 
как и должно быть в случае дифференциального уравнения второго 
порядка. Запишем это в явном виде, воспользовавшись известными 
формулами Эйлера 
 cos sin .ie i± α = α ± α  (2.2.12) 
Тогда 
 1 2(cos sin ) (cos sin )q C kt i kt C kt i kt= + + − =  

 1 2 1 2( )cos ( )sin cos sin ,C C kt i C C kt A kt B kt= + + − = +  (2.2.13) 
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где введены новые произвольные постоянные 
 1 2 1 2,    ( ),A C C B i C C= + = −  (2.2.14) 

которые являются вещественными в силу (2.2.11). Решение уравнения 
(2.2.3) можно представить еще в одной форме, введя две новые произ-
вольные постоянные l и δ с помощью соотношений 
 sin ,A l= δ  (2.2.15) 

 cos .B l= δ  (2.2.16) 
Подставив последние равенства в (2.2.13), получим 
 sin cos cos sin sin( ).q l kt l kt l kt= δ + δ = + δ  (2.2.17) 

Таким образом, закон движения системы с одной степенью сво-
боды при малых отклонениях от положения равновесия описывается 
периодической функцией и, следовательно, движение имеет колеба-
тельный характер. Аргумент тригонометрической функции kt + δ  на-
зывается фазой колебаний, величина δ – начальной фазой,  k – цикли-
ческая частота, определяющая число колебаний за 2π секунд, а l – ам-
плитуда колебаний – наибольшее отклонение от положения равнове-
сия. Величины l  и δ определяются начальными условиями 
 0(0) ,q q=  (2.2.18) 

 0(0) .q v=�  (2.2.19) 

Продифференцировав (2.2.17) по времени, получим 
 cos( ),q lk kt= + δ�  (2.2.20)  

поэтому 
 0 sin ,q l= δ  (2.2.21) 

 0 cos .v lk= δ  (2.2.22) 

Отсюда следует, что начальная фаза и амплитуда определяют-
ся как свойствами системы через параметр k, так и начальными 
данными 

 0

0

tg ,q k
v

δ =  (2.2.23) 

 
2

2 0
0 2 .vl q

k
= +  (2.2.24) 
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Период колебаний 

 2 2 m
k c
π

Θ = = π  (2.2.25) 

определяется только свойствами системы. График таких колебаний 
представлен на рис. 2.2.2. 

Вычислим механическую энергию E при свободных колебаниях. 
Она, как известно, определяется суммой кинетической и потенциаль-
ной энергий, т. е. 

 2 21 1 .
2 2

E T U mq cq= + = +�  (2.2.26) 

Подставив сюда (2.2.17) и (2.2.20), будем иметь 
2 2 2 2 2 21 1 1cos ( ) sin ( ) ,

2 2 2
E ml k kt cl kt cl= + δ + + δ =           (2.2.27) 

поскольку 2mk c=  в силу определения (2.2.2). Как и должно быть, 
полная механическая энергия в консервативной системе сохраняется, 

и она оказывается пропорциональной 
квадрату амплитуды колебаний. 

Для качественного изучения об-
щей картины движения системы 
очень полезным является введение в 
рассмотрение так называемой фазовой 
плоскости ( ,  )q q� , в которой строятся 
кривые – фазовые траектории, графи-
чески отражающие зависимость между 
обобщенными координатой и скоро-
стью системы для всего многообра-
зия интегральных кривых. 

Имея в виду (2.2.17) и (2.2.20), получим 

 
2 2

2 2 1,
( )

q q
l kl

+ =
�

 (2.2.28) 

что представляет собой уравнение эллипса, точнее, семейства эллип-
сов, отвечающих тем или иным начальным условиям, изображенным 
на рис. 2.2.3. 

В силу (2.2.27) каждая кривая совпадает с поверхностью уровня 
полной механической энергии Е. Семейство эллипсов возникает из-за 
различных начальных условий. Для всех эллипсов отношение полу-

  

t 

q 

l 

Θ 

0q  

Рис. 2.2.2. График  
гармонических колебаний 



 35

осей одно и то же: /kl l k= , т. е. равно 
частоте собственных колебаний. Замкну-
тость фазовых траекторий свидетельству-
ет о периодичности движения. 

Покою системы в положении ее устой-
чивого равновесия соответствует начало 
координат фазовой плоскости ( 0,q =  

0)q =� . При уменьшении полной энергии,  
т. е. при уменьшении 0q  и 0v , фазовые тра-
ектории стягиваются к началу координат. 

В данном простом примере для нахо-
ждения уравнения фазовой траектории использовался закон движения 
(2.2.17),  в более сложных случаях закон движения может быть и не-
известен и, тем не менее, уравнение фазовой траектории может быть 
определено непосредственно с помощью закона сохранения энергии 

 21 ( ) ( ) const,
2

E m q q U q= + =�  (2.2.29) 

который в самой общей форме устанавливает связь между обобщен-
ными координатой и скоростью, и в  рассматривавшемся случае имеет 
вид (2.2.26). 

Неустойчивое равновесие определяется отрицательным значени-
ем квазиупругого коэффициента: с < 0. В тех же предположениях, что 
и выше, полная энергия системы имела бы вид 

 2 21 1
2 2

E mq c q= −�  (2.2.30) 

и, следовательно, 

 
22

1,
2 2

c qmq
E E

− =
�

 (2.2.31) 

т. е. уравнением фазовой траектории была бы гипербола, которая, как 
известно, не является замкнутой – система все в большей степени от-
клонялась бы от положения неустойчивого равновесия. Тот же ре-
зультат вытекает и из рассмотрения уравнения движения, которое в 
данном случае имеет вид 

 ,mq cq c q= − =��  (2.2.32) 

или 
 0,mq c q− =��  (2.2.33) 

    0 l q

kl 

q�  
1E

2E

Рис. 2.2.3. 1 2E E> .  
Фазовые траектории  

гармонических колебаний 
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откуда 
 2 0,q k q− =��  (2.2.34) 

где 2 .
c

k
m

=  

Уравнение (2.2.34) отличается от (2.2.3) лишь знаком при втором 
слагаемом, но решение его меняется радикально. Решение однородно-
го линейного уравнения опять ищем в экспоненциальной форме 
(2.2.4), подстановка которой в (2.2.34) приводит к характеристическо-
му уравнению 
 2 2 0,kλ − =  (2.2.35) 
имеющему действительные корни kλ = ± , поэтому общее решение 
уравнения (2.2.34) должно иметь вид 

 1 2 ,kt ktq C e C e−= +  (2.2.36) 

т. е. обобщенная координата экспоненциально растет со временем: 
никакой периодичности нет. 
 

2.3. Вынужденные колебания системы  
с одной степенью свободы 

 
Будем считать, что на систему, рассмотренную на предыдущей 

лекции, действует еще зависящая от времени сила ( )F t
G

 (см. рисунок). 
Тогда уравнение движения будет иметь вид 

( ).mq cq F t= − +��                  (2.3.1) 

Разделим все слагаемые на коэффициент при 
ускорении и введем обозначения 

2 ( ),    ( ) .c F tk f t
m m

= =             (2.3.2) 

Тогда уравнение (2.3.1) можно записать так: 
2 ( ).q k q f t+ =��                    (2.3.3) 

Общее решение неоднородного линейного 
уравнения (2.3.3) равно сумме общего решения 
соответствующего однородного уравнения и ча-
стного решения неоднородного 

1 2 ,q q q= +                      (2.3.4) 

 
m 

c 

( )F t
G

 

Рисунок. Машина  
на упругом основании  

под действием  
переменной силы 
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где 1q  удовлетворяет уравнению 

 2
1 1 0.q k q+ =��  (2.3.5) 

Общее решение однородного уравнения было найдено ранее, и 
оно имеет вид 
 1 cos sin .q A kt B kt= +  (2.3.6) 

Частное решение 2q  можно найти с помощью метода вариации 
произвольных постоянных, т. е. в виде (2.3.6), но с коэффициентами, 
зависящими от времени:  
 2 ( )cos ( )sin .q C t kt D t kt= +  (2.3.7)  

Для нахождения функций C и D последнее выражение нужно 
подставить в (2.3.3). Вычислим сначала первую производную по 
времени 
 2 cos sin ( sin cos ).q C kt D kt k C kt D kt= + + − +� ��  (2.3.8) 

Поскольку введены две неизвестные функции, а уравнение (2.3.3) 
только одно, необходимо наложить на эти функции дополнительное 
условие. Положим  

 cos sin 0.C kt D kt+ =� �  (2.3.9) 
Тогда 
 2

2 ( sin cos ) ( cos sin ).q k C kt D kt k C kt D kt= − + − +� ���  (2.3.10) 

Подставив (2.3.7) и (2.3.10) в (2.3.3), будем иметь 

 2( sin cos ) ( cos sin )k C kt D kt k C kt D kt− + − + +� �  
 2 ( cos sin ) ( ).k C kt D kt f t+ + =  (2.3.11) 

Слагаемые, содержащие множитель 2,k  взаимно уничтожаются, в 
результате чего  
 ( sin cos ) ( ).k C kt D kt f t− + =� �  (2.3.12) 

Таким образом, получена система двух уравнений (2.3.9) и 
(2.3.12) для двух неизвестных функций C и D. Запишем ее в стандарт-
ной форме 
 cos sin 0,C kt D kt+ =� �  (2.3.13) 

 1sin cos ( ).C kt D kt f t
k

− + =� �  (2.3.14) 
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Определитель этой системы равен 

 2 2cos sin
cos sin 1,

sin cos
kt kt

kt kt
kt kt

Δ = = + =
−

 (2.3.15) 

поэтому 

 
0 sin

1 1 ( )sin ,1 ( ) cos

kt
C f t kt

kf t kt
k

= = −
Δ

�  (2.3.16) 

 
cos 0

1 1 ( )cos .1sin ( )

kt
D f t kt

kkt f t
k

= =
Δ −

�  (2.3.17) 

В обоих дифференциальных уравнениях (2.3.16) и (2.3.17) пере-
менные отделяются, так что их решения находятся простым интегри-
рованием: 

 
0

1( ) ( )sin ,
t

C t f k d
k

= − τ τ τ∫  (2.3.18) 

 
0

1( ) ( )cos .
t

D t f k d
k

= τ τ τ∫  (2.3.19) 

Подставив эти выражения в (2.3.7), получим частное решение не-
однородного уравнения (2.3.3) в следующем виде: 

 2
0 0

1 1cos ( )sin sin ( )cos
t t

q kt f k d kt f k d
k k

= − τ τ τ + τ τ τ =∫ ∫  

0

1 ( )(sin cos cos sin )
t

f kt k kt k d
k

= τ τ − τ τ =∫  

 
0

1 ( )sin ( ) .
t

f k t d
k

= τ − τ τ∫  (2.3.20) 

Нетрудно убедиться в том, что 2q  удовлетворяет нулевым на-
чальным условиям. Действительно, 2 (0) 0q =  в силу равенства преде-
лов интегрирования в (2.3.20). Для вычисления производной  по вре-
мени от 2q  нужно воспользоваться правилом дифференцирования ин-
теграла с переменными пределами 

 
( ) ( )

( ) ( )

( ,  )( ,  ) ( ,  ) ( ,  ) .
b t b t

a t a t

d db da f t yf t y dy f t b f t a dy
dt dt dt t

∂
= − +

∂∫ ∫  (2.3.21) 
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В нашем случае a = 0, поэтому второе слагаемое в (2.3.21) обра-
щается в нуль, b = t, ( )sin( ) 0f t t t− = , т. е. первое слагаемое тоже рав-
но нулю, в результате чего получим 

 2
0

( )cos ( )
t

q f k t d= τ − τ τ∫�  

и, следовательно, 2 (0) 0q =�  опять из-за равенства пределов интегрирования. 
Итак, общее решение уравнения (2.3.3) имеет вид 

 
0

1cos sin ( )sin ( ) .
t

q A kt B kt f k t d
k

= + + τ − τ τ∫  (2.3.22) 

Постоянные  А и В определяются начальными условиями:   

0
0 ,    qA q B

k
= =

�
. 

 
2.4. Гармоническая возмущающая сила 

 
Рассмотрим случай, когда возмущающая сила зависит от времени 

по простому гармоническому закону, например 
 ( ) sin .F t H pt=  (2.4.1) 

Уравнение (2.3.3) при этом примет вид 

 2 sin .Hq k q pt
m

+ =��  (2.4.2) 

Частное решение этого уравнения  всегда можно получить с по-
мощью формулы (2.3.20), однако в данном случае такой подход нель-
зя назвать наилучшим, поскольку он связан с довольно громоздкими 
преобразованиями подынтегрального выражения; к нему мы будем 
обращаться  тогда, когда другие, более простые средства не позволят 
добиться результата.  

Попытаемся сначала определить частное решение в таком же ви-
де, как и (2.4.1), т. е. положим 
 2 sin ,q C pt=  (2.4.3) 

где С – неизвестная постоянная. Подставим это выражение в уравне-
ние (2.4.2): 

 2 2sin sin sin .HCp pt k C pt pt
m

− + =  
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Это выражение обратится в тождество, если коэффициенты при 
синусах в правой и левой частях окажутся одинаковыми. Следо-
вательно, 

 2 2 ,
( )

HC
m k p

=
−

 (2.4.4) 

и общее решение имеет вид 

 2 2cos sin sin ,
( )

Hq A kt B kt pt
m k p

= + +
−

 (2.4.5)  

т. е. движение системы представляет собой наложение двух колебаний 
с разными частотами. Два первых слагаемых соответствуют свобод-
ным колебаниям с собственной частотой k, последнее слагаемое опи-
сывает вынужденное колебание, частота которого равна частоте воз-
мущающей силы, а амплитуда  

 
2 2

HC
m k p

=
−

 (2.4.6) 

не зависит от начальных условий. При  p < k  вынужденные колебания 
совпадают по фазе с возмущающей силой, а при  p > k  они находятся 
с ней в противофазе. 

Для определения произвольных постоянных А и В найдем выра-
жение для скорости, продифференцировав (2.4.5) по времени: 
 sin cos cos .q Ak kt Bk kt Cp pt= − + +�  (2.4.7) 
Тогда 
 0 ,q A=  

 0 ,v Bk Cp= +  
откуда следует 

 0 ,v CpB
k
−

=  

и поэтому 

 0
0 cos sin sin .v Cpq q kt kt C pt

k
−

= + +  (2.4.8) 

Из этого выражения следует, что даже при нулевых начальных 
условиях 0 00,   0q v= =  в колебательном движении системы будет 
присутствовать составляющая с собственной частотой k: 
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 sin sin ,pq C pt kt
k

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

причем амплитуда этих колебаний никак не связана с начальными ус-
ловиями. 

Рассмотрим амплитуду вынужденных колебаний подробнее. 
Представим выражение (2.4.6) в виде 

 
2 2

2
2 2

,
1 1

H H HC
cp pmk c

k k

γ
= = =

− −
 (2.4.9) 

где величина /H cпредставляет собой статическое отклонение от по-
ложения равновесия под действием постоянной силы, равной макси-
мальному значению возмущающей силы H, а  

 
2

2

1

1 p
k

γ =
−

 (2.4.10) 

является коэффициентом динамичности, показывающим, насколько 
амплитуда вынужденных колебаний превосходит статическое отклоне-
ние. Зависимость этого коэффициента от частоты возмущающей  силы 
(точнее, от безразмерной частоты z = p / k) представлена на рис. 2.4.1. 

 

 
Рис. 2.4.1. Зависимость коэффициента  
динамичности от безразмерной частоты 

 
Видно, что при малых z параметр γ близок к единице, т. е. вынуж-

дающая сила по своему характеру близка к постоянной величине, при 

 

 

γ 

z

1 

1 2
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больших z параметр γ и, следовательно, амплитуда вынужденных ко-
лебаний малы (система не успевает реагировать на высокочастотное 
воздействие). Коэффициент γ и амплитуда вынужденных колебаний 
становятся большими, когда частота вынуждающей силы близка к 
собственной частоте системы, а при их совпадении (при резонансе) 
обращаются в бесконечность. Разумеется, никаких бесконечностей в 
реальных системах быть не может – дефект содержится в виде полу-
ченного решения. 

Частное решение уравнения (2.4.2) в случае резонанса, т. е. при  
p = k, будем определять с помощью формулы (2.3.20), которая при 
указанном условии и учете (2.4.1) примет вид  

 2
0

sin sin ( ) .
tHq k k t d

mk
= τ − τ τ∫  (2.4.11) 

Интегралы такого вида часто встречаются при рассмотрении ко-
лебательных процессов и их можно вычислять либо интегрированием 
по частям, либо преобразованием подынтегрального выражения таким 
образом, чтобы оно содержало суммы или разности тригонометриче-
ских функций. Воспользуемся вторым способом, имея в виду, что 

 [ ]1sin sin cos( ) cos( ) .
2

α β = α − β − α + β  

Положив ,   ( ),k k tα = τ β = − τ  получим 

 [ ]1sin sin ( ) cos(2 ) cos( ) .
2

k k t k kt ktτ − τ = τ − −  

Подставим последнее выражение в (2.4.11): 

 [ ]2
0

cos(2 ) cos
2

tHq k kt kt d
mk

= τ − − τ =∫  

 
0

1 sin(2 ) cos
2 2

tH k kt t kt
mk k

⎡ ⎤= τ − − =⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 1 sin cos .
2
H kt t kt
mk k

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.4.12) 

Общее решение, таким образом, примет вид 

 1cos sin sin cos ,
2
Hq A kt B kt kt t kt
mk k

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.4.13) 



 43

т. е. при резонансе система колеблется 
с собственной частотой,  размахи ко-
лебаний остаются конечными, хотя и 
растут пропорционально времени из-
за последнего слагаемого в (2.4.13) 
(так называемого секулярного члена, 
делающего движение непериодиче-
ским). Такое поведение представлено 
на рис. 2.4.2. 

Нагрузка на упругий элемент при 
этом становится очень значительной. Хотя расходимости нет, все 
же такое существенное нарастание колебаний возможно лишь  
в рассматриваемой идеализированной системе при отсутствии  
потерь. 

 

2.5. Ротор на гибком валу.  
Эффект самоцентрирования 

 
В химических производствах и в производстве строительных 

материалов широко используются различные по конструктив- 
ным особенностям мешалки и центрифуги, в кото-
рых основным рабочим органом является ротор 
(рис. 2.5.1). 

Если расстояние между опорами ротора значи-
тельно больше его диаметра, то при определении 
допустимых дисбалансов следует принимать во 
внимание деформации изгиба ротора или его вала. 
Для установления основных соотношений между 
деформациями изгиба и дисбалансом рассмотрим 
простейший случай вертикального вала, на котором 
укреплен диск массой .m  

Центр масс s  смещен от оси вала на величину 
e . Массой вала пренебрегаем. При вращении вала с 
угловой скоростью ω  центробежная сила инерции 
диска вызывает изгиб вала. Обозначим через y  прогиб вала в сечении, 
где укреплен диск. Этот прогиб связан с модулем силы инерции 

( ) 2
eF m e y= + ω  соотношением 

 ( ) 2
1 ,y m e y= δ + ω  (2.5.1) 

где 1δ  – прогиб от единичной силы в данном сечении. Отсюда 

Рис. 2.5.1. Ротор 
на гибком валу 

m 
0 

s 

y e 

  

q 

t

Рис. 2.4.2. Резонанс 
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2

2

1

.1
ey

m

ω
=

− ω
δ

 (2.5.2) 

Угловая скорость вала, при которой знаменатель выражения 
(2.5.2) обращается в нуль, а, следовательно, прогиб ,y →∞  называется 
критической угловой скоростью: 

 
1

1 .k m
ω =

δ
 (2.5.3) 

Критическую угловую скорость вращения вала можно рассматри-
вать так же, как собственную частоту системы «вал – диск», а состоя-
ние вала при kω= ω  считать резонансным. Если учесть силы сопро-
тивления, то при критической угловой скорости прогиб y  не стремит-
ся к бесконечности, а имеет хотя и большую, но конечную величину. 
Из (2.5.2) имеем 

 2 .
1k

ey =
ω⎛ ⎞ −⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 (2.5.4) 

Отсюда видно, что при kω< ω  (докритический или 
дорезонансный режим) 0,y >  а при kω> ω  (закритический или 
зарезонансный режим) 0,y <  т. е. в закритическом режиме прогиб y  
получается отрицательным или, что то же, сдвиг фаз между 
колебаниями вынуждающей силы и собственными колебаниями равен 
π . В закритическом режиме прогиб y  уменьшается с увеличением уг-
ловой скорости ω  и при ω→∞  стремится к смещению e . Цен-
тробежная сила инерции в закритическом режиме определяется 
соотношением  ( ) 2 ,eF m e y= − ω  (2.5.5) 

т. е. дисбаланс уменьшается с увеличением угловой скорости. 
Вал, работающий при угловой скорости, меньшей критической, 

принято называть жестким, а при угловой скорости, большей крити-
ческой, – гибким. Если на валу укреплено несколько дисков, то коле-
бательная система «вал – диски» имеет несколько степеней свободы, и 
тогда должно быть несколько критических (резонансных) угловых 
скоростей. Наименьшая из этих скоростей называется первой резо-
нансной. С учетом того, что при балансировке роторов принимается 
во внимание упругость опор, к жестким относятся роторы, у которых 
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после балансировки в двух произвольно выбранных плоскостях кор-
рекции на частоте вращения ниже первой резонансной системы «ро-
тор – опоры» значения остаточных дисбалансов в плоскостях опор не 
превзойдут допустимых значений на эксплуатационных частотах 
вращения. Все остальные роторы относятся к гибким. 

Особенность балансировки гибкого ротора состоит в том, что 
плоскости коррекции не могут быть выбраны произвольно. Расчетом 
можно установить оптимальные плоскости коррекции. Корректирую-
щие массы, установленные в оптимальных плоскостях коррекции, вы-
зывают в теле ротора минимальные изгибающие моменты и позволя-
ют при балансировке на частоте вращения ниже первой резонансной 
сохранить достигнутую уравновешенность в широком диапазоне час-
тот вращения. 

Шведский инженер К. Лаваль в 1889 году построил паровую тур-
бину, в которой наряду с другими техническими усовершенствова-
ниями для уменьшения динамических нагрузок использовал парадок-
сальное на первый взгляд инженерное решение – вместо увеличения 
жесткости системы колесо турбины было установлено на достаточно 
гибком валу. В связи с широким использованием подобных устройств 
в технике (турбины, центрифуги, мешалки и т. д.) задача о вращении 
ротора имеет важное прикладное значение.  

На рис. 2.5.2 изображена схема нагружения ротора, показанного 
на рис. 2.5.1.  

 
Рис. 2.5.2. Схема нагружения ротора 

 
Предположим, что двигатель обеспечивает вращение ротора с по-

стоянной угловой скоростью ω . В связи с погрешностями изготовления 
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центр масс S  ротора не совпадает с точкой B  пересечения осевой линии 
вала с плоскостью ротора. В проекции на горизонтальную плоскость гео-
метрическая ось вращения проходит через точку 0. Выберем подвижную 
систему координат 1 10 ,x y  вращающуюся с угловой скоростью ω  так, что 

10 .x BS&  В подвижной системе координат на точки диска действуют цен-
тробежные силы инерции, пропорциональные расстояниям r  точек до 
геометрической оси вращения 0z . Такие силы аналогичны силам упруго-
сти и поэтому имеют потенциал. Введем функцию, которую будем на-
зывать потенциальной энергией центробежных сил инерции: 

 2 2 2
0

1 1 .
2 2eF z

V

U r dm J= − ω = − ω∫  (2.5.6) 

Интеграл взят по объему ротора. Переходя к моменту инерции 
ротора относительно центральной оси, запишем потенциальную энер-
гию упругой силы изогнутого вала и центробежных сил в виде 

 ( ) ( ){ }2 2 2 2 2 21 ,
2 SzU c x e y m x y J⎡ ⎤= − + − ω + − ω⎣ ⎦  (2.5.7) 

где c −  коэффициент упругости вала, m −  масса ротора, ,  x y − коор-
динаты его центра масс S  в системе 1 10 .x y  

Определим положение относительного равновесия: 

 ( ) 2 ;U c x e m x
x

∂
= − − ω

∂
   2 .U cy m y

y
∂

= − ω
∂

 

Приравнивая к нулю первые производные, находим 

 
2

2
1 1 2 2 20,       ,       .ce k cy x e k

c m k m
= = = =

− ω − ω
 (2.5.8) 

Исследуем устойчивость положения равновесия. Для этого соста-
вим матрицу из вторых производных: 

 

2 2

22

2 2 2

2

  
     0 

.
    0        

 

U U
c mx x y

U U c m
x y y

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟ ⎛ ⎞− ω∂ ∂ ∂⎜ ⎟ = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ − ω⎝ ⎠⎜ ⎟
∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 (2.5.9) 

Используя критерий Сильвестра, находим условие устойчивости 
2 0c m− ω > , или 

 2 2 2 20      .k k− ω > ⇒ > ω  (2.5.10) 
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Отсюда следует, что при достаточно малой угловой скорости 
( )kω<  или большой жесткости вала ( )2c m> ω  положение относи-
тельного равновесия устойчиво. При этом точка В расположена между 
точками 0 и S  и суммарная динамическая реакция опор, равная силе 
инерции, определяется выражением 

 
2

2 2
1 2 2 .d

kR m x m e
k

= ω = ω
− ω

 (2.5.11) 

Для очень жесткого вала ( )2 2k >> ω  динамическая реакция про-
порциональна дебалансу me  ротора и квадрату угловой скорости. При 
больших угловых скоростях (порядка 310 рад / с) и дебалансах 

210−∼ кгм ( )310 кг,  10 мm e −∼ ∼  динамические реакции 10 кНdR ∼  и 
требуются очень жесткие валы ( )2 710 Н/м 10 кН/мм .с m>> ω =∼   

При 2 2kω >  из (2.5.9), (2.5.10) следует, что положение относи-
тельного равновесия неустойчиво. 

Однако центробежные силы охватывают только часть инерцион-
ных сил. Поэтому анализ потенциальной энергии диска не является 
полным. Необходимо учесть кориолисовы силы инерции (диск имеет 
две степени свободы). Для более полного анализа задачи составим 
дифференциальные уравнения движения центра масс ротора. 

Относительные скорость и ускорение точки S  равны: 
 1 1 1 1,       .r rv xi yj a xi yj= + = +

G G G GG G� � �� ��  

Ускорение Кориолиса 

 ( )1 12 2c ra v yi xj= ω× = ω − +
G GGG G � � . 

Центробежная сила инерции 

 ( )2
1 1 .eF m xi yj= ω +

G G G
 

Сила упругости изогнутого вала 

 ( ) 1 1 .yF c x e i yj⎡ ⎤= − − +⎣ ⎦
G G G

 

В результате дифференциальное уравнение движения центра масс 
во вращающейся системе координат  
 r y e cma F F ma= + −

G GG G  

в проекциях на оси координат имеет вид: 

 
( ) 2

2

2 ,

2 .

mx c x e m x m y

my cy m y m x

= − − + ω + ω

= − + ω − ω

�� �

�� �
 (2.5.12) 
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После деления на m : 

 
( )
( )

2 2 2

2 2

2 ,

2 0.

x k x y k e

y k y x

+ − ω − ω =

+ − ω + ω =

�� �

�� �
 (2.5.13) 

Характеристический определитель этой системы 

 
( )

( )

2 2 2

2 2 2

         2        
0

        2           

k

k

λ + −ω − ωλ
=

ωλ λ + −ω
 (2.5.14) 

построен на основании антисимметричной матрицы. Слагаемые 2m yω�  
и 2m xω�  в уравнениях (2.5.12), обусловленные кориолисовой силой 
инерции и приводящие к антисимметричности матрицы этих уравне-
ний, называют гироскопическими силами. 

Раскрывая определитель (2.5.14), получим характеристическое 
уравнение 

 ( ) 22 2 2 2 24 0.k⎡ ⎤λ + −ω + ω λ =⎣ ⎦  (2.5.15) 

Его решение будем искать в виде 

 ,     1,pi iλ = = −  (2.5.16) 

так что после этой подстановки 

 ( )22 2 2 2 24p k p− + − ω = ω  

и извлечения квадратного корня 

 2 2 2 2p k p− + − ω = ± ω   

запишем решение: 
 1, 2, 3, 4 .p k= ±ω ±  (2.5.17) 

С учетом (2.5.16) заключаем, что все четыре корня характеристи-
ческого уравнения (2.5.15) мнимые, и решение системы уравнений 
(2.5.12) записывается через тригонометрические функции: 
 1 1 1 1 2 2 2 2 1sin cos sin cos ,x A p t B p t A p t B p t x= + + + +  

 1 1 1 1 2 2 2 2sin cos sin cos ,y C p t D p t C p t D p t= + + +  

 1 2,      .p k p k= ω + = ω−  (2.5.18) 
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Взаимосвязи между постоянными интегрирования ,  ,  ,  j j j jA B C D  
устанавливаются подстановкой (2.5.18) в (2.5.13): 

1 1 1 1 2 2 2 2,    ,     ,     D .C B D A C B A= − = = − =  

Складывая гармоники одинаковой частоты, находим: 

 ( ) ( )1 2 1sin sin ,x a p t b p t x= + α + + δ +  

 ( ) ( )1 2cos cos ,y a p t b p t= + α + + δ  

 2 2 2 2
1 1 2 2,      ,a A B b A B= + = +  

 1 1 2 2tg / ,      tg / .B A B Aα = β =  (2.5.19) 

Проанализируем полученные результаты. Прежде всего отметим, 
что решение уравнений указывает на устойчивость положения равно-
весия (равновесное значение 1x  определено выражением (2.5.8)) как 
при ,kω<  так и при .kω>  Отсюда следует, что гироскопические си-
лы в данном случае стабилизируют положение равновесия при боль-
ших угловых скоростях ротора .kω>  Именно явление гироскопиче-
ской стабилизации было использовано Лавалем в турбине с гибким 
валом. Рассмотрим равновесное положение 1x  центра масс в этом слу-
чае. Согласно (2.5.8) оно должно быть отрицательным, но удобнее 
иметь дело с положительным его значением. Поэтому в (2.5.7) перед 
e  следует использовать знак ± , что соответствовало бы различным 
взаимным расположениям точек B  и S  и начала координат 0. Верх-
ний знак реализуется при ,kω<  нижний−при .kω>  В результате 
вместо (2.5.8) следует записать  

 
2

1 2 2

kx e
k

=
− ω

 (2.5.20) 

и иметь в виду, что при больших угловых скоростях kω>  центр масс 
ротора S  расположен между точками 0 и B  и при увеличении ω  
стремится к геометрической оси вращения, т. е. к точке 0. Результи-
рующая динамическая реакция при этом 

 
2

2 2
2 2d
kR m e k me ce

k
= ω =
ω −

�  (2.5.21) 

практически не зависит от угловой скорости и определяется только 
точностью балансировки ротора и упругой характеристикой вала. 
Варьируя последнюю, можно и обеспечить достаточную жесткость 



 50 

конструкции, и не выйти за пределы допустимых динамических нагру-
зок. О стремлении положения центра масс ротора к геометрической оси 
вращения при увеличении угловой скорости говорят как о явлении са-
моцентрирования или автобалансировки ротора на гибком валу. 

Вторая интересная особенность системы уравнений движения 
(2.5.13) следует из вида их общего решения (2.5.19). Для этого реше-
ния нельзя ввести понятие о собственных формах колебаний, так как 
движения вдоль осей x  и y  одной и той же частоты смещены по фазе 
на 0,5π . При прохождении критической частоты kω=  фазовые сдви-
ги меняют свой характер, поскольку меняет знак 2.p   

Наиболее опасной зоной угловых скоростей вращения ротора яв-
ляется ,kω≈  когда равновесные значения 1x  велики. Поэтому ско-
рость вращения kω=  называют критической, и при проектировании 
подобных устройств стремятся обеспечить режим их работы либо при 

kω�  (жесткий вал), либо при kω�  (гибкий вал; обычно принимают 
3kω≈ , или 3kω> ). При использовании режима гибкого вала в про-

цессе разгона приходится «проходить» критическую угловую ско-
рость. Для этого необходим двигатель достаточной мощности, обес-
печивающий быстрое прохождение критической скорости вращения, 
чтобы резонансные явления не успели проявиться. 

Мы рассмотрели задачу, когда const.ω=  Фактически создать та-
кой двигатель трудно и скорость вращения ротора, в свою очередь, 
должна определяться уравнениями динамики. При этом задача о дви-
жении ротора становится нелинейной и рассмотренный выше анализ 
дает лишь необходимые условия устойчивости в первом приближении. 

 
2.6. Силы вязкого сопротивления 

 
Рассмотрим простейший случай, когда сила вязкого сопротивле-

ния, действующая на материальную точку с номером k, пропорцио-
нальна ее скорости: 
 ,S

k k kF b v= −
G G  (2.6.1) 

причем все коэффициенты сопротивления kb  положительны. Тогда 
можно ввести обобщенную силу сопротивления 

 .S S k k
k k k

k k

r rQ F b v
q qα
α α

∂ ∂
= ⋅ = − ⋅

∂ ∂∑ ∑
G GG G  (2.6.2) 

Имея в виду систему со стационарными связями, будем иметь 
 1 2( ,  ,  ...,  ),k k sr r q q q=

G G  (2.6.3) 
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поэтому 

 ,k k
k

dr rv q
dt q α

α α

∂
= =

∂∑
G GG �  (2.6.4) 

т. е. 

 .k kv r
q qα α

∂ ∂
=

∂ ∂

G G

�
 (2.6.5) 

Следовательно, 

 21 ,
2

S k
k k k k

k k

vQ b v b v
q q qα
α α α

∂ ∂ ∂Φ
= − ⋅ = − = −

∂ ∂ ∂∑ ∑
GG
� � �

 (2.6.6) 

где введено обозначение 

 21 .
2 k k

k
b vΦ = ∑  (2.6.7) 

Введенная величина Φ называется функцией рассеивания Релея, 
или диссипативной функцией. Из определения видно, что она поло-
жительно определена. Выразим ее через обобщенные координаты и 
скорости с помощью (2.6.4), имея в виду, что 2

k k kv v v= ⋅
G G : 

 1 1 .
2 2

k k
k k k k

k k

r rb v v b q q
q qα β

α βα β

∂ ∂
Φ = ⋅ = ⋅

∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑
G GG G � �  (2.6.8) 

Поменяем в последнем выражении порядок суммирования: 

 
, ,

1 1 ( ) .
2 2

k k
k

k

r rb q q B q q q
q q α β αβ α β

α β α βα β

⎛ ⎞∂ ∂
Φ = ⋅ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
G G

� � � �  (2.6.9) 

Здесь введено обозначение для обобщенных коэффициентов сопро-
тивления, или диссипативных коэффициентов: 

 ( ) ( ) ,k k
k

k

r rB q B q b
q qαβ βα
α β

∂ ∂
= = ⋅

∂ ∂∑
G G

 (2.6.10) 

матрица которых симметрична по определению. 
Выясним физический смысл введенной функции Релея, считая, 

что рассматриваемая система находится под действием потенциаль-
ных сил и сил вязкого сопротивления. Тогда уравнения Лагранжа бу-
дут иметь вид 

 .Sd T T UQ Q
dt q q q qα α

α α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ
− = + = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠� �

 (2.6.11) 
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Умножим обе части последнего равенства на qα� : 

 .d T T Uq q q q
dt q q q qα α α α

α α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ
− = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

� � � �
� �

 (2.6.12) 

Преобразуем первое слагаемое в левой части следующим  
образом: 

 ,d T d T Tq q q
dt q dt q qα α α

α α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

� � ��
� � �

 (2.6.13) 

тогда уравнение (2.6.12) примет вид 

 .d T T T Uq q q q q
dt q q q q qα α α α α

α α α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂Φ
− − = − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

� �� � � �
� �

 (2.6.14) 

Просуммируем теперь полученное равенство по всем значениям α: 

 d T T Tq q q
dt q q qα α α

α αα α α

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑� �� �
� � �

 

 .Uq q
q qα α

α αα α

∂ ∂Φ
= − −∑ ∑

∂ ∂
� �

�
 (2.6.15) 

Вспомним теперь о том, что в самом общем случае кинетическая 
энергия является функцией обобщенных координат и скоростей, т. е. 

1 1( ,  ...,  ,  ,  ...,  )s sT T q q q q= � � , и поэтому 

 ,dT T Tq q
dt q qα α

α α α

⎛ ⎞∂ ∂
= +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∑ � ��

�
 (2.6.16) 

с другой стороны, 

 
,

1 ( )
2

T m q q qαβ α β
α β

= ∑ � �  (2.6.17) 

и, следовательно, 

 
,

1 ( )( ).
2

T m q q q
q αβ αγ β α βγ

α βγ

∂
= δ + δ

∂ ∑ � �
�

 (2.6.18) 

Символ Кронекера в первом слагаемом правой части снимает 
сумму по α, а во втором – по β, в результате чего соотношение (2.6.18) 
приобретает вид 
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 1 1( ) ( ) ( ) .
2 2

T m q q m q q m q q
q γβ β αγ α γβ β

β α βγ

∂
= + =

∂ ∑ ∑ ∑� � �
�

 (2.6.19) 

Умножив обе части последнего равенства на qγ�  и просуммировав 
полученное выражение по γ, получим 

 ( ) 2 ,Tq m q q q T
qγ γβ γ β

γ γ βγ

∂
= =

∂∑ ∑∑� � �
�

 (2.6.20) 

как это следует из вида кинетической энергии (2.6.17). Последнее вы-
ражение вместе с (2.6.16) позволяют записать левую часть (2.6.15)  
в следующем виде: 

 2 .d T T T dT dT dTq q q
dt q q q dt dt dtα α α

α αα α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− + = − =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑� � ��
� �

 (2.6.21) 

Поскольку функция рассеивания (2.6.9) имеет такую же структу-
ру, как и кинетическая энергия (2.6.17), по аналогии с (2.6.20) можно 
написать 

 2 .q
qα

α α

∂Φ
= Φ

∂∑ �
�

 (2.6.22) 

И, наконец, из того, что потенциальная энергия зависит только от 
обобщенных координат, т. е. 1( ,  ...,  )sU U q q= , следует 

 .dU U q
dt q α

α α

∂
=

∂∑ �  (2.6.23) 

Подставив (2.6.21)–(2.6.23) в (2.6.15), получим 

 2 ,dT dU
dt dt

= − − Φ  

или 

 2 .dT dU
dt dt

+ = − Φ  (2.6.24) 

Если вспомнить, что сумма кинетической и потенциальной энер-
гий является полной механической энергией системы E T U= + , то 
последнее равенство можно записать так: 

 2 0,dE
dt

= − Φ <  (2.6.25) 

поскольку функция Релея положительно определена. 
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Таким образом, под действием сил сопротивления полная механи-
ческая энергия системы уменьшается со временем, т. е. рассеивается, 
переходя в другие формы (например, тепловую), и мерой такого рас-
сеивания выступает функция Релея, чем и оправдывается ее название. 

 
2.7. Вынужденные колебания  

при учете сил вязкого сопротивления 
 
Рассмотрим модель машины на упругом основании с подключен-

ным демпфером, характеризуемым коэффициентом μ, на которую 
действует переменная сила ( )F t

G
, рис. 2.7.1. Как и ранее, такая система 

имеет одну степень свободы. 
Для такого случая функция Релея приобре-

тает вид 
2 2

11
1 1( ) ( ) ,
2 2

B q q q qΦ = = μ� �          (2.7.1) 

где для краткости обозначено 11Bμ = . 
При рассмотрении малых отклонений от 

положения равновесия диссипативную функ-
цию нужно вычислять с той же точностью, что 
и потенциальную и кинетическую энергии, по-
этому в разложении коэффициента сопротивле-
ния необходимо ограничиться только первым 
членом, т. е. 

0

( ) (0) ... (0) 0.
q

dq q
dq =

μ
μ = μ + + ≈ μ ≡ μ >   (2.7.2) 

Уравнение Лагранжа (2.6.11) для случая одной степени свободы 
несколько упрощается 

 ( ),d T T U F t
dt q q q q
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂Φ

− = − − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠� �
 (2.7.3) 

поэтому в рассматриваемом приближении (2.7.2) уравнение движения 
будет иметь вид 
 ( ).mq cq q F t= − − μ +�� �  (2.7.4) 

Приведем его к стандартной форме, перенеся члены, содержащие 
q и q� , в левую часть и разделив все слагаемые на m. При этом введем 
обозначения 

 
m 

c 

( )F t
G

 

μ

Рис. 2.7.1. Машина  
на упругом основании 
при наличии демпфера 
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 2 ( ),   2 ,   ( ) .c F tk b f t
m m m

μ
= = =  (2.7.5) 

Тогда будем иметь 
 22 ( ).q bq k q f t+ + =�� �  (2.7.6) 

Общее решение этого линейного неоднородного уравнения, как 
обычно, представляется суммой общего решения 1q  соответствующе-
го однородного уравнения 
 2

1 1 12 0q bq k q+ + =�� �  (2.7.7) 

и частного решения уравнения (2.7.6). 
Найдем сначала общее решение уравнения (2.7.7). Оно должно 

иметь экспоненциальную форму 
 1

tq Ceλ=  (2.7.8) 

с неизвестными постоянными параметрами С и λ. Они определяются 
так, чтобы функция (2.7.8) обращала уравнение (2.7.7) в тождество. 
Подставив ее в (2.7.7), получим 
 2 2( 2 ) 0,tC b k eλλ + λ + =  

откуда следует, что параметр λ подчиняется квадратному уравнению 
(характеристическому уравнению) 
 2 22 0,b kλ + λ + =  (2.7.9) 
решение которого имеет вид 

 2 2 ,b b kλ = − ± −  (2.7.10) 
т. е. оно определяется соотношением между упругой силой и силой 
сопротивления, которые характеризуются коэффициентами k и b со-
ответственно, как это видно из определений (2.7.5). 

В случае малого сопротивления, когда b < k, корни характеристи-
ческого уравнения оказываются комплексными 

 2 2
1 2,   ,   ,b i b i k bλ = − + Ω λ = − − Ω Ω = −  (2.7.11) 

вследствие чего общее решение уравнения (2.7.7) является линейной 
комбинацией выражений (2.7.8), которую можно представить в экви-
валентных формах 
 1 2 ( ) ( )

1 1 2 1 2
t t b i t b i tq C e C e C e C eλ λ − + Ω − + Ω= + = + =  

 1 2( ) ( cos sin )bt i t i t bte C e C e e A t B t− Ω − Ω −= + = Ω + Ω =  
 sin  ( ),btle t−= Ω + δ  (2.7.12)  
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каждая из которых описывает так называемые затухающие колебания, 
поскольку из (2.7.12) видно, что решение однородного уравнения при 
учете сил сопротивления описывает колебательный процесс с экспонен-

циально убывающей со временем ам-
плитудой. Общий вид затухающих ко-
лебаний представлен на рис. 2.7.2. 

Быстрота убывания размахов оп-
ределяется коэффициентом b, кото-
рый связан с коэффициентом сопро-
тивления μ вторым из соотношений 
(2.7.5). Величина 1 2 /T = π Ω  называ-
ется периодом затухающих колеба-
ний, хотя функция, определяемая ра-
венством (2.7.12), конечно, не являет-
ся периодической.  

В случае большого сопротивления b > k корни характеристиче-
ского уравнения (2.7.10) действительны, причем оба отрицательны: 

 2 2 2 2
1 20,   0.b b k b b kλ = − + − < λ = − − − <  (2.7.13) 

Тогда общее решение однородного уравнения имеет вид 

 1 21 2
1 1 2 1 2 ,t tt tq C e C e C e C e− λ − λλ λ= + = +  (2.7.14) 

т. е. оно не имеет вообще никаких признаков периодичности, экс-
поненциально убывая со временем, почему и носит название апе-
риодического. Характерное поведение такой функции в зависимо-
сти от разных начальных условий представлено на рис. 2.7.3. 

Вполне понятно, что на процессы, длящиеся достаточно долго, 
рассмотренные свободные колебания 
сколько-нибудь существенного влия-
ния не оказывают. 

Теперь займемся поиском частно-
го решения уравнения (2.7.6). Вос-
пользуемся при этом опять методом 
вариации произвольных постоянных, 
т. е. решение будем искать в виде 

1 2
2 ( ) ( ) ,t tq A t e B t eλ λ= +    (2.7.15) 

где 1λ и 2λ  – корни характеристиче-
ского уравнения (2.7.9), а  А и В – не-
известные функции. Для их опреде-

  

q 

t0

0q  1T  

Рис. 2.7.2. Затухающие колебания

  

q 

1 

2 

3 t0 

0q

Рис. 2.7.3. Апериодическое  
движение 
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ления подставим последнее выражение в (2.7.6). Сначала вычислим 
первую производную 

 1 2 1 2
2 1 2

t t t tq Ae Be A e B eλ λ λ λ= + + λ + λ� ��  (2.7.16) 

и на искомые две функции наложим дополнительное условие 

 1 2 0.t tAe Beλ λ+ =� �  (2.7.17) 
Тогда 

 1 2 1 22 2
2 1 2 1 2 .t t t tq A e B e A e B eλ λ λ λ= λ + λ + λ + λ� ���  (2.7.18) 

Подставим (2.7.16) и (2.7.18) с учетом (2.7.17) в (2.7.6): 

 1 2 1 2 1 22 2
1 2 1 2 1 22 ( )t t t t t tA e B e A e B e b A e B eλ λ λ λ λ λλ + λ + λ + λ + λ + λ +� �  

 1 22 ( ) ( ).t tk Ae Be f tλ λ+ + =  (2.7.19) 

Сгруппируем слагаемые, содержащие множители А и В, т. е. все 
члены в левой части, начиная с третьего. Тогда окажется, что 

 1 22 2 2 2
1 1 2 2( 2 ) ( 2 ) 0t tA b k e B b k eλ λλ + λ + + λ + λ + =  

из-за того, что 1λ и 2λ  являются корнями характеристического урав-
нения  (2.7.9), и поэтому равенство (2.7.19) превратится в следующее: 

 1 2
1 2 ( ).t tA e B e f tλ λλ + λ =� �  (2.7.20) 

Присоединив к нему равенство (2.7.17), получим систему двух 
дифференциальных уравнений для двух функций  А и В. Сначала раз-
решим эту систему относительно производных. Определитель систе-
мы (2.7.17), (2.7.19) равен 

1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

( ) ( ) ( )
2 1 2 1

1 2

( ) ,
t t

t t t
t t

e e
e e e

e e

λ λ
λ +λ λ +λ λ +λ

λ λ
Δ = = λ − λ = λ − λ

λ λ
  (2.7.21) 

поэтому 

 
2 2

2
2

01 ( )
( )

t t

t

e f t eA
f t e

λ λ

λ
= = − =
Δ Δλ

�  

 
2 1

1 2( )
1 22 1

( ) ( ) ,
( )

t t

t

f t e f t e
e

λ −λ

λ +λ= − =
λ − λλ − λ

 (2.7.22) 

 
1 1 1 2

1 21 ( )
2 12 11

01 ( ) ( ) ( ) .
( )( )

t t t t

tt

e f t e f t e f t eB
ee f t

λ λ λ −λ

λ +λλ
= = = =
Δ Δ λ − λλ − λλ

� (2.7.23) 
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Искомые функции найдем в виде интегралов с переменным верх-
ним пределом: 

 1

1 2 0

1 ( ) ,
t

A f e d−λ τ= τ τ
λ − λ ∫  (2.7.24) 

 2

2 1 0

1 ( ) .
t

B f e d−λ τ= τ τ
λ − λ ∫  (2.7.25) 

Подставив эти выражения в (2.7.15), получим частное решение 
неоднородного уравнения в виде 

 
1 2

1 2
2

1 2 2 10 0

( ) ( ) ,
t tt te eq f e d f e d

λ λ
−λ τ −λ τ= τ τ + τ τ

λ − λ λ − λ∫ ∫  

или 

 1 2( ) ( )
2

1 2 0

1 ( )  .
t

t tq f e e dλ −τ λ −τ⎡ ⎤= τ − τ⎣ ⎦λ − λ ∫  (2.7.26) 

В случае малого сопротивления корни характеристического урав-
нения определяются равенствами (2.7.11), поэтому 1 2 2iλ − λ = Ω  и ча-
стное решение приобретает вид 

 ( )( ) ( )( )
2

0

1 ( )
2

t
b i t b i tq f e e d

i
− + Ω −τ − + Ω −τ⎡ ⎤= τ − τ =⎣ ⎦Ω ∫  

 ( ) ( ) ( )

0

1 ( )
2

t
b t i t i tf e e e d

i
− −τ Ω −τ − Ω −τ⎡ ⎤= τ − τ =⎣ ⎦Ω ∫  

 ( )

0

1 ( ) sin  ( ) .
t

b tf e t d− −τ= τ Ω − τ τ
Ω ∫  (2.7.27) 

В случае большого сопротивления оба корня действительные и 
отрицательные, так что частное решение остается в виде (2.7.26) с 
экспоненциально убывающим множителем под знаком интеграла.  

В качестве возмущающей силы опять рассмотрим гармонически 
изменяющуюся величину  
 ( ) sin .F t H pt=   (2.7.28) 

Проведенный выше анализ показал, что свободные колебания при 
учете сил сопротивления быстро затухают, так что невыясненным ос-
талось только поведение частного решения. Оно может быть получено 
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непосредственно с помощью формул (2.7.26) или (2.7.27). Будем поль-
зоваться первым из этих выражений, которое годится для любого со-
противления. После подстановки в него возмущающей силы (2.7.28) 
решение примет вид 

 1 2( ) ( )
2

1 2 0

sin .
t

t thq e e p dλ −τ λ −τ⎡ ⎤= − τ τ⎣ ⎦λ − λ ∫  (2.7.29) 

Рассмотрим интеграл 

 1
1

0

sin .
t

I e p d−λ τ= τ τ∫  (2.7.30) 

Такого вида интегралы можно вычислить интегрированием по 
частям: 

 1 1 1
1

1 1 100

1 1sin cos sin
t t

tpI e p e p d e pt−λ τ −λ τ −λ= − τ + τ τ = − −
λ λ λ∫  

 1 1

2

2 2
1 1 00

cos sin
t tp pe p e p d−λ τ −λ τ− τ − τ τ =

λ λ ∫  

 1 1

2

12 2
1 1 1

1 sin ( cos 1) .t tp pe pt e pt I−λ −λ= − − − −
λ λ λ

 (2.7.31) 

Перенесем последнее слагаемое в левую часть, после чего получим 

 1 1
1 2 2

1 1
2
1

1 1 sin ( cos 1)
1

t tpI e pt e pt
p

−λ −λ⎡ ⎤
= − + − =⎢ ⎥λ λ⎣ ⎦+

λ

 

 1 1
12 2

1

1 sin ( cos 1) .t te pt p e pt
p

−λ −λ⎡ ⎤= − λ + −⎣ ⎦λ +
 (2.7.32) 

В выражении (2.7.29) фигурирует комбинация 1
1

te Iλ , которая в со-
ответствии с (2.7.32) равна 

 1 1
1 12 2

1

1 sin (cos ) .t te I pt p pt e
p

λ λ⎡ ⎤= − λ + −⎣ ⎦λ +
 (2.7.33) 

Второй интеграл в (2.7.29) теперь можно записать сразу, поменяв 
в (2.7.33) индексы с единицы на двойку: 
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 2 2
2 22 2

2

1 sin (cos ) .t te I pt p pt e
p

λ λ⎡ ⎤= − λ + −⎣ ⎦λ +
 (2.7.34) 

Тогда 

 
( )

2
1 2 2

2 1 2 2 2
1 2 1 2 2

sin (cos )t
t t pt p pt eh hq e I e I

p

λ
λ λ ⎧λ + −

= − = −⎨λ − λ λ − λ λ +⎩  

 1
12 2

1

1 sin (cos ) .tpt p pt e
p

λ ⎫
⎡ ⎤− λ + − ⎬⎣ ⎦λ + ⎭

 (2.7.35) 

Далее 

 2 1
2 2 2 2 2

1 2 2 1

sinhq pt
p p

⎡⎛ ⎞λ λ
= − +⎢⎜ ⎟λ − λ λ + λ +⎝ ⎠⎣

 

 
1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 1 2

1 1 cos .
t te ep pt p

p p p p

λ λ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − + − ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟λ + λ + λ + λ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦

 (2.7.36) 

В этом выражении можно пренебречь последней скобкой, по-
скольку она экспоненциально стремится к нулю. Тогда 

 2
2 1 2 1 22 2 2 2

1 2 1 2

( )( )sin
( )( )( )

hq p pt
p p

⎡= λ − λ λ λ − +⎣λ − λ λ + λ +
 

 2 2 2
1 2 1 22 2 2 2

1 1

( )cos ( )sin
( )( )

hp pt p pt
p p

⎤ ⎡+ λ − λ = λ λ − +⎦ ⎣λ + λ +
 

 ]1 2( )cos .p pt+ λ + λ  (2.7.37) 

Хорошо известно (да это и легко получить), что корни квадратно-
го уравнения (2.7.9) обладают следующими свойствами: 

 2
1 2 1 2,    2 ,k bλ λ = λ + λ = −  (2.7.38) 

кроме того, из того же уравнения следует 

 2 2 2 2
1 1 2 22 ,    2 ,b k b kλ = − λ − λ = − λ −  

поэтому 
 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2( )( ) ( 2 )( 2 )p p p k b p k bλ + λ + = − − λ − − λ =  

 2 2 2 2 2 2
1 2 1 2( ) 2 ( )( ) 4p k b p k b= − − − λ + λ + λ λ =  

 2 2 2 2 2( ) 4 ,p k b p= − +  (2.7.39) 
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в результате чего частное решение приобретает вид 

 2 2
2 2 2 2 2 2 ( )sin 2 cos .

( ) 4
hq k p pt bp pt

p k b p
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦− +

 (2.7.40) 

Таким образом, показано, что при учете сил сопротивления вы-
нужденные колебания не затухают в отличие от свободных. 

 
2.8. Амплитудно-частотная характеристика  

вынужденных колебаний при вязком сопротивлении 
 
Ранее было показано, что вынужденные колебания при любом со-

противлении не затухают и имеют вид 

 2 2
2 2 2 2 2 2 ( )sin 2 cos .

( ) 4
hq k p pt bp pt

p k b p
⎡ ⎤= − −⎣ ⎦− +

 (2.8.1) 

Представим это выражение в виде, более удобном для физической 
интерпретации, для чего введем две новые величины 

 2 2cos ,D k pε = −  (2.8.2) 

 sin 2 .D bpε = −  (2.8.3) 

Тогда выражение в квадратной скобке в (2.8.1) можно будет запи-
сать так: 
 2 2( )sin 2 cos (sin cos cos sin )k p pt bp pt D pt pt− − = ε + ε =  
 sin( ),D pt= + ε  

Следовательно, для 2q  будем иметь 

 2 2 2 2 2 sin( ).
( ) 4

hDq pt
p k b p

= + ε
− +

 (2.8.4) 

Множитель перед синусом в последнем выражении представля-
ет собой амплитуду вынужденных колебаний. Из (2.8.2) и (2.8.3) сле-
дует, что 

 2 2 2 2 2( ) 4 ,D k p b p= − +  

поэтому окончательное выражение для амплитуды (обозначим ее бук-
вой  А) будет следующим: 

 
2 2 2 2 2

.
( ) 4

hA
k p b p

=
− +

 (2.8.5) 
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Введем опять коэффициент динамичности 

 Ac
H

γ =  (2.8.6) 

как отношение амплитуды вынужденных колебаний к статическому 
отклонению от положения равновесия под действием постоянной си-
лы H. Тогда γ примет вид 

 
2 2 2 2 2 2 2 2( ) 4 ( ) 4

hc Hc
k p b p m k p b p

γ = = =
− + − +

 

 
2

2 2 2 2 22 2 2

2 4

1 .
( ) 4 41

k
k p b p p b p

k k

= =
− + ⎛ ⎞

− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.8.7) 

Для более компактной записи введем безразмерные величины 

 ,    ,p bz
k k

= β =  (2.8.8) 

в результате чего коэффициент динамичности запишется в безразмер-
ной форме 

 
2 2 2 2

1 .
(1 ) 4z z

γ =
− + β

 (2.8.9)  

Рассмотрим более подробно зависимость γ от z (т. е. от частоты 
возмущающей силы). Как видно из последнего равенства, γ = 1 при z = 
= 0, а при   0z →∞ γ→ . Рассмотрим функцию от z, которая стоит под 
знаком радикала, 
 2 2 2 2(1 ) 4 ,y z z= − + β  (2.8.10) 

и исследуем ее на наличие экстремума. Для этого вычислим произ-
водную от y по z и приравняем ее к нулю: 

 2 2 2 24(1 ) 8 4 (2 1 ) 0.y z z z z z′ = − − + β = β − + =  (2.8.11)  

Корнями этого уравнения являются 

 2
1 20,    1 2 .z z= = − β  (2.8.12) 

При нахождении 2z  взят положительный знак перед радикалом, 
поскольку величина z положительна по определению. Для существо-
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вания этого корня необходимо, чтобы β удовлетворяла условию 
1
2

β < : только в этом случае подкоренное выражение в (2.8.12) будет 

положительным. Если это не так, то такого корня не существует. 
Вычислим теперь вторую производную от y: 

 2 2 24(2 1 ) 8 .y z z′′ = β − + +  (2.8.13) 

Для первого корня имеем 

 2
1

10,   
2( ) 4(2 1) .

10,   
2

y z

⎧< β <⎪⎪′′ = β − = ⎨
⎪> β >
⎪⎩

 (2.8.14) 

Первый случай соответствует максимуму y и, следовательно, ми-
нимуму γ, второй – минимуму y и максимуму γ. Если корень 2z  
существует, то 
 2

2( ) 8(1 2 ) 0,y z′′ = − β >  
т. е. y при этом значении минимально и, следовательно, γ максималь-
но. При этом 

 max 2

1 ,
2 1

γ =
β − β

 (2.8.15) 

т. е. высота этого максимума становится тем больше, чем меньше β (чем 
меньше сопротивление), оставаясь конечной величиной. Между прочим, 
γ остается конечным и в случае резонанса, когда z = 1. Поведение коэф-
фициента динамичности в зависимости от частоты возмущающей силы 
при различном сопротивлении представ-
лено на рисунке. 

Кривые 1–3 соответствуют усло-
вию существования корня 2z  (β = 0,1; 
0,3; 0,5 соответственно), при этом мак-
симум тем выше, чем меньше коэффи-
циент сопротивления, а кривая 4 – его 
отсутствию (β = 0,9). Существенным 
является то, что при больших сопро-
тивлениях ( 1/ 2β > ) и больших час-
тотах (z > 1, или p > k) амплитуда вы-
нужденных колебаний меньше стати-
ческого смещения.  

0 1 2 z

1

2

3 

4

γ 
1

2 

3

4

Рисунок. Амплитудно-частотные 
характеристики при различном 

сопротивлении 
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2.9. Вынужденные колебания  
при периодической возмущающей силе 

 
Периодической называется функция, удовлетворяющая условию 

 ( ) ( ),F t F t= + Θ  (2.9.1) 

где Θ – период функции. Будем считать, что возмущающая сила как 
раз такой и является. Периодическую функцию можно разложить в 
ряд Фурье 

 0

1
( ) ( cos sin ),

2 n n
n

aF t a npt b npt
∞

=

= + +∑  (2.9.2) 

где 2p π
=
Θ

, а коэффициенты разложения определяются формулами 

 
0

2 ( )cos ,    0,  1,  2,  ...na F t nptdt n
Θ

= =
Θ ∫  (2.9.3) 

 
0

2 ( )sin ,    1,  2,  3,  ...nb F t nptdt n
Θ

= =
Θ ∫  (2.9.4) 

Вид решения соответствующего однородного уравнения, описы-
вающего свободные затухающие колебания, остается без изменений, а 
частное решение неоднородного уравнения (описывающего незату-
хающие вынужденные колебания) может быть определено по той же 
схеме, что и в случае гармонической возмущающей силы, только те-
перь нужно почленно интегрировать ряд (2.9.2). Можно, однако, по-
ступить проще, воспользовавшись полученным ранее результатом 
(2.8.1), т. е. искать решение в виде суперпозиции синусоид и косину-
соид, но с различными частотами и неизвестными амплитудами, ина-
че говоря, частное решение можно искать в таком же виде, как и 
возмущающая сила: 

 0
2

1
( cos sin ).

2 n n
n

Aq A npt B npt
∞

=

= + +∑  (2.9.5) 

Вычислим производные по времени 

 2 ( sin cos ),n n
n

q np A npt B npt= − +∑�  

 2
2 ( ) ( cos sin )n n

n
q np A npt B npt= − +∑��  
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и подставим их в уравнение 

 2 12 ( ),q bq k q F t
m

+ + =�� �   

где используются те же обозначения, что и ранее, а правая часть опре-
деляется формулой (2.9.2). Будем иметь 

 2( ) ( cos sin ) 2 ( sin cos )n n n n
n n

np A npt B npt b np A npt B npt− + + − + +∑ ∑  

 2 0 ( cos sin )
2 n n

n

Ak A npt B npt⎡ ⎤
+ + + =⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

 01 ( cos sin ) .
2 n n

n

a a npt b npt
m
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  (2.9.6) 

Приравняем коэффициенты при одинаковых функциях в обеих 
частях этого равенства: 

 2 0
0 ,ak A

m
=  (2.9.7) 

 2 2( ) 2 ,n
n n

ak np A bnpB
m

⎡ ⎤− + =⎣ ⎦  (2.9.8) 

 2 2( ) 2 .n
n n

bk np B bnpA
m

⎡ ⎤− − =⎣ ⎦  (2.9.9) 

Из (2.9.7) следует 

 0
0 2 .aA

mk
=  (2.9.10) 

Определитель системы (2.9.8), (2.9.9) равен 

 
2 2

2 2 2 2
2 2

( ) 2
[ ( ) ] 4( ) ,

2 ( )
k np bnp

k np bnp
bnp k np

−
Δ = = − +

− −
 (2.9.11) 

поэтому 

 { }2 2

2 2

2
1 1 [ ( ) ] 2 ,

( )

n

n n n
n

a bnp
mA a k np b bnp
b mk np
m

= = − −
Δ Δ

−
 (2.9.12) 
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 { }
2 2

2 2
( )

1 1 [ ( ) ] 2 .
2

n

n n n
n

ak np
mB b k np a bnp
b mbnp
m

−
= = − +
Δ Δ

−
 (2.9.13) 

Все коэффициенты, таким образом, определены, но для физиче-
ской интерпретации лучше ввести новые величины с помощью соот-
ношений 
 sin ,n n nA C= δ  

 cos ,n n nB C= δ  

откуда следует 

 
2 2

2 2

[ ( ) ] 2tg ,
[ ( ) ] 2

n n n
n

n n n

A a k np b bnp
B b k np a bnp

− −
δ = =

− +
 (2.9.14) 

 
2 2

2 2
2 2 2 2

1 .
[ ( ) ] 4( )

n n
n n n

a bC A B
m k np bnp

+
= + =

− +
 (2.9.15) 

Выражение (2.9.5) теперь можно представить в виде 

 0
2 2 (cos sin sin cos )n n n

n

aq C npt npt
mk

= + δ + δ =∑  

 0
2 sin( )n n

n

a C npt
mk

= + + δ =∑  

 
2 2

0
2 2 2 2 2

1 sin( ),
[ ( ) ] 4( )

n n
n

n

a a b npt
mk m k np bnp

+
= + + δ

− +∑  (2.9.16) 

где nδ  определяется формулой (2.9.14).  
В реальных расчетах ограничиваются учетом некоторого неболь-

шого числа членов ряда (2.9.16). 
 

2.10. Самосинхронизация механизмов  
на упругом основании 

 
Под синхронизацией механизмов понимается установление оди-

наковой (или кратной) средней угловой скорости или частоты колеба-
ний вращающихся звеньев нескольких механизмов, установленных на 
общем основании. Различают принудительную синхронизацию, когда 
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синхронизация движения звеньев достигается с помощью дополни-
тельных связей (например, зубчатых колес), и самосинхронизацию, 
когда она устанавливается на основании динамических свойств меха-
низмов без введения дополнительных связей. Наибольшее распро-
странение в технике имеет самосинхронизация вибровозбудителей, то 
есть устройств для создания направленных колебаний, при условии, 
что они установлены на общем основании, совершающем малые уп-
ругие колебания. В этом случае требуемая синхронность движения 
вибровозбудителей достигается вследствие взаимодействия их с виб-
рирующим основанием без каких-либо дополнительных устройств, 
что упрощает конструкцию многих вибрационных машин (конвейе-
ров, питателей, грохотов, дробилок, мельниц и др.). 

Самосинхронизация механизмов может быть не только полезной, 
но и вредной. Например, если на одном фундаменте располагаются 
несколько машин с неуравновешенными массами вращающихся 
звеньев (роторов), то при синхронном движении роторов неуравнове-
шенности от отдельных машин складываются, и колебания общего 
фундамента могут превзойти допускаемые пределы. Однако при пра-
вильном выборе параметров механизмов, влияющих на условия само-
синхронизации, можно обеспечить взаимную компенсацию неуравно-
вешенных сил отдельных механизмов и тем самым снизить уровень 
колебаний. 

На рисунке показана динамическая модель системы, состоящей 
из двух дебалансных вибровозбудителей (неуравновешенных рото-
ров) 1 и 2, установленных на общей платформе 3.  

 
Рисунок. Модель системы двух вибровозбудителей 
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Платформа может совершать малые упругие колебания вдоль 
оси 0х, которым соответствуют коэффициент жесткости xc  и коэф-
фициент сопротивления xb . Вибровозбудители приводятся во враще-
ние от асинхронных электродвигателей. Неуравновешенность ротора 
вибровозбудителя 1 характеризуется массой 1m , расположенной на 
расстоянии 1e  от оси вращения. Соответственно для вибровозбудите-
ля 2 имеем: 2m  и 2e . Неподвижная система координат 0ху и система 
координат 1 1 10 х у , связанная с платформой, выбраны так, что они 
совпадают в положении, при котором сила упругости равна нулю. 
Примем за обобщенные координаты системы смещение платформы 
x  и углы поворота роторов 1ϕ  и 2ϕ . Тогда выражение кинетической 
энергии системы запишется в виде 

2
2 2 2

3
1

1 ( ) ,
2 ii i i s

i

T m x J m v
=

⎡ ⎤
= + ϕ +⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ��                   (2.10.1) 

где 3m – масса платформы, im  и iJ – соответственно масса и момент 
инерции i -го вибровозбудителя относительно оси, проходящей через 
его центр масс is , 

isv – скорость центра масс is , определяемая из соот-
ношений 

2 2 2 2 2( sin ) cos
is i i i i i iv x e e= − ϕ ϕ + ϕ ϕ� �� ,     1,  2.i =  

 
Подставляя эти соотношения в выражение кинетической энергии, по-
лучаем: 

 
2 2

2 2

1 1

1 1 sin ,
2 2 Ui i i i i i

i i
T Mx J x m e

= =

= + ϕ − ϕ ϕ∑ ∑� �� �  (2.10.2) 

где  2 2
1 2 3 1 1 1 1 2 2 2 2,     ,      .U UM m m m J J m e J J m e= + + = + = +  

Выражение потенциальной энергии имеет вид 

 
2

2

1

1 (1 sin ),
2 x i i i

i
U c x m e g

=

= + + ϕ∑  (2.10.3) 

где g – ускорение силы тяжести. 
Уравнение Лагранжа второго рода запишем в виде 

 ,i
i i i

d T T U Q
dt
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− = − +⎜ ⎟∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ⎝ ⎠�
 1,  2i =  (2.10.4) 

 ,x
d T T U Q
dt x x x

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ − = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�
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где 1 2,  ,Q Q xQ – обобщенные неконсервативные силы, соответствую-
щие координатам 1 2,  ,  .xϕ ϕ  

Примем, что на роторы вибровозбудителей действуют постоян-
ные моменты сил сопротивления 1CM  и 2CM , а движущие моменты 
определяются по статическим характеристикам электродвигателей 

1 1 1 1,DM а b= − ϕ�  2 2 2 2.DM a b= − ϕ�  Тогда обобщенные силы находятся из 
соотношений  
 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2,    ,    ,C C x xQ a b M Q a b M Q b x= − ϕ − = − ϕ − = −� � �  (2.10.5) 

а уравнения движения рассматриваемой системы получают вид 

 ( )sin cos ,Ui i i i i Ci i i i iJ a b M m e x gϕ = − ϕ − + ϕ − ϕ�� � ��    1,  2i =  

 ( )
2

2

1
sin cos .x x i i i i i i

i
Mx b x c x m e

=

+ + = ϕ ϕ + ϕ ϕ∑ �� ��� �  (2.10.6) 

Для решения этой системы уравнений по методу малого парамет-
ра будем считать, что в первом приближении роторы вибровозбудите-
лей вращаются равномерно с угловой скоростью, модуль которой ра-
вен ω . Кроме того, примем, что член xb x�  в третьем уравнении систе-
мы (2.10.6) мал по сравнению с другими членами этого уравнения. 
При указанных допущениях в систему уравнений (2.10.6) можно вве-
сти малый параметр μ . 

 ( ) ( )sin cos ,Ui i i i i Ci i i i iJ b a M m e x g⎡ ⎤ϕ + ϕ − ω = μ − + ϕ − ϕ⎣ ⎦�� � ��  

 ( )
2

2

1
sin cos ,x i i i i i i x

i

Mx c x m e b x
=

′+ = ϕ ϕ + ϕ ϕ − μ∑ �� ��� �  (2.10.7) 

где .x xb b′μ =  
Порождающая система уравнений ( )0μ =  имеет вид: 

 ( )0 0
1 1 1 1 0,UJ bϕ + ϕ − ω =�� �  

 ( )0 0
2 2 2 2 0,UJ bϕ + ϕ − ω =�� �  (2.10.8) 

( )20 2 0 0 0 0 01
1 1 1 1 1sin cosmx x e

M
⎡ ⎤+ λ = ϕ ϕ + ϕ ϕ +⎢ ⎥⎣ ⎦
�� ���  

 ( )20 0 0 02
2 2 2 2 2sin cos ,m e

M
⎡ ⎤+ ϕ ϕ + ϕ ϕ⎢ ⎥⎣ ⎦
�� �  

где 0 0 0
1 2,  ,  xϕ ϕ −  значения переменных 1 2,  ,  xϕ ϕ  при 0,μ =   2 /xc Mλ =  – 

квадрат собственной частоты системы. 
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Из первых двух уравнений (2.10.8) после интегрирования  
получаем: 

 0 0
1 1 2 2,       .t tϕ = ω + θ ϕ = ω + θ  (2.10.9) 

Поэтому третье уравнение (2.10.8) может быть записано в виде 

 ( ) ( )0 2 0 2 1 2
1 1 2 2cos cos .m mx x e t e t

M M
⎡ ⎤+ λ = ω ω + θ + ω + θ⎢ ⎥⎣ ⎦

��  (2.10.10) 

Решение этого уравнения с применением операционного исчис-
ления и с учетом принципа независимости действия сил (суперпози-
ции), когда можем сложить решения, получаемые для сил, пропор-
циональных ( )1cos tω + θ  и ( )2cos tω + θ : 

 ( ) ( )
2

0 1 2
1 1 2 22 2 cos cos .m mx e t e t

M M
ω ⎡ ⎤= ω + θ + ω + θ⎢ ⎥λ − ω ⎣ ⎦

 (2.10.11) 

Указанные синхронные решения 1 2( ),  ( )t tϕ ϕ  и ( )x t  действительно 
существуют и дальнейших приближений с учетом малого параметра 
μ  не требуется, если соблюдены равенства: 
 1 20,        0,B BM M M M+ = − =  (2.10.12) 

где избыточные моменты 1M , 2M  и вибрационный момент BM  для 
указанной системы из двух вибровозбудителей определяются из соот-
ношений 
 1 1 1 1 2 2 2 2,     ,C CM a b M M a b M= − ω − = − ω−  

 ( )
4

1 1 2 2
1 22 2

1 sin .
2B

m e m eM
M

ω
= − θ − θ

ω − λ
 (2.10.13) 

Вибрационные моменты при любом числе вибровозбудителей 
можно рассматривать как дополнительные средние моменты, дейст-
вующие на неуравновешенные роторы вследствие колебаний основа-
ния, на котором они установлены. Возникновение этих моментов яв-
ляется проявлением «вибрационной связи», которая, например, в 
уравнениях (2.10.6) выражается членами 1 1 1sinm e x ϕ��  и 2 2 2sin .m e x ϕ��  
Сумма вибрационных моментов равна нулю, так как они не изменяют 
общего баланса энергии в системе, а лишь перераспределяют подво-
димую к системе энергию между отдельными вибровозбудителями 
таким образом, что обеспечивается их синхронное вращение незави-
симо от значений избыточных моментов. 



 71

Угловую скорость синхронного вращения ω  и сдвиг фаз 
1 2θ = θ − θ  находим из уравнений (2.10.12) после подстановки в них 

выражений для 1 2,  M M  и BM : 

 1 1 2 2

1 2

,C Ca M a M
b b

− + −
ω =

+
 

 
( ) ( )

1 2
2 2 2 2

sin ,
sgn sgnB B

M M
A A

θ = − ≡
ω − λ ω − λ

 (2.10.14) 

где 
4

1 1 2 2
2 2 .

2B
П

m e m eA
m

ω
=
ω − λ

 

Из выражения для sinθ  (2.10.14) следует условие самосинхронизации 

 1 2 ,BM M A= <  (2.10.15) 

т. е. модули избыточных моментов не должны превышать максималь-
ного значения (амплитуды) вибрационного момента. 

Эффект самосинхронизации может иметь место даже в случае, 
когда двигатель одного из вибровозбудителей выключен из сети. На-
пример, при 1 1СM M= −  из условия самосинхронизации получаем 

 1 ,С BM A<  (2.10.16) 

т. е. для самосинхронизации необходимо только, чтобы момент со-
противления вращению ротора выключенного вибровозбудителя не 
превышал максимального значения вибрационного момента. Эффект 
вращения вибровозбудителя при выключенном двигателе посредст-
вом колебаний его оси называется эффектом вибрационного поддер-
жания неуравновешенного ротора. 
 

2.11. Параметрические колебания 
 

Колебания механических систем могут вызываться не только 
внешними силами, непосредственно совершающими работу на основ-
ных перемещениях системы, но и внешними воздействиями, изме-
няющими параметры системы (жесткость, массу). 

В некоторых случаях при периодически изменяющихся парамет-
рах возникают нарастающие колебания системы, имеет место так на-
зываемый параметрический резонанс. 

Примером параметрических колебаний является раскачивание на 
качелях. В этом случае удается увеличивать размахи колебаний только 
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за счет периодического изменения расстояния центра тяжести систе-
мы от точки подвеса качелей. Тот же процесс может быть воспроизве-
ден на маятнике с переменной длиной. 

Примером параметрического возбуждения колебаний является 
также явление динамической неустойчивости стержней, когда под 
действием периодически изменяющейся продольной силы стержень 
совершает поперечные колебания (рис. 2.11.1).  

 

        
 

Так же как и при обычном резонансе, при параметрическом резо-
нансе колебания развиваются в связи с непрерывным поступлением 
энергии в систему. Проследим этот процесс на примере динамической 
неустойчивости стержня. Пусть стержень совершает собственные по-
перечные колебания с частотой p  (рис. 2.11.2, а) по закону 
 cos .x f pt=  (2.11.1) 

При этом верхний шарнир будет получать небольшие вертикаль-
ные перемещения y  с удвоенной частотой (рис. 2.11.2, б). Он будет 
опускаться вниз при отклонении груза влево и вправо и занимать наи-
высшее положение, когда груз проходит положение статического рав-
новесия. Если продольная сила изменяется также с частотой вдвое 
большей, чем частота поперечных колебаний груза (рис. 2.11.2, в), то 

Рис. 2.11.1. Схема  
нагружения стержня 

y 

x 

P(t) 

Рис. 2.11.2. Законы движения 
середины стержня (а), 

 верхней точки (б) и изменения 
нагрузки на стержень (в) 
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x 
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в t 
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t 



 73

она будет при каждом цикле совершать работу и энергия системы бу-
дет непрерывно нарастать. 

Составим уравнение движения груза m , закрепленного на стерж-
не (рис. 2.11.1): 
 ( ) 0.mx c t x+ ⋅ =��  (2.11.2) 

В данном случае жесткость стержня является функцией времени, 
т. к. она зависит от величины продольной силы ( )P t , приложенной в 
данный момент. В соответствии с приближенной формулой (курс со-
противления материалов) 

 0
( )( ) 1 ,
E

P tc t c
P

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

где 0c – жесткость стержня при отсутствии продольной силы, EP – Эй-
лерова критическая сила для стержня. 

Таким образом, уравнение (2.11.2) может быть записано в виде 

 2 ( )1 0,
E

P tx p x
P

⎡ ⎤
+ − =⎢ ⎥

⎣ ⎦
��   2 0 .cp

m
=  (2.11.3) 

Если ( )P t  является периодической (с периодом τ ) функцией вре-
мени, то уравнение (2.11.3) называется уравнением Хилла. 

Для того, чтобы установить, имеет ли место параметрический ре-
зонанс при данном законе изменения параметра, необходимо в общем 
решении уравнения (2.11.3) 
 1 1 2 2( ) ( ) ( ),x t C x t C x t= ⋅ + ⋅  

где 1 2(0),  (0),C x C x= = �  найти 1 2( ),  ( )x t x t  и проверить соблюдение не-
равенства 1,A >  где 

 [ ]1 2
1 ( ) ( ) ,
2

A x x= τ + τ�  

τ– период изменения параметра. Если 1A < , движение устойчиво. 
Практически более важен случай, когда параметр меняется по 

гармоническому закону 
 0 1( ) cos .c t c c t= + ω  

При этом уравнение (2.11.2) получает вид  

 0 1 cos 0.c cx t x
m m

⎛ ⎞+ + ω =⎜ ⎟
⎝ ⎠

��  (2.11.4) 
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Это уравнение называется уравнением Матье. Характер его реше-
ний зависит от двух безразмерных коэффициентов. В самом деле, введя 
«безразмерное» время 0,5 tυ = ω , приведем уравнение (2.11.4) к виду 

 ( )
2

2 2 cos2 0,d x l q x
d

+ + υ =
υ

 (2.11.5) 

где  
2

0
2 2

4 4 ,c pl
m

= =
ω ω

     1
2

2 .cq
m

=
ω

                    

Коэффициенты l  (характеризующий отношение собственной час-
тоты системы при среднем значении параметра 0c  к частоте измене-
ния параметра) и q  (характеризующий степень изменения параметра) 
полностью определяют устойчивость движения. 

Плоскость изменения l  и q  может быть разделена на области, со-
ответствующие устойчивым и неустойчивым движениям. Такая диа-
грамма (диаграмма Айнса – Стретта) представлена на рис. 2.11.3. Об-
ласти устойчивости на рисунке заштрихованы. 

 

 
Рис. 2.11.3. Диаграмма Айнса – Стретта 

 
Таким образом, для того чтобы определить, устойчиво или неус-

тойчиво движение, описываемое уравнением (2.11.4), достаточно 
вычислить коэффициенты ,  ,l q  нанести соответствующую точку на 
диаграмму и установить, попадает она в устойчивую или в неустой-
чивую область.  
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Проследим, как изменяется устойчивость системы при изменении 
частоты ω . В этом случае отношение /q l  сохраняет постоянное зна-
чение и соответствующая точка на диаграмме Айнса – Стретта дви-
жется по лучу, проходящему через начало координат. При этом точка 
последовательно попадает то в области устойчивости, то в области 
неустойчивости. При малом изменении параметра (q  мало) неустой-
чивость имеет место при значениях l  = 1, 4, 9, ..., т. е. при отношениях  

 1 3 5;  1; ;  2; 
2 2 2

p
=

ω
  и т. д. 

 
2.12. Малые колебания систем  
с двумя степенями свободы 

 
Ранее было показано, что движение механической системы с s 

степенями свободы вблизи положения устойчивого равновесия опи-
сывается уравнениями 

 ( ) 0,m q c qαγ γ αγ γ
γ

+ =∑ ��  (2.12.1) 

где греческими индексами обозначены номера степеней свободы, а 
постоянные величины mαγ  и cαγ  называются инерционными и квази-
упругими коэффициентами соответственно. Для случая двух степеней 
свободы в подробной записи уравнения (2.12.1) примут вид 
 11 1 12 2 11 1 12 2 0,m q m q c q c q+ + + =�� ��  (2.12.2) 

 21 1 22 2 21 1 22 2 0,m q m q c q c q+ + + =�� ��  (2.12.3) 

причем  12 21 12 21,  m m c c= =  в силу определения  инерционных и квази-
упругих коэффициентов. Кроме того, поскольку кинетическая энер-
гия, имеющая в данном случае вид 

 2 2
11 1 12 1 2 22 2

1 ( 2 ),
2

T m q m q q m q= + +� � � �  (2.12.4) 

всегда положительна (при отличных от нуля скоростях), то квадра-
тичная форма (2.12.4) удовлетворяет критерию Сильвестра, и по-
этому инерционные коэффициенты должны удовлетворять нера-
венствам 

 2
11 11 22 120,  0,m m m m> − >  (2.12.5) 

откуда следует, что и 22 0m > . 
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Потенциальная энергия с учетом только квадратичных членов, 
что обеспечивает линейность уравнений (2.12.2), (2.12.3), тоже пред-
ставляется квадратичной формой 

 2 2
11 1 12 1 2 22 2

1 ( 2 ),
2

U c q c q q c q= + +  (2.12.6) 

и квазиупругие коэффициенты  должны удовлетворять условиям вида 
(2.12.5), если положение равновесия является устойчивым, т. е. 

 2
11 11 22 12 220,  0,  0.c c c c c> − > >  (2.12.7) 

Таким образом, при малых отклонениях от положения устойчиво-
го равновесия движение системы описывается двумя линейными од-
нородными дифференциальными уравнениями второго порядка с по-
стоянными коэффициентами (2.12.2), (2.12.3). Учитывая опыт рас-
смотрения системы с одной степенью свободы, решение этих уравне-
ний будем искать в виде 
 1 2sin( ),   sin( ),q A kt q B kt= + δ = + δ  (2.12.8) 

где ,  ,  ,  A B k δ  – неизвестные постоянные. 
Вычислив производные от 1q  и 2q  по времени 

 1 2cos( ),   cos( ),q Ak kt q Bk kt= + δ = + δ� �  

 2 2
1 1sin( ),   sin( ),q Ak kt q Bk kt= − + δ = − + δ�� ��  (2.12.9) 

подставим (2.12.8) и (2.12.9) в (2.12.2) и (2.12.3): 
2 2

11 12sin( ) sin( )m Ak kt m Bk kt− + δ − + δ +  
11 12sin( ) sin( ) 0,c A kt c B kt+ + δ + + δ =  

2 2
21 22sin( ) sin( )m Ak kt m Bk kt− + δ − + δ +  

21 22sin( ) sin( ) 0.c A kt c B kt+ + δ + + δ =  

Для того чтобы эти равенства выполнялись тождественно при 
любых значениях t, коэффициенты при тригонометрических функциях 
должны быть равными нулю, т. е. 

 2 2
11 11 12 12( ) ( ) 0,c m k A c m k B− + − =  (2.12.10) 

 2 2
21 21 22 22( ) ( ) 0.c m k A c m k B− + − =  (2.12.11) 

Поскольку тривиальные решения этих линейных однородных ал-
гебраических  уравнений относительно А и В интереса не представля-
ют, то определитель данной системы должен равняться нулю: 
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2 2

11 11 12 12
2 2

21 21 22 22

c m k c m k
c m k c m k

− −
Δ = =

− −
  

 2 2 2 2
11 11 22 22 12 12 21 12( )( ) ( )( )c m k c m k c m k c m k= − − − − − =  

 2 2 2 2
11 11 22 22 12 12( )( ) ( ) 0.c m k c m k c m k= − − − − =  (2.12.12) 

Здесь использовано свойство симметрии коэффициентов c и m. 
Последнее равенство можно переписать иначе, раскрыв скобки и со-
брав слагаемые при одинаковых степенях k: 

 2 4 2
11 22 12 11 22 12 12 22 11( ) ( 2 )m m m k c m c m c m k− − − + +  

2
11 22 12 0.c c c+ − =                                    (2.12.13) 

Это уравнение называется уравнением частот, или вековым урав-
нением. Если обозначить 

 
2

11 22 12 11 22 12 12 22 11
2 2

11 22 12

,  2 ,  

,  ,

a m m m b c m c m c m

c c c c x k

= − = − +

= − =
 (2.12.14) 

то уравнение (2.12.13) запишется в виде 

 2 0,ax bx c− + =  (2.12.15) 
и поэтому его корни равны 

 ( )2
1, 2

1 4 .
2

x b b ac
a

= ± −  (2.12.16)  

Покажем, что эти корни являются действительными и положи-
тельными, имея в виду, что (2.12.12), (2.12.13) и (2.12.15) представля-
ют собой различные формы записи одного и того же уравнения 

2( ) ( ) 0k xΔ = Δ = . Из (2.12.15) видно, что при 0x =  (0) 0cΔ = >  в силу 
определения (2.12.14) и условия (2.12.7), а при x →∞  2( ) 0x axΔ → >  
в силу (2.12.5). Из (2.12.12) же следует, что при 2

11 11/k c m=   

 ( )2
11 11 12 12 11 11( / ) / 0,c m c m c mΔ = − − <   (2.12.17) 

а при 2
22 22/k c m=  

 2
22 22 12 12 22 22( / ) ( / ) 0.c m c m c mΔ = − − <  (2.12.18) 

Это означает, что между значениями 0x =  и x = ∞  график функ-
ции 2( )x ax bx cΔ = − +  будет заходить в область отрицательных зна-
чений, дважды пересекая ось х. Минимальное значение достигается в 
точке, определяемой равенством нулю первой производной: 
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 ( ) 2 0,x ax b′Δ = − =  (2.12.19) 

т. е. при / 2x b a= , откуда следует, что коэффициент b должен быть 
положительным. Вторая производная при этом ( ) 2x a′′Δ = , естествен-
но, положительна, а значение самой функции в этой точке должно 
быть отрицательным: 

 
2 2 2

21 (4 ) 0,
2 2 2 4 2 2
b b b b ba b c c ac b
a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ = − + = − + = − <⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

откуда следует, что 2 4 0.b ac− >  Это и доказывает действительность и 
положительность корней уравнения (2.12.15), определяемых равенст-
вом (2.12.16). 

Таким образом, характеристическое уравнение (2.12.13) опреде-
ляет две частоты 

 ( ) ( )
1 1
2 22 2

1 2
1 14 ,   4 .

2 2
k b b ac k b b ac

a a
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(2.12.20) 

Здесь, естественно, используются только положительные знаки 
перед радикалами. 

Каждому значению частоты соответствует частное решение сис-
темы уравнений (2.12.2), (2.12.3) со своими константами А, В и δ и, 
поскольку частные решения линейно независимы, общее решение бу-
дет их линейной комбинацией: 
 1 1 1 1 2 2 2sin( ) sin( ),q A k t A k t= + δ + + δ  (2.12.21) 
 2 1 1 1 2 2 2sin( ) sin( ).q B k t B k t= + δ + + δ  (2.12.22) 

Числа А и В, однако, не являются независимыми: между ними 
имеется связь, выражаемая системой уравнений (2.12.10) и (2.12.11), 
определитель которой равен нулю. То есть независимым из этой сис-
темы является только одно уравнение, любое из двух. Будем считать 
таковым первое, тогда, подставляя в него найденные значения частот, 
будем иметь 
 2 2

11 11 1 1 12 12 1 1( ) ( ) 0,c m k A c m k B− + − =  

 2 2
11 11 2 2 12 12 2 2( ) ( ) 0.c m k A c m k B− + − =  

Отсюда следует, что константы nB  можно выразить через nA : 

 
2

11 11
2

12 12

=    ( 1,  2)n
n n n n

n

c m kB A f A n
c m k

−
= − =

−
. (2.12.23) 
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Общее решение тогда примет вид 
 1 1 1 1 2 2 2sin( ) sin( ),q A k t A k t= + δ + + δ  (2.12.24) 

 2 1 1 1 1 2 2 2 2sin( ) sin( ).q f A k t f A k t= + δ + + δ  (2.12.25) 

Частоты 1 2,  k k  и коэффициенты 1 2,  f f  являются известными ве-
личинами, определяемыми свойствами системы, а константы 1 2,  ,A A  

1 2,  δ δ  остаются произвольными и подлежат определению из началь-
ных условий. 

Из выражений для общего решения (2.12.24), (2.12.25) видно, что 
движение системы с двумя степенями свободы вблизи положения ус-
тойчивого равновесия состоит из двух независимых колебаний, каж-
дое из которых происходит со своей частотой. Эти колебания называ-
ются главными, а коэффициенты 1 2,   f f  определяют формы колеба-
ний; они имеют простой физический смысл, показывая, во сколько раз 
амплитуда соответствующего главного колебания одной из координат 
больше или меньше амплитуды другой координаты (2.12.23). 

Если бы коэффициенты 12m  и 12c , которые, как видно из выраже-
ний (2.12.4) и (2.12.6), отражают связи между скоростями и координа-
тами, относящимися к разным степеням свободы, были равны нулю, 
то система уравнений (2.12.2), (2.12.3) распалась бы на два независи-
мых уравнения 
 11 1 11 1 0,m q c q+ =��  (2.12.26) 

 22 2 22 2 0,m q c q+ =��  (2.12.27) 

описывающих свободные колебания координат 1q  и 2q  с частотами 

 11 22
1 2

11 22

,    ,c c
m m

ω = ω =  (2.12.28) 

которые называются парциальными частотами. Из выражений 
(2.12.20), (2.12.17) и (2.12.18) следует, что первое главное колебание 
происходит с частотой меньшей, чем наименьшая парциальная часто-
та, а второе – с частотой большей, чем наибольшая парциальная. 

Рассмотрим частные случаи. 
1. Характеристическое уравнение имеет равные корни. Из 

(2.12.20) видно, что это имеет место при условии 

 2 4 0,b ac− =  (2.12.29) 

которое выполняется, если 
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 211 12 22

11 12 22

,c c c
m m m

= = = ω  (2.12.30) 

в чем легко убедиться с помощью определений (2.12.14). При выпол-
нении условий (2.12.30) уравнения движения (2.12.2), (2.12.3) приоб-
ретают вид 
 2 2

11 1 1 12 2 2( ) ( ) 0,m q q m q q+ ω + + ω =�� ��  (2.12.31) 

 2 2
12 1 1 22 2 2( ) ( ) 0.m q q m q q+ ω + + ω =�� ��  (2.12.32) 

Поскольку определитель этой системы уравнений относительно 
выражений в круглых скобках 2

11 22 12 0,m m m− ≠  то система имеет толь-
ко тривиальное решение 

 2
1 1 0,q q+ ω =��  (2.12.33) 

 2
2 2 0,q q+ ω =��  (2.12.34) 

и, следовательно, 
 1 1 1sin( ),q A t= ω + δ  (2.12.35) 

 2 2 2sin( ),q A t= ω + δ  (2.12.36) 

т. е. обе координаты изменяются по одинаковому закону. Амплитуды 
и начальные фазы каждой координаты, разумеется, определяются по 
начальным условиям независимо друг от друга. 

2. Один из корней характеристического уравнения равен нулю: 
это может быть только корень 1k  в том случае, когда 2

11 22 12 0.c c c c= − =  
Потенциальная энергия (2.12.6) тогда примет вид 

( )2
2 2

11 1 11 22 1 2 22 2 11 1 22 2
1 1( 2 ) .
2 2

U c q c c q q c q c q c q= + + = +     (2.12.37) 

Если ввести новую обобщенную координату 11 1 22 2 ,q c q c q= +�  
то окажется, что потенциальная энергия зависит только от нее, и это 
существенно изменит структуру уравнений движения системы. Дета-
ли рассмотрим на примере. 

 
2.13. Двухмассовая модель механизма  

(динамические нагрузки приводных устройств) 
 
Рассмотрим систему, представленную на рисунке и состоящую из 

двух масс, соединенных упругой связью. 
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Как видно из рисунка, тела 1 и 2 мо-
гут двигаться только поступательно по 
вертикали. Будем считать, что 1 – это ве-
дущее звено механизма (включая движу-
щиеся элементы двигателя), 2 – ведомое 
звено, а с – приведенная жесткость всего 
механизма (валы передач, тяговые эле-
менты и т. д.). Эту конструкцию мож- 
но рассматривать как математичес- 
кую модель грузоподъемного механизма, 
например. 

Такая система имеет две степени сво-
боды, так что в качестве обобщенных ко-
ординат можно выбрать декартовы коор-
динаты центров масс тел 1 и 2 (или любых 
других точек). На ведущее звено действует переменная сила ( )F t

G
. 

Уравнения Лагранжа для этой системы имеют вид 

 .    ( 1,  2)d T T U Q
dt x x x α

α α α

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
− = − + α =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�

 (2.13.1) 

Обобщенные силы разделены на потенциальную (силы тяжести, 
упругая сила) и непотенциальную (сила ( )F t

G
) части, причем 

 1 2( ),    0.Q F t Q= =  (2.13.2) 

Потенциальная энергия складывается из потенциальных энергий 
поля сил тяжести  1U  и 2U  и упругих сил cU : 

 1 2 1 1 2 2 1 2( ,  ) ( ) ( ) ( ,  )cU x x U x U x U x x= + + =  

 2
1 1 2 2 1 2( ) .

2
cm gx m gx x x= − − + −  (2.13.3) 

Кинетическая энергия имеет простой вид 

 
2 2

1 1 2 2 ,
2 2

m x m xT = +
� �

 (2.13.4) 

поэтому имеем 

 0,    ,    ,    ,   ( 1,  2)UT T d Tm x m x m g
x x dt x x

α
α α α α α

α α α α

⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂
= = = = − α =⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

� ��
� �

  

 1 

2 

c 

( )F t
G

 

1m  

2m  

Рисунок. Двухмассовая 
модель механизма 

1x

2x

x



 82 

 1 2 1 2
1 2

( ),    ( ),c cU Uc x x c x x
x x

∂ ∂
= − = − −

∂ ∂
 

в результате чего уравнения (2.13.1) принимают вид 
 1 1 1 1 2( ) ( ),m x m g c x x F t= − − +��  (2.13.5) 
 2 2 2 1 2( ).m x m g c x x= + −��  (2.13.6) 

Для решения полученной системы уравнений удобно перейти к новым 
переменным: 

 1 1 2 2 1 2 1 2
1 ( ),    ,    ( ).Cx m x m x x x x M m m
M

= + = − = +  (2.13.7) 

Первая из них определяет положение центра масс системы, а вто-
рая является относительной координатой. Разрешив последние равен-
ства относительно старых переменных, получим 

 2 1
1 2,    .C C

m mx x x x x x
M M

= + = −  (2.13.8) 

Подставим эти выражения в (2.13.5): 

 2
1 1 ( ),C

mm x x m g cx F t
M

⎛ ⎞+ = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
�� ��  (2.13.9) 

 1
2 2 .C

mm x x m g cx
M

⎛ ⎞− = +⎜ ⎟
⎝ ⎠
�� ��  (2.13.10) 

Если почленно сложить обе части полученных уравнений, то по-
лучится 
 ( ),CMx Mg F t= +��  (2.13.11) 
т. е. уравнение, описывающее движение центра масс системы – всего 
механизма как целого, на что упругие силы, естественно, никакого 
влияния не оказывают, поскольку они являются внутренними. Умно-
жив, далее, обе части уравнения (2.13.9) на 2m , а уравнения (2.13.10) – 
на 1m  и вычтя из первого полученного соотношения второе, получим 

 1 2 2 ( ).m m mx cx F t
M M

+ =��  (2.13.12) 

Это уравнение, как известно, описывает вынужденные колебания. 
Решение уравнения (2.13.11) имеет вид 

 
12

1 2 1 2 2
0 0

1 ( ),
2

tt

C
gtx C t C dt dt F t

M
= + + + ∫ ∫  (2.13.13) 
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решение же уравнения (2.13.12) есть 

 3 4
1 0

1sin cos ( )sin ( ) ,
t

x C kt C kt F k t d
m k

= + + τ − τ τ∫  (2.13.14) 

где  2

1 2

.Mck
m m

=  

Таким образом, движение каждого из тел складывается, как это 
следует из (2.13.8), из движения центра масс системы и вынужденных 
колебаний около этого центра масс. Деформация упругого звена оп-
ределяется в соответствии с законом Гука  только относительной ко-
ординатой x , зависимость от времени которой задается выражением 
(2.13.14). Зная режим пуска или остановки, т. е. ( )F t , а также началь-
ные условия, можно вычислить все интересующие величины. 
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3. НЕЛИНЕЙНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 
 
 
Все реальные конструкции являются нелинейными, т. е. описы-

ваются нелинейными уравнениями, однако большая часть практиче-
ских расчетов выполняется на основе линейной теории (в силу ее про-
стоты). Как правило, такие расчеты приводят к удовлетворительным 
результатам, но многие явления не могут быть объяснены в рамках 
линейного приближения. К ним относятся, например, наличие не-
скольких устойчивых режимов вынужденных колебаний, реализация 
которых зависит от начальных условий, автоколебания и так далее. 
Для этих случаев  необходимо разрабатывать методы расчета на осно-
ве нелинейной теории. Особенно важны такие методы при рассмотре-
нии  нелинейных систем, в которых нелинейность ни при каких усло-
виях не является малой. 

 
3.1. Свободные колебания (общее рассмотрение) 

 
Рассмотрим простейшую систему с одной степенью свободы и 

будем считать, что на нее действуют только потенциальные силы, 
причем зависимость потенциальной энергии от обобщенной коорди-
наты отлична от квадратичной, из-за чего система и становится нели-
нейной. Воспользуемся тем обстоятельством, что при движении в по-
тенциальных силовых полях полная механическая энергия сохраняет-
ся, т. е. является интегралом движения: 

 21 ( ) ( ) const.
2

E T U m x x U x= + = + =�  (3.1.1) 

Эта константа определяется, разумеется, начальными условиями. 
Обобщенную координату в дальнейшем будем обозначать буквой х. 
Разрешим равенство (3.1.1) относительно скорости 

 2 [ ( )].
( )

dx E U x
dt m x

= ± −  (3.1.2) 

Это дифференциальное уравнение допускает разделение пере-
менных, так что можно написать 

 
0

,
2 [ ( )]
( )

x

x

dyt
E U y

m y

= ±
−

∫  (3.1.3) 
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где 0x – начальная координата. Знак перед интегралом выбирается по-
ложительным, если dy положительно, и отрицательным – в противопо-
ложном случае, поскольку время является величиной положительной. 
Даже не вычисляя интеграл, можно сделать далеко идущие выводы.  

Совершенно ясно, что движение системы возможно только в том 
случае, когда квадратная скобка под знаком радикала положительна 
(инерционный коэффициент, напомним, всегда положителен), по-
скольку все фигурирующие в механике величины являются действи-
тельными. Поэтому в случае потенциальной энергии, представленной 
на рис. 3.1.1, движение возможно только в области, определяемой 
значениями 1x x≥ , где U < E, т. е. движение ограничено слева, а впра-
во система может двигаться неограниченно. Точка 1x , в которой U = E  
и, как следует из (3.1.2), скорость равна нулю, называется точкой по-
ворота. 

 

 
Рис. 3.1.1. Монотонное поведение  

потенциальной энергии 
Рис. 3.1.2. Потенциальная энергия 

с минимумом 
 
В случае, представленном на рис. 3.1.2, потенциальная энергия 

имеет минимум и по тем же соображениям движение возможно толь-
ко в области, включающей этот минимум, между двумя точками по-
ворота 1 2x x x≤ ≤ , т. е. в ограниченной области. Такое движение яв-
ляется колебательным, периодическим и, следовательно, фазовые 
траектории, определяемые выражением (3.1.1), будут замкнутыми и 
симметричными относительно оси х в силу квадратичной зависимо-
сти кинетической энергии от скорости. При постоянном m они будут 
симметричными и относительно оси x�  при четной потенциальной 
энергии.   

Воспользовавшись выражением (3.1.3), можно вычислить период 
таких колебаний. Движение начинается из положения 0x , для опреде-
ленности будем считать, что начальная скорость направлена вправо, 
тогда система будет двигаться в направлении точки 2x , в которой она 
должна остановиться. Приращение координаты при этом положитель-
но, поэтому время, затраченное на перемещение из 0x в 2 ,x  равно 

U

E 

x 1x  

U

E

x 1x 2x  0x
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2

0

02 .
2 [ ( )]

x

x

dyt
E U y

m

=
−

∫  (3.1.4) 

В точке 2x  система остановится и потом будет двигаться в обрат-
ном направлении (координата при этом уменьшается), пока не дос-
тигнет точки 1x . На это уйдет время 

 
1

2

21 .
2 [ ( )]

x

x

dyt
E U y

m

= −
−

∫  (3.1.5) 

В точке 1x  произойдет остановка, и система начнет движение в 
сторону возрастания координаты. Для достижения точки 0x  потребу-
ется время 

 
0

1

10 .
2 [ ( )]

x

x

dyt
E U y

m

=
−

∫  (3.1.6) 

Сумма этих времен и равна периоду колебаний  

02 21 10t t tΘ = + + =  

 
02 1

0 2 1

.
2 2 2[ ( )] [ ( )] [ ( )]

xx x

x x x

dy dy dy

E U y E U y E U y
m m m

= − +∫ ∫ ∫
− − −

 

Первый и последний интегралы можно объединить в один с ниж-
ним пределом 1x  и верхним 2x , таким же является средний интеграл, 
поэтому 

 
2

1

2 .
2 [ ( )]

x

x

dy

E U y
m

Θ =
−

∫  (3.1.7) 

Понимая под амплитудой колебаний наибольшее отклонение от 
положения равновесия (от той точки, где потенциальная энергия име-
ет минимум; в ней всегда можно разместить начало координат) и счи-
тая для определенности таковым 2 ,x  приходим к выводу, что в случае 
нелинейных колебаний период зависит от их амплитуды, поскольку 
определенный интеграл является функцией своего верхнего предела. 
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Это является специфической особенностью нелинейных колебаний. 
Напомним, что период свободных колебаний в линейном случае от 
амплитуды не зависит, определяясь только характеристиками системы 
(постоянными значениями инерционного и квазиупругого коэффици-
ентов). Этот результат следует и из выражения (3.1.7) при постоянном 
значении m и квадратичной зависимости потенциальной энергии от 
координаты. 

Итак, движение системы под действием нелинейной восстанавли-
вающей силы является периодическим и, следовательно, закон такого 
движения может быть представлен в виде ряда Фурье  

 0

1
( cos sin ),

2 n n
n

ax a n t b n t
∞

=

= + ω + ω∑  

где 2 /ω= π Θ  – основная частота колебаний, зависящая, как показано 
выше, от амплитуды. Среди коэффициентов разложения Фурье особое 
место занимает 0a , который характеризует смещение колебаний от 
положения статического равновесия. При постоянном m и четной по-
тенциальной энергии он должен быть равным нулю. 

Нахождение закона, связанное, в принципе, с вычислением инте-
грала в (3.1.3) и обращением полученного выражения (или определе-
нием коэффициентов Фурье), технически неосуществимо. Поэтому 
используются иные подходы, определяемые специфическими особен-
ностями конкретной ситуации (например, наличием малого парамет-
ра) и связанные с построением приближенных решений. Рассмотрим 
сначала один из наиболее простых случаев. 

 
3.2. Системы с кусочно-линейной характеристикой 

(метод припасовывания) 
 

Рассмотрим систему с зазором, представленную на рис. 3.2.1. 
Здесь груз массы m расположен на гладкой горизонтальной поверхно-
сти и зажат между двумя одинаковыми пружинами жесткости 1c .  

Будем считать, что в среднем положении пружины жесткости 1c  
не деформированы, а между грузом и концами одинаковых пружин 
жесткости 2c  имеются зазоры величиной d, т. е. система симметрична 
относительно средней точки 0. Если груз вывести из этого положения, 
равновесие нарушится и в системе возникнет колебательный процесс, 
характер которого будет существенно определяться величиной на-
чального отклонения от равновесного положения. При нулевой на-
чальной скорости и начальном смещении, меньшем величины зазора, 
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будут иметь место обычные свободные колебания с амплитудой, 
меньшей d, однако при смещении, большем d, тоже возникнут коле-
бания, но уже нелинейные, поскольку в них примет участие и пружи-
на жесткости 2c . 

 

 
Рис. 3.2.1. Система с зазором 

 
Выберем начало координат в положении равновесия и ось х на-

правим вправо. Величину упругой  силы будем, как обычно, опреде-
лять с помощью закона Гука 

 0 ,F c l l= −  (3.2.1) 

где 0l – естественная длина пружины, а l – ее длина в произвольном 
(деформированном) состоянии. Две пружины, между которыми все 
время зажат груз, можно заменить одной пружиной, жесткость кото-
рой равна сумме жесткостей этих двух пружин (параллельное соеди-
нение), в нашем случае эффективная жесткость равна 12c . Для опре-
деленности будем считать, что груз смещен вправо. Из определения 
(3.2.1) и рис. 3.2.2 видно, что упругая сила, действующая на груз со 
стороны эффективной пружины в произвольном положении, опреде-
ляемом координатой х, по величине равна 
 1 1 01 12 ( ) ,F c l l cx= − =  (3.2.2) 

где 12c c= , и направлена к положению равновесия.  

 
Рис. 3.2.2. Упругая сила первой пружины 

d d 

m 

0

1c  1c  

2c  2c  

0 x

01l

1l1F
G
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При отклонении груза от положения равновесия, большем вели-
чины зазора d, например, вправо, подключается правая пружина 2c  
(рис. 3.2.3). 

 
Рис. 3.2.3. Упругая сила второй пружины 

 
Действующая с ее стороны сила по величине равна 

 2 2 2 02 2 02 2 2( ) ( ).F c l l c l l c x d= − = − = −  (3.2.3) 

Таким образом, величина действующей на груз силы F равна 

 1

1 2 2

,   ,
,   ( ).

x d F F cx
F

x d F F F cx c x d
< = =⎧

= ⎨ > = + = + −⎩
 (3.2.4) 

Графическая зависимость проекции силы на ось х от координаты, 
называемая характеристикой силы, представлена на рис. 3.2.4. 

 

 
Рис. 3.2.4. Кусочно-линейная характеристика 

 
Она представляет собой совокупность трех прямых с разными уг-

лами наклона, из-за чего и носит название кусочно-линейной характе-
ристики. 

Рассмотрим случай, когда груз начинает движение из положения 
0x L d= >  без начальной скорости. Уравнение движения при этом бу-

дет иметь вид 

0 d x 

02l

2l2F
G

 

0 –d 
d 

x 

xF
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 2 ( ),mx cx c x d= − − −��  
или 
 2 2( ) .mx c c x c d+ + =��  (3.2.5) 

Приведем его к стандартному виду, разделив все члены на m и 
введя обозначение 

 2 2
2 .c ck

m
+

=  (3.2.6) 

Тогда 

 2 2
2 .cx k x d

m
+ =��  (3.2.7) 

Общее решение соответствующего однородного уравнения из-
вестно, а частное решение неоднородного будем искать в виде посто-
янной величины D, которая, как нетрудно видеть, равна 

 2
2
2

,c dD
mk

=  

так что общее решение уравнения (3.2.7) получится следующим: 

 2
2 2 2

2

sin cos .c dx A k t B k t
mk

= + +  (3.2.8) 

Постоянные  А и В определим по начальным условиям, но для 
этого нужно найти выражение для скорости, продифференцировав 
(3.2.8) по времени: 
 2 2 2( cos sin ).x k A k t B k t= −�  (3.2.9) 

При t = 0 получим из (3.2.8) и (3.2.9) 

 2
2
2

,c dL B
mk

= +   

 20 ,k A=  

поэтому решение (3.2.8), удовлетворяющее начальным условиям, за-
пишется так: 

 2 2
22 2

2 2

cos .c d c dx L k t
mk mk

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.2.10) 

Из рис. 3.2.2 и 3.2.3 видно, что под действием упругих сил груз 
будет двигаться влево (это видно и из (3.2.9) при  А = 0), так что в не-
который момент времени 1t  он окажется в точке d, где пружина с ин-



 91

дексом 2 отсоединится от него, и далее груз будет двигаться под дей-
ствием других сил, что должно описываться иным уравнением, а со-
стояние в точке  d  должно рассматриваться для этого движения в ка-
честве начальных условий. Значит, 

 2 2
2 12 2

2 2

cosc d c dd L k t
mk mk

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

откуда получим 

 

2
2 2
2 2 2

2 1 2
2 2 2 2 2

2
2

1
cos

( )

c
mk mk c cdk t d dc d mk L c d c c L c dL
mk

−
−

= = =
− + −−

 (3.2.11) 

с учетом (3.2.6). Для нахождения 1t  нужно решить полученное триго-
нометрическое уравнение, выбрав только главную ветвь. Скорость 1v  
в этот момент времени определим с помощью (3.2.9) при  А = 0: 

 2 22 2
1 2 2 1 2 2 12 2

2 2

sin 1 cosc d c dv k L k t k L k t
mk mk

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − = − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

 
2

2
2 2

2 2 2

1 .
( )

c d cdk L
mk c c L c d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3.2.12) 

На участке d x d− ≤ ≤  груз, как уже отмечалось, движется только 
под действием силы 1F

G
 (см. (3.2.4)), поэтому уравнение движения 

имеет вид 
 ,mx cx= −��  
или 
 2

1 0,x k x+ =��  (3.2.13) 
где  

 2
1 .ck

m
=  (3.2.14) 

Решение уравнения (3.2.13) запишем в  виде 
 1 1 1 1sin cos ,x A k t B k t= +  (3.2.15) 

тогда для скорости будем иметь выражение 
 1 1 1 1 1( cos sin ),x k A k t B k t= −�  (3.2.16) 
а постоянные интегрирования 1A  и 1B  определим по начальным усло-
виям 0 0 1,   x d x v= =�  при t = 0, т. е. 1 1 1 1,   / ,B d A v k= =  в результате чего 
закон движения примет вид 
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 1
1 1

1

sin cos .vx k t d k t
k

= +  (3.2.17) 

В момент времени 2t  груз достигнет положения равновесия: 

 1
1 2 1 2

1

0 sin cos .v k t d k t
k

= +  

Отсюда следует, что данный промежуток времени тоже определя-
ется тригонометрическим уравнением 

 1
1 2

1

tg .k dk t
v

= −  (3.2.18) 

Время, затраченное на переход из крайнего правого положения в 
начало координат, составляет четверть периода колебаний, поэтому 
период равен 

 1
1 2

2 2 2 1 1

4 44( ) arccos arctg .
( )

k dcdt t
k c c L c d k v

⎛ ⎞
Θ = + = + −⎜ ⎟+ − ⎝ ⎠

 (3.2.19) 

Это и есть искомая зависимость периода от амплитуды колеба-
ний, в качестве которой в данном случае выступает начальное откло-
нение груза от положения равновесия L. Качественное представление 
о виде этой зависимости можно получить, рассмотрев некоторые пре-
дельные случаи. Например, при L d→  

 
2 2

1
( )

cd
c c L c d

→
+ −

 

и, следовательно, 

 
2 2

arccos 0.
( )

cd
c c L c d

→
+ −

 

При этом, как видно из (3.2.12), 1 0v →− , поэтому 1 1/k d v− → +∞ , 
( )1 1arctg / / 2k d v− → π  и 12 / kΘ→ π . С другой стороны, при L →∞   

 
2 2

0,
( )

cd
c c L c d

→
+ −

 

 
2 2

arccos arccos0 ,
( ) 2

cd
c c L c d

π
→ =

+ −
 

1 2 ,v k L→−    1 1 1 2/ / 0,k d v k d k L− → →   ( )1 1arctg / 0k d v− →  и 22 / .kΘ→ π  
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Таким образом, частота колеба-
ний 2 /k = π Θ  меняется от 1k  до 2k  с 
изменением амплитуды от d до беско-
нечности (конечно, эту бесконечность 
надо понимать условно, как величину, 
значительно большую, чем d). График 
этой зависимости (так называемая 
скелетная кривая) представлен на  
рис. 3.2.5. 

Метод, который использовался при 
решении этой задачи, состоял в том, 
что на каждом участке движения точно 
решалось соответствующее линейное 
дифференциальное уравнение, причем 
постоянные интегрирования на следующем участке определялись из 
условий непрерывности изменения координаты и скорости. Такой 
подход и называется методом припасовывания. 

 
3.3. Колебания в системах, близких к линейным. 

Начальные понятия о теории возмущений 
 

Близкими к линейным будем называть такие системы, для кото-
рых соответствующие дифференциальные уравнения хотя и являются 
нелинейными, но содержат некоторый параметр, при нулевом значе-
нии которого уравнения вырождаются в линейные. При этом предпо-
лагается, что этот параметр сам по себе является малым. 

Тогда можно построить решение нелинейного уравнения  в виде 
ряда по степеням этого малого параметра. Такой способ нахождения 
решения носит название теории возмущений. В качестве примера ее 
реализации рассмотрим конкретное уравнение с кубической нели-
нейностью 

 3 ,mx cx x= − − α��  (3.3.1) 

которое можно интерпретировать как уравнение свободных колеба-
ний груза массы m под действием восстанавливающей силы с нели-
нейной характеристикой 3F cx x= − − α . Будем считать, что параметр α 
является малым, т. е. величина 3x cxα << . Это неравенство следует 
понимать в том смысле, что понятие «намного меньше» условно озна-
чает, что одна величина, по крайней мере, в десять раз меньше другой, 
т. е. меньше ее на порядок. Введем обозначения 

L 

d 

k 1k 2k  

Рис. 3.2.5. Зависимость 
 амплитуды от частоты 
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 2 ,    ,ck
m m

α
= ε =  (3.3.2) 

тогда уравнение (3.3.1) можно записать в виде 

 2 3 ,x k x x+ = −ε��  (3.3.3) 
с формальной точки зрения считая величину ε малой. Решение этого 
уравнения будем искать в виде разложения по степеням малого пара-
метра ε: 
 2

0 1 2 ...x x x x= + ε + ε +  . (3.3.4) 

Далее, подставим (3.3.4) в (3.3.3) 

 2 2 2 2 3
0 1 2 0 1 2 0 1 2... ( ...) ( ...)x x x k x x x x x x+ ε + ε + + + ε + ε + = −ε + ε + ε +�� �� ��  

и приравняем в обеих частях члены при одинаковых степенях ε, в ре-
зультате чего получим систему уравнений 

 2
0 0 0,x k x+ =��  (3.3.5) 

 2 3
1 1 0 ,x k x x+ = −��  (3.3.6) 

 2 2
2 2 0 13x k x x x+ = −��  (3.3.7) 

и так далее. Видно, что левые части этих уравнений одинаковы по 
форме и линейны, а правые являются известными функциям, опреде-
ляемыми решениями уравнений на предыдущем уровне по малому 
параметру, т. е. алгоритм нахождения решения совершенно прозрачен 
и, на первый взгляд, не должен быть сопряжен с какими-либо пробле-
мами, поскольку в нулевом приближении уравнение (3.3.5) описывает 
свободные колебания. В данном случае это удобно представить в виде 
 0 sin( ).x A kt= + δ  (3.3.8) 
Тогда 
 2 3 3

1 1 sin ( ),x k x A kt+ = − + δ��  (3.3.9) 

т. е. это уравнение описывает вынужденные колебания под действием 
периодической силы, частота которой совпадает с собственной часто-
той системы. Общее решение соответствующего однородного уравне-
ния имеет вид (3.3.8), а частное решение, обозначим его ,x�  нужно вы-
числять по ранее полученной формуле 

 
3

3

0

sin ( )sin ( ) .
tAx k k t d

mk
= − τ + δ − τ τ∫�  (3.3.10) 
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Для вычисления интеграла преобразуем подынтегральную функ-
цию, записав сначала (для сокращения записи обозначим kα = τ + δ , 

( )k tβ = − τ ) 

 3 2 1sin sin sin sin (1 cos2 )
2

α = α α = α − α =  

 1 1 1 1sin sin cos2 sin (sin3 sin )
2 2 2 4

= α − α α = α − α − α =  

 3 1sin sin3 ,
4 4

= α − α  (3.3.11) 

и далее 

 1sin sin [cos( ) cos( )]
2

α β = α − β − α + β =  

 1 [cos(2 ) cos( )],
2

k kt kt= τ − + δ − + δ  (3.3.12) 

 1sin3 sin [cos(3 ) cos(3 )]
2

α β = α − β − α + β =  

 1 [cos(4 3 ) cos(2 3 )].
2

k kt k kt= τ − + δ − τ + + δ  (3.3.13) 

Тогда 

 3 3sin ( )sin ( ) [cos(2 ) cos( )]
8

k k t k kt ktτ + δ − τ = τ − + δ − + δ −  

 1[cos(4 3 ) cos(2 3 )]
8

k kt k kt− τ − + δ − τ + + δ  

и, следовательно, 

 3

0

3sin ( )sin ( ) [sin( ) sin( )]
16

t

k k t d kt kt
k

τ + δ − τ τ = + δ + − δ −∫  

 3 1 cos( ) [sin(2 3 ) sin( 3 )]
8 32

t kt kt kt
k

− + δ − + δ + − δ +  

 1 [sin3( ) sin( 3 )].
16

kt kt
k

+ + δ − + δ  (3.3.14) 

Из этого выражения видно, что частное решение неоднородного 
уравнения уже в первом приближении содержит секулярный член 

 cos( ),t kt + δ∼  который приводит к тому, что с течением времени от-
клонение от положения равновесия будет неограниченно возрастать. 
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Таким образом, изложенный способ получения решения нелиней-
ного уравнения пригоден только для малых временных интервалов, 
для произвольно больших интервалов следует действовать иначе. 

 
3.4. Колебания в системах, близких к линейным. 

Метод Боголюбова – Митропольского 
 

Рассмотрим общий случай нелинейного уравнения, описывающе-
го колебательный процесс и имеющего вид 
 2 ( ,  ),x k x f x x+ = ε�� �  (3.4.1) 
где ε – малый положительный параметр. 

При отсутствии возмущения, т. е. при ε = 0, из (3.4.1) получается 
уравнение для свободных колебаний, решение которого имеет вид 
 cos( ),x a kt= + δ  (3.4.2) 

где амплитуда a постоянна, а фаза ktψ = + δ  равномерно возрастает, 
что можно записать  так: 

 0,    .da d k
dt dt

ψ
= =  (3.4.3) 

Наличие нелинейного возмущения ( 0ε ≠ ) приводит, как было пока-
зано ранее, к зависимости частоты от амплитуды и может вызвать систе-
матическое увеличение или уменьшение самой амплитуды. Эти эффекты 
должны исчезать при выключении нелинейного возмущения, т. е. в пре-
деле 0ε→ . Поэтому решение уравнения (3.4.1) можно искать в виде 

 2
1 2cos ( ,  ) ( ,  ) ...x a u a u a= ψ + ε ψ + ε ψ + , (3.4.4) 

в котором 1 2,  ,  ...u u  являются периодическими функциями ψ с перио-
дом 2π, а величины a и ψ определяются уравнениями 

 2
1 2( ) ( ) ...da A a A a

dt
= ε + ε + , (3.4.5) 

 2
1 2( ) ( ) ...d k B a B a

dt
ψ
= + ε + ε +  . (3.4.6) 

Определению подлежат величины ,  ,  ,  n na A Bψ , для чего необхо-
димо вычислить соответствующие производные, подставить их в 
уравнение (3.4.1) и приравнять в левой и правой частях полученного 
соотношения члены при одинаковых степенях ε (как и при использо-
вании теории возмущений). 
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Рассмотрим простейший случай получения решения в первом 
приближении, т. е. положим (индексы в дальнейшем опускаем) 
 cos ( ,  ),x a u a= ψ + ε ψ  (3.4.7) 

 ( ),da A a
dt

= ε  (3.4.8) 

 ( ).d k B a
dt
ψ
= + ε  (3.4.9) 

Продифференцируем по времени выражение (3.4.7): 

 cos sin ,u ux a a a
a

⎛ ⎞∂ ∂
= ψ − ψ ψ + ε + ψ⎜ ⎟∂ ∂ψ⎝ ⎠

� �� � �  (3.4.10) 

 2cos 2 sin sin cosx a a a a= ψ − ψ ψ − ψ ψ − ψ ψ +� �� ��� �� �  

 
2 2 2

2 2
2 22 .u u u u ua a a

a a a
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ε + ψ + ψ + + ψ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ψ ∂ψ ∂ ∂ψ⎝ ⎠
� � ��� � ��  (3.4.11) 

Из (3.4.8) и (3.4.9), далее, следует 

 2 ,A Aa a A
a a
∂ ∂

= ε = ε
∂ ∂

�� �  (3.4.12) 

 2 ,B Ba A
a a
∂ ∂

ψ = ε = ε
∂ ∂

�� �  (3.4.13) 

т. е. вторые производные по времени от амплитуды и фазы пропор-
циональны квадрату малого параметра, поэтому в первом по ε при-
ближении этими величинами нужно пренебречь. По этой же причине 

 2 0,a ≈�  (3.4.14) 

 ( ) ,a A k B Akψ = ε + ε ≈ ε��  (3.4.15) 

 2 2 2( ) 2 .k B k kBψ = + ε ≈ + ε�  (3.4.16) 

Подставив (3.4.10) и (3.4.11) в уравнение  

 2 ( ,  ),x k x f x x+ = ε�� �  (3.4.17) 

с учетом (3.4.12)–(3.4.16) получим 

 22 sin ( 2 )coskA a k kB− ε ψ − + ε ψ +  

 
2

2 2
2 ( cos ) ( ,  ).uk k a u f x x∂

+ε + ψ + ε = ε
∂ψ

�   (3.4.18) 
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Видно, что члены при нулевой степени ε взаимно уничтожаются, 
а приравнивание членов при первой степени дает 

 
2

2
02 2 sin 2 cos ( ,  ),uk u kA kaB f a

⎛ ⎞∂
+ − ψ − ψ = ψ⎜ ⎟∂ψ⎝ ⎠

 (3.4.19) 

где обозначено 

 0 0
( ,  ) ( ,  ) ( cos , sin ).f a f x x f a ak

ε=
ψ = = ψ − ψ�  (3.4.20) 

Таким образом, функция u удовлетворяет уравнению 

 
2

2
02 2 sin 2 cos ( ,  ).uk u kA kaB f a

⎛ ⎞∂
+ = ψ + ψ + ψ⎜ ⎟∂ψ⎝ ⎠

 (3.4.21) 

Из (3.4.20) видно, что 0f  является периодической функцией пере-
менной ψ с периодом 2π, поэтому ее можно разложить в ряд Фурье 

 0 0
1

( ,  ) ( ) [ ( )cos ( )sin ],n n
n

f a g a g a n h a n
∞

=

ψ = + ψ + ψ∑  (3.4.22) 

где коэффициенты разложения определяются по формулам 

 
2

0 0
0

1( ) ( ,  ) ,
2

g a f a d
π

= ψ ψ
π ∫  (3.4.23) 

 

2

0
0

2

0
0

1( ) ( ,  )cos ,
  1,  2,  3,  ...

1( ) ( ,  )sin

n

n

g a f a n
n

h a f a n

π

π

⎫
= ψ ψ ⎪π ⎪ =⎬

⎪= ψ ψ ⎪π ⎭

∫

∫
 (3.4.24) 

и считаются известными. 
Как следует из уравнения (3.4.21), и u является периодической 

функцией той же переменной, следовательно, и ее можно разложить в 
ряд Фурье 

 0
1

( ,  ) ( ) [ ( )cos ( )sin ]n n
n

u a v a v a n w a n
∞

=

ψ = + ψ + ψ∑  (3.4.25) 

и свести, таким образом, решение дифференциального уравнения к 
системе алгебраических  уравнений для величин v и w. Для этого под-
ставим разложение (3.4.25) в уравнение (3.4.21), вычислив предвари-
тельно соответствующие производные: 
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 ( )sin cos ,n n
n

u n v n w n∂
= − ψ + ψ

∂ψ ∑  (3.4.26) 

 ( )
2

2
2 cos sin .n n

n

u n v n w n∂
= − ψ + ψ

∂ψ ∑  (3.4.27) 

Подставив теперь (3.4.22), (3.4.25) и (3.4.27) в (3.4.21), получим 

 2 2
0( cos sin ) ( cos sin )n n n n

n n

k n v n w n v v n w n⎡ ⎤
− ψ + ψ + + ψ + ψ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

 02 sin 2 cos ( cos sin ).n n
n

kA kaB g g n h n= ψ + ψ + + ψ + ψ∑   

Выражение в квадратных скобках можно записать в более ком-
пактной форме 

 2 2
0 ( 1)( cos sin )n n

n

k v n v n w n⎡ ⎤
− − ψ + ψ =⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  

 02 sin 2 cos ( cos sin ).n n
n

kA kaB g g n h n= ψ + ψ + + ψ + ψ∑  (3.4.28) 

Приравнивая теперь в этом выражении коэффициенты при одина-
ковых гармониках, получим 

 2
0 0 ,k v g=  (3.4.29) 

 10 2 ,kA h= +  (3.4.30) 

 10 2 ,kaB g= +  (3.4.31) 

 
2 2

2 2

( 1) ,
   ( 2)

( 1)
n n

n n

k n v g
n

k n w h

⎫− − = ⎪ ≥⎬
− − = ⎪⎭

, (3.4.32) 

откуда следует 

 0
0 2 ,gv

k
=  (3.4.33) 

 1 ,
2
hA
k

= −  (3.4.34) 

 1 ,
2
gB
ka

= −  (3.4.35) 



 100 

 
2 2

2 2

,
( 1)

    ( 2)

( 1)

n
n

n
n

gv
k n

n
hw

k n

⎫= − ⎪− ⎪ ≥⎬
⎪= −
⎪− ⎭

. (3.4.36) 

Таким образом, найдены выражения для  А, В и всех коэффици-
ентов разложения функции u, кроме первых двух 1v  и 1w , поэтому 
необходимо наложить дополнительные условия 1 0v =  и 1 0w = . Ана-
логичным образом можно построить решения и в следующих при-
ближениях. 

В качестве первого приложения применим развитую теорию к  
рассматривавшейся ранее системе с кубической нелинейностью 

 3( ) .F x cx x= + α  (3.4.37) 

При положительном значении α характеристика называется жест-
кой, а при отрицательном – мягкой. Будем считать нелинейность ма-
лой, т. е. коэффициент α является малым. Уравнение движения в этом 
случае имеет вид 

 3.mx cx x= − − α��  
Запишем его в ином виде, перенеся линейный член в левую часть, 

разделив затем все слагаемые на m и введя стандартное обозначение 
2 /k c m= : 

 2 3.x k x x
m
α

+ = −��  (3.4.38) 

Сравнение этого уравнения с (3.4.17) показывает, что 
3 / ,f x mε = −α  т. е. / mε = α , а 3.f x= −  Тогда 

 3 3
0 0
( ) ( cos ...) ( cos ) cos .f x f a u f a a

ε=
= ψ + ε + = ψ = − ψ  (3.4.39) 

Коэффициенты разложения этой функции, конечно, можно было 
бы найти по формулам (3.4.23), (3.4.24), но гораздо проще получить 
их непосредственно, представив куб косинуса в виде комбинации три-
гонометрических функций в первой степени, т. е. 

 3 2 1 1 1cos cos cos cos (1 cos2 ) cos cos cos2
2 2 2

ψ = ψ ψ = ψ + ψ = ψ + ψ ψ =   

 1 1 3 1cos (cos cos3 ) cos cos3 ,
2 4 4 4

= ψ + ψ + ψ = ψ + ψ  
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тогда 

 
3 3

3 3
0

3cos cos cos3 .
4 4
a af a= − ψ = − ψ − ψ  (3.4.40) 

Это и есть разложение Фурье данной функции, которое вырожда-
ется в многочлен, содержащий только две гармоники. Сравнение это-
го выражения с (3.4.22) показывает, что 

 
3 3

0 1 3
30,    ,    ,
4 4
a ag g g= = − = −  (3.4.41) 

а все остальные коэффициенты g и h равны нулю. Поэтому коэффици-
енты разложения искомой функции u, определяемые формулами 
(3.4.33), (3.4.36), равны 

 
3

0 3
0 32 2 20,    ,

8 32
g g av v
k k k

= = = − =  (3.4.42) 

все остальные коэффициенты v и w равны нулю. Из (3.4.34), (3.4.35) 
следует, что 

 
3 2

1 1 3 30,    .
2 2 8 8
h g a aA B
k ak ak k

= − = = − = =  (3.4.43) 

Поэтому 

 0,da A
dt

= ε =  (3.4.44) 

 
23 .

8
d ak B k
dt k
ψ ε
= + ε = +  (3.4.45) 

Из (3.4.44) следует, что амплитуда a = const, а из (3.4.45) тогда 
вытекает 

 
23 ,

8
ak t C
k

⎛ ⎞ε
ψ = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.4.46) 

и с учетом (3.4.42) закон движения теперь можно записать в виде 

 
3

2cos cos cos3 ,
32

ax a u a
k

ε
= ψ + ε = ψ + ψ  (3.4.47) 

т. е. решение нелинейной задачи (3.4.38) в первом приближении по 
малому параметру представляет собой суперпозицию двух колебаний 
с частотами 
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2

1
3 ,    3
8
ak
k
ε

Ω = + Ω = Ω  (3.4.48) 

и постоянными амплитудами; никаких секулярных членов нет. Часто-
та, однако, зависит от амплитуды a. Разрешим первое из равенств 
(3.4.48) относительно a: 

 
2

2
2

31 (1 ),
8

ak k a
k

⎛ ⎞ε
Ω = + = + β⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 1 .a
k
Ω⎛ ⎞= −⎜ ⎟β ⎝ ⎠

           (3.4.49) 

Поскольку подкоренное выраже-
ние должно быть положительным, то 
оно остается в том же виде при 
положительном β (т. е. при 0α > ) и 
при kΩ ≥  и примет вид 

1 1a
k
Ω⎛ ⎞= −⎜ ⎟β ⎝ ⎠

       (3.4.50) 

в противоположном случае, т. е. при 0β <  и kΩ < . Графически эта 
зависимость представлена на рисунке. 

 
3.5. Вынужденные колебания в нелинейных системах 

(воздействие синусоидальной силы) 
 

Рассмотрим систему с одной степенью свободы с кубической уп-
ругой характеристикой и вязким трением, на которую действует воз-
мущающая сила, изменяющаяся по простому гармоническому закону. 
Уравнение движения в этом случае имеет вид 

 3 sin ,mx x cx x H pt+ μ + + α =�� �  (3.5.1) 
или 
 2 32 sinx bx k x x h pt+ + + ε =�� �  (3.5.2) 

после деления всех слагаемых на коэффициент при второй производ-
ной и введения стандартных обозначений 

 2 ,   2 ,   ,   c Hk b h
m m m m

μ α
= = ε = = . (3.5.3) 

 

a 

0 k Ω

α < 0 

α > 0 

Рисунок. Скелетные кривые
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Приближенное решение  нелинейного уравнения (3.5.2) будем ис-
кать в форме  
 sin( )x A pt= + δ  (3.5.4) 

с неизвестными параметрами  А и δ. Подстановка (3.5.4) в (3.5.2) при-
водит к следующему: 

 2 2 sin( ) 2 cos( ) sin( )p A pt bpA pt k A pt− + δ + + δ + + δ +  

 3 3sin ( ) sin .A pt h pt+ε + δ =  (3.5.5) 

Воспользовавшись известным соотношением 

 3 3 1sin ( ) sin( ) sin3( ),
4 4

pt pt pt+ δ = + δ − + δ  

перепишем (3.5.5) в виде 

 ( )2 2 33 sin( ) 2 cos( )
4

A k p A pt bpA pt⎡ ⎤− + ε + δ + + δ −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 31 sin3( ) sin
4

A pt h pt− ε + δ =   

и далее 

 2 2 33( ) (sin cos cos sin )
4

A k p A pt pt⎡ ⎤− + ε δ + δ +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 312 (cos cos sin sin ) sin3( ) sin .
4

bpA pt pt A pt h pt+ δ − δ − ε + δ = (3.5.6) 

Приравняв теперь коэффициенты при одинаковых тригонометри-
ческих функциях в обеих частях последнего уравнения, получим 

 2 2 33( ) cos 2 sin ,
4

A k p A bpA h⎡ ⎤− + ε δ − δ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.5.7) 

 2 2 33( ) sin 2 cos 0.
4

A k p A bpA⎡ ⎤− + ε δ + δ =⎢ ⎥⎣ ⎦
 (3.5.8) 

До сих пор все выкладки были точными, но, поскольку слагаемое, 
содержащее sin3( )pt + δ , оказалось несбалансированным, решение 
системы (3.5.7), (3.5.8) будет носить приближенный характер. Заме-
тим, что в отсутствие возмущающей силы и вязкого сопротивления 
(h = 0, b = 0) эта система выродилась бы в одно уравнение 



 104 

 2 2 23 0,
4

k P A− + ε =  

определяющее зависимость неизвестной частоты свободных колеба-
ний Р от амплитуды 

 2 2 23 ,
4

P k A= + ε  (3.5.9) 

с учетом чего систему (3.5.7), (3.5.8) можно записать более компактно 

 2 2( )cos 2 sin ,A P p bpA h− δ − δ =  (3.5.10) 

 2 2( )sin 2 cos 0.A P p bpA− δ + δ =  (3.5.11) 

Из (3.5.11) можно определить δ, а для определения амплитуды  А 
следует возвести все выражения в квадрат и почленно сложить, в ре-
зультате чего получится 
 2 2 2 2 2 2 2[( ) 4 ] .A P p b p h− + =  (3.5.12) 

Это выражение представляет собой полином шестой степени по 
величине А и четвертой – по р, поэтому проще исследовать зависи-
мость р от А, а не наоборот, тем более, что этот полином четвертой 
степени является биквадратным уравнением 

 
2

4 2 2 2 4
22 ( 2 ) 0,hp p P b P

A
− − + − =  (3.5.13) 

решение которого имеет вид 

 
2

2 2 2 2 2 2 4
22 ( 2 ) hp P b P b P

A
= − ± − − + = 

 
2

2 2 2 2 4
22 4 4 .hP b b P b

A
= − ± − +  (3.5.14) 

Это соотношение определяет связь между амплитудой вынужден-
ных колебаний и частотой возмущающей силы. Связь эта довольно 
сложная, хотя выяснение качественных особенностей  амплитудно-
частотной характеристики вполне доступно. Сначала несколько упро-
стим последнее выражение, приняв сопротивление малым, что дает 
возможность пренебречь слагаемым вне радикала, содержащим 2,b  и 
членом под знаком корня 44b : 

 
2

2 2 2 2
2 4 .hp P b P

A
= ± −  (3.5.15) 
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Отсюда видно, что амплитуда может иметь только конечное зна-
чение, определяемое положительностью подкоренного выражения. 
Максимального значения mA  она достигает в том случае, когда подко-
ренное выражение обращается в нуль 

 
2

2 2 2 2 2
2

34 ( ) 4 ,
4m m

m

h b P A b k A
A

⎛ ⎞= = + ε⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

или 

 2 2 2 2 234 0,
4m mb A k A h⎛ ⎞+ ε − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.5.16) 

что представляет собой биквадратное уравнение, решение которого 
есть 

 
22 2 2

2
2

2 2 .
3 3 3m
k k hA

b
⎛ ⎞

= − ± +⎜ ⎟ε ε ε⎝ ⎠
 

Поскольку определяется квадрат амплитуды, для получения дей-
ствительной величины необходимо выбрать верхний знак перед ради-
калом: таким образом, действительное решение уравнения (3.5.16) 
всегда существует. 

Если 0A→ , то p →∞  при положительном знаке перед радика-
лом в (3.5.15). При отрицательном знаке перед радикалом p P<  и при  
р = 0 амплитуда должна иметь некоторое значение 0A , определяемое 
уравнением 

 
2

2 2 2
0 02

0

( ) 4 ( ),hP A b P A
A

= −  

которое можно рассматривать как уравнение третьей степени относи-
тельно 2

0A . Можно показать, что оно всегда имеет положительное ре-
шение, причем 0 mA A< .  

Проведенные рассуждения свидетельствуют о том, что зависи-
мость амплитуды от частоты вынуждающей силы имеет вид, пред-
ставленный на рисунке. 

Пунктирная линия, начинающаяся в точке k, является графиком 
функции (3.5.9), от которого вправо и влево откладывается величина, 
определяемая радикалом в (3.5.15). 

Эта диаграмма позволяет проанализировать характер колебаний 
при изменении частоты возмущающей силы. При ее возрастании,  
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начиная от нулевого значения, амплитуда вынужденных колебаний 
сначала нарастает вдоль кривой 0A ea . В точке а достигается наи-
большее значение амплитуды mA  и происходит срыв – ее значение 
скачком переходит в точку b и при дальнейшем увеличении частоты 
амплитуда уменьшается по кривой bc. Если же частота уменьшается, 
начиная с больших значений, то амплитуда изменяется по кривой cbd . 
В точке d амплитуда скачком изменяется, переходя в точку e, и далее 
уменьшается вдоль кривой 0eA .  

 

 
Рисунок. Амплитудно-частотная  

характеристика в нелинейном случае 
 

Существенной особенностью нелинейных систем является воз-
можность реализации нескольких периодических режимов при изме-
нении частоты возмущающей силы в определенных пределах. Как 
видно из рисунка, при 1 2p p p< <  возможны три режима колебаний с 
различными амплитудами. Реализация того или иного режима зависит 
от начальных условий движения. 

 
3.6. Вынужденные колебания в нелинейных системах  

(непериодическое внешнее возмущение).  
Автоколебания 

 
Рассмотренные ранее случаи колебательных систем свидетельст-

вуют о том, что диссипативные силы (силы сопротивления), всегда в 
той или иной мере воздействующие на систему, приводят к затуханию 
колебаний с течением времени. Незатухающие колебания могут суще-
ствовать лишь тогда, когда в системе имеется некоторый источник 
энергии, который может компенсировать рассеяние энергии, возни-

 

A 

k p 

a 
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d

e
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кающее при наличии диссипативных сил. Таким источником может 
являться периодическая сила, действующая на колебательную систе-
му: рассмотренные ранее вынужденные колебания не затухают при 
каком угодно сопротивлении. 

Однако источник энергии сам по себе может и не иметь ника-
кой определенной периодичности, но его воздействие на колеба-
тельную систему играет роль как бы отрицательного трения, кото-
рое компенсирует обычное положительное трение, вносимое дисси-
пативными силами. 

Колебания такого типа, существенно отличающиеся от случая пе-
риодического возмущения, называются автоколебаниями. 

В автоколебательных системах при определенных условиях по-
ложение равновесия теряет устойчивость и возникает движение, пере-
водящее систему в режим стационарного периодического колебания 
(т. е. колебания, для которого на соответствующих временных интер-
валах амплитуда и фаза являются постоянными).  

Для осуществления такого режима необходимо, чтобы система 
включала в себя три составные части:  

1) колебательную часть, 
2) некоторый источник энергии, управляемый колебательной сис-

темой, 
3) некоторый ограничитель, переводящий нарастающие колеба-

ния в стационарные. 
Первые две части могут быть линейными, ограничитель же ко-

лебаний всегда является нелинейным и поэтому любая автоколеба-
тельная система описывается нелинейным дифференциальным 
уравнением. 

Рассмотрим количественную сторону этого явления на простей-
шем примере фрикционных автоколебаний. Пусть тело массы m нахо-
дится на движущейся с постоянной скоростью ленте транспортера v и 
удерживается пружиной жесткости с, как показано на рис. 3.6.1. Из-
вестно, что для определенных значений v тело будет совершать коле-
бательное движение. Это является следствием того, что сила сухого 
трения (обозначим ее буквой F) между телом и лентой – не постоян-
ная величина, она изменяется в зависимости от скорости u скольжения 
тела (относительной скорости) относительно ленты: 

 ( ) ( ),F F u F v x= = − �  (3.6.1) 

где x� – абсолютная скорость груза. 
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Рис. 3.6.1. Фрикционные автоколебания 

 
Пока тело находится в покое относительно ленты (u = 0), сила тре-

ния возрастает, оставаясь равной упругой силе пружины (рис. 3.6.2). 
Когда эта сила достигает критического значения 0F , начинается движе-
ние тела относительно ленты, причем сила трения сначала будет умень-
шаться с ростом u, а затем начнет увеличиваться (конкретный вид ха-
рактеристики неизвестен, но качественно рис. 3.6.2 его отражает). 

 

 
Рис. 3.6.2. Примерное поведение силы трения 

 
Поместив начало оси х в положение, в котором пружина не де-

формирована, можно записать уравнение движения тела в виде 
 ( ).mx cx F v x+ = −�� �  (3.6.2) 

Груз будет находиться в равновесии ( 0,   0x x= =� �� ), если он полу-
чит статическое смещение 
 ( ).стcx F v=  (3.6.3) 

Допустим, что груз сместился от этого положения на малую вели-
чину ξ, так что стx x= + ξ . При этом ,   x x= ξ = ξ� ��� �� . Разложим силу трения 
по малой величине ξ� , сохранив только первые два члена разложения: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ,F u F v F v F v′= − ξ ≈ − ξ� �   (3.6.4) 

0

c m
uG vG  

F 

0 0u

0F  

u 

x 
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тогда 
 ( ) ( ) ( ) ,стm c x F v F v′ξ + + ξ = − ξ�� �  (3.6.5) 

или при учете (3.6.3) 
 ( ) 0.m F v c′ξ + ξ + ξ =�� �  (3.6.6) 

Если 0F ′ > , то решение последнего уравнения затухает, и поло-
жение статического равновесия является устойчивым по отношению к 
малым возмущениям, в противном случае ξ экспоненциально растет с 
течением времени, и положение равновесия неустойчиво. Как видно 
из характеристики силы трения на рис. 3.6.2, положение равновесия 
устойчиво при движении ленты со скоростью 0v u>  и неустойчиво, 
если 0v u< . 

Теперь построим  количественное описание этого процесса. Имея 
в виду приведенные выше соображения, разложим силу трения по 
скорости до величин третьего порядка 

 2 3
0 1 2 3( ) ,F v x b b x b x b x− ≈ + + +� � � �  (3.6.7) 

где 
 0 ( ),b F v=  (3.6.8) 
а  

 
0

( 1)   ( 1,  2,  3)
!

k k

k k
x

d Fb k
k du

=

−
= =

�

. (3.6.9) 

Тогда уравнение движения (3.6.2) примет вид 

 2 3
0 1 2 3 .mx cx b b x b x b x+ = + + +�� � � �  (3.6.10) 

Введя новую переменную стy x x= − , с учетом (3.6.3) и (3.6.8) по-
следнее уравнение можно переписать так: 

 2 3 2 332
1 2 3 1

1 1

.bbmy cy b y b y b y b y y y
b b

⎛ ⎞
+ = + + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
�� � � � � � �  (3.6.11) 

Теперь поделим все слагаемые на m, введем для краткости обо-
значения 

 2 32 1

1 1

,   ,   ,   bb bck
m b b m

= α = β = ε =  (3.6.12) 

и приведем, наконец, уравнение к виду 

 2 2 3( ).y k y y y y+ = ε + α + β�� � � �  (3.6.13) 



 110 

Считая ε малой величиной и воспользовавшись полученными ра-
нее результатами, запишем решение уравнения (3.6.13) с точностью 
до величин первого порядка по ε: 
 cos ( ,  ),y a u a= ψ + ε ψ  (3.6.14) 

 ( ),a A a= ε�  (3.6.15) 
 ( ),k B aψ = + ε�  (3.6.16) 

 0
0 1 12 ,   0,gv v w

k
= = =  (3.6.17) 

 
2 2

2 2

,
( 1)

  ( 2)

( 1)

n
n

n
n

gv
n k

n
hw

n k

⎫= − ⎪− ⎪ ≥⎬
⎪= −
⎪− ⎭

, (3.6.18) 

 1 1,    .
2 2
h gA B
k ak

= − = −  (3.6.19) 

Здесь, напомним, v и w – коэффициенты разложения в ряд Фурье 
функции u, а g и h – соответствующие коэффициенты разложения 
правой части уравнения 0f  при нулевом значении ε, которая в данном 
случае имеет вид 
 2 3

0 0
( ,  ) .f a y y y

ε=
ψ = + α + β� � �  (3.6.20) 

Поскольку 
0

siny ak
ε=

= − ψ� , то 

 2 2 3 3
0 sin ( ) sin ( ) sin .f ak ak ak= − ψ + α ψ −β ψ  (3.6.21) 

Воспользовавшись известными тождествами 

 2 1sin (1 cos2 ),
2

ψ = − ψ  

 3 3 1sin sin sin3 ,
4 4

ψ = ψ − ψ  

выражение  (3.6.21) можно переписать иначе 

 
2 3

0
( ) ( )sin (1 cos2 ) (3sin sin3 )

2 4
ak akf ak α β

= − ψ + − ψ − ψ − ψ =  

2 2 3
2( ) ( ) 3 ( )cos2 1 ( ) sin sin3 .

2 2 4 4
ak ak akak akα α β⎡ ⎤= − ψ − + β ψ + ψ⎢ ⎥⎣ ⎦

(3.6.22) 
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Отсюда следует, что 

 
2 2

0 1 2
( ) ( ),   0,   ,   0,   2,

2 2 n
ak akg g g g nα α

= = = − = >  (3.6.23) 

3
2

1 2 3
3 ( )1 ( ) ,   0,   ,   0,   3.
4 4 n

akh ak ak h h h nβ⎡ ⎤= − + β = = = >⎢ ⎥⎣ ⎦
  (3.6.24) 

По формулам (3.6.17), (3.6.18) определим отличные от нуля коэф-
фициенты разложения функции u 

 
2 3

2
0 2 3

1 ,   ,   .
2 6 32

a a kv a v wα β
= α = = −  (3.6.25) 

Из вторых формул (3.6.19) и (3.6.23) следует, что B = 0, поэтому 
уравнение (3.6.16) дает 
 1,kt Cψ = +  (3.6.26) 

так что решение в первом по ε приближении приобретает вид 

 
2 2 3

cos cos2 sin3 ,
2 6 32
a a a ky a

⎛ ⎞α α β
= ψ + ε + ψ − ψ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (3.6.27) 

т. е. груз совершает колебательное движение вблизи точки, несколько 
смещенной от положения статического равновесия, и представляющее 
собой суперпозицию трех колебаний с кратными частотами. Коэффи-
циенты всех гармоник определяются параметром a, который нужно 
найти с помощью уравнения (3.6.15) с учетом первых формул (3.6.19) 
и (3.6.24). Решению подлежит, следовательно, дифференциальное 
уравнение 

 2 231 .
2 4

da a a k
dt

ε ⎛ ⎞= + β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (3.6.28) 

Переменные в этом уравнении разделяются, так что интегрирова-
ние обеих частей полученного соотношения дает 

 2
2 2

.
3 21
4

da t C
a a k

ε
= +

⎛ ⎞+ β⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  (3.6.29) 

Для сокращения записи введем обозначение 

 23 ,
4

s k= β  (3.6.30) 
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а числитель и знаменатель подынтегральной функции умножим на a, в 
результате чего получим 

 2 2
2 2

.
3 (1 )1
4

da ada
a saa a k

=
+⎛ ⎞+ β⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫  (3.6.31) 

Далее произведем замену переменной 

 2 ,    2 ,z a dz ada= =  (3.6.32) 

в результате чего интеграл в правой части (3.6.31) примет вид 

 2 2

1 .
(1 ) 2 (1 )
ada dz

a sa z sz
=

+ +∫ ∫  (3.6.33) 

Этот интеграл теперь можно вычислить путем разложения по-
дынтегральной функции на простые дроби 

 1 (1 ) ,
(1 ) 1 (1 )

D E D sz Ez
z sz z sz z sz

+ +
= + =

+ + +
 

откуда следует, что должно выполняться условие 
 (1 ) 1D sz Ez+ + =  

и, следовательно, D = 1, E = –s, поскольку коэффициенты при одина-
ковых степенях переменной z  у многочленов в обеих сторонах по-
следнего равенства должны совпадать. В результате получается 
следующее: 

1 ln ln(1 )
(1 ) 1

dz s dz z sz
z sz z sz

⎛ ⎞= − = − + =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫  

 
2

2ln ln .
1 1

z a
sz sa

= =
+ +

 (3.6.34) 

Подставив полученный результат с учетом (3.6.33) в (3.6.29), бу-
дем иметь 

 
2

22

1 ln ,
2 1 2

a t C
sa

ε
= +

+
 

или 

 
2

22ln .
1

a t C
sa

= ε +
+
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Отсюда найдем зависимость амплитуды a от времени 

 
2

2
.

1

t C

t C

ea
se

ε +

ε +=
−

 (3.6.35) 

Из полученного выражения и определений (3.6.12), (3.6.30) следует: 
1) если 1 0b > , а 3 0b < , а, значит, 0ε >  и 0s < , то при t →∞  

1
2

3

41 ,
3

ba
s b k

→ − =  т. е. колебания выходят на стационарный режим 

с постоянной амплитудой, не зависящей от начальных условий; это и 
есть автоколебания; 

2) если 1 0b < , то 0ε <  и 0a →  тоже независимо от начальных ус-
ловий; как видно из (3.6.27) никаких колебаний при  этом нет: груз все 
время будет находиться в покое в положении статического равновесия. 
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4. ВИБРОЗАЩИТА 
 
 
Колебания, которым было уделено так много внимания, являются 

чрезвычайно широко распространенным типом движения различных 
машин и их отдельных частей. Они могут быть полезными в тех слу-
чаях, когда действие машины основано на колебательных эффектах 
(виброгрохоты, вибромельницы, вибрационные установки для уплот-
нения бетонных смесей и т. д.), но одновременно имеют отрицатель-
ную составляющую, поскольку передаются прилегающим конструк-
циям и могут нарушать планируемые законы движения машин и сис-
тем управления. Из-за вибрации увеличиваются динамические нагруз-
ки в элементах конструкций, в результате чего снижается несущая 
способность деталей и даже возникает их разрушение. Вибрация по-
рождает шум и оказывает вредное воздействие на человека, который 
всегда находится вблизи машины. 

Поэтому и возникает необходимость в методах оценки и способах 
уменьшения виброактивности. Совокупность таких методов называют 
виброзащитой. 

Различают два основных способа защиты от колебаний: вибро-
изоляция и виброгашение. При этом в исследуемой механической 
системе выделяют две подсистемы, соединенные между собой неко-
торыми связями. Одна из частей, в которой происходят процессы, вы-
зывающие колебания, называется источником колебаний, вторая, 
представляющая ту часть механической системы, колебания в которой 
требуется уменьшить, – объектом виброзащиты. Например, двигатель, 
установленный на фундаменте, имеет неуравновешенный ротор. Ис-
точником колебаний в данном случае является ротор, объектом виб-
розащиты – корпус двигателя или фундамент. 

 
4.1. Линейный виброизолятор  
при силовом возбуждении 

 
Рассмотрим простейшую систему виброзащиты с одной степенью 

свободы, представленную на рис. 4.1.1. 
Здесь источником колебаний является объект массы m, находя-

щийся под действием гармонической возмущающей силы 

 ( ) sin .F t H pt=  (4.1.1) 
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Объектом виброзащиты является фун-
дамент, на котором расположен источник.  
В качестве виброизолятора между источником 
и основанием установлены упругий элемент 
(или элементы) жесткости с и демпфер вязкого 
трения, характеризуемый параметром μ. На-
значение виброизолятора состоит в умень-
шении динамической нагрузки на основание. 

Выбрав начало координат в положении 
статического равновесия и направив ось х по 
вертикали, уравнение движения машины 
можно записать в виде 

sin ,mx cx x H pt= − − μ +�� �  

или после приведения его к стандартной форме 

 22 sin ,x bx k x h pt+ + =�� �  (4.1.2) 

где, как обычно, 

 2 ,   2 ,   .c Hk b h
m m m

μ
= = =  (4.1.3) 

Соотношение (4.1.2) – это уже рассматривавшееся ранее уравне-
ние вынужденных колебаний. Из-за наличия сил сопротивления сво-
бодные колебания быстро затухают, поэтому интерес представляют 
только вынужденные колебания, т. е. частное решение этого уравне-
ния. Было установлено, что оно имеет  вид 
 sin( ),x A pt= + δ  (4.1.4) 

причем амплитуда  А определяется выражением 

 
2 2 2 2 2

,
( ) 4

hA
k p b p

=
− +

 (4.1.5) 

параметр δ сейчас интереса не представляет. 
В задаче виброизоляции существенным является не столько закон 

движения источника, сколько динамическое усилие 
 ,R cx x= + μ�  (4.1.6) 

передаваемое основанию. Подставив сюда (4.1.4), получим 
 sin( ) cos( ).R cA pt pA pt= + δ + μ + δ  (4.1.7) 

 
m 

c 

( )F t
G

 

μ

Рис. 4.1.1. Виброизолятор  
при силовом возбуждении 



 116 

Положим далее 
 0 cos ,cA R= ε  (4.1.8) 

 0 sin .pA Rμ = ε  (4.1.9) 

Тогда выражение (4.1.7) можно привести к виду 
 0 sin( ),R R pt= + δ + ε  (4.1.10) 
где  

 2 2 2
0 .R A c p= + μ  (4.1.11) 

Для количественной оценки эффективности защиты от колебаний 
вводится так называемый коэффициент виброизоляции как отношение 
амплитуды динамического воздействия на защищаемый объект к ам-
плитуде возмущающей силы: 

 0 .R
H

γ =  (4.1.12) 

Защита считается эффективной, когда этот коэффициент меньше 
единицы. Подставив сюда выражения (4.1.11) и (4.1.5) с учетом 
(4.1.3), получим 

 
2 2 2

2 2 2 2 2
,

( ) 4

c p

m k p b p

+ μ
γ =

− +
 

или 

 

2 2
2

4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4
.

( ) 4 ( ) 4

c p
k b pm m

k p b p k p b p

μ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠γ = =
− + − +

 (4.1.13) 

Для упрощения анализа полученного выражения представим его в 
безразмерной форме, вынеся из-под знаков радикалов в числителе и 
знаменателе четвертую степень собственной частоты системы и введя 
безразмерные параметры 

 ,    .b pz
k k

λ = =  (4.1.14) 

Коэффициент виброизоляции тогда примет вид 

 
2 2

2 2 2 2

1 4 ,
(1 ) 4

z
z z
+ λ

γ =
− + λ

 (4.1.15) 
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т. е. он зависит от двух безразмерных параметров, один из которых (λ) 
связан с силами вязкого сопротивления, а второй (z) – с частотой воз-
мущающей силы. Из (4.1.15) видно, что при больших значениях λ ко-
эффициент γ близок к единице, а при λ = 0  

 
2

1 .
1 z

γ =
−

 (4.1.16) 

Рассмотрим разность числителя и знаменателя подкоренного вы-
ражения в (4.1.15) при некотором конечном значении λ: 

 2 2 2 2 2 2 2 21 4 [(1 ) 4 ] (2 ).z z z z zΔ = + λ − − + λ = −  (4.1.17) 

Эта разность, оказывается, не зависит от λ. При z = 0 и 2z =  она 
равна нулю, т. е. числитель и знаменатель одинаковы и, следователь-
но, γ = 1. При 2z <  Δ > 0. Это означает, что числитель больше зна-
менателя, и поэтому 1γ > . Если же 2z > , то 0Δ <  – числитель 
меньше знаменателя и 1γ < . 

Таким образом, на интервале 0 2z< < коэффициент 1γ >  и дос-
тигает максимума в точке, определяемой из условия обращения в нуль 
производной по z от подкоренного выражения (4.1.15). Обозначим  

 
2 2

2 2 2 2

1 4( ) .
(1 ) 4

zf z
z z
+ λ

=
− + λ

 (4.1.18)  

Поскольку величина z положительна по определению и в послед-
нем выражении фигурируют только ее четные степени, введем для 
упрощения новую величину 2 .u z=  Тогда (4.1.18) перепишется так: 

 
2

2 2

1 4( ) .
(1 ) 4

uf u
u u
+ λ

=
− + λ

 (4.1.19) 

Вычислим производную от  f  по u и приравняем ее к нулю: 

 
2 2 2

2 2 2 2 2

4 (1 4 )[4 2(1 )]
(1 ) 4 [(1 ) 4 ]

f u u
u u u u u
∂ λ + λ λ − −

= − =
∂ − + λ − + λ

 

 
2 2

22 2

1 22 0,
(1 ) 4

u u

u u

− − λ
= =

⎡ ⎤− + λ⎣ ⎦
 

то есть 
 2 21 2 0u u− − λ = . (4.1.20) 

Положительным решением этого квадратного уравнения является 
величина 
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2

1 2

1 8 1.
4

u + λ −
=

λ
 (4.1.21) 

Вторая производная от f  по u равна 

 
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 3

1 4 (1 2 )[4 2(1 )]2 4
[(1 ) 4 ] [(1 ) 4 ]

f u u u u
u u u u u

∂ + λ − − λ λ − −
= − +

∂ − + λ − + λ
 

и она отрицательна при 1u u= , что свидетельствует о максимальности 
f  в этой точке. При этом 

 
4

max 1 4 2 2

8( )
8 4 1 1 8

f u λ
γ = = =

λ − λ − + + λ
 

 
2 4 2

2 2

1 4 8 1 8 .
8 (1 )

+ λ − λ + + λ
=

λ − λ
 (4.1.22) 

Эта величина, как уже отмечалось, больше единицы при любых 
значениях λ, и она тем больше, чем меньше λ, как это представлено на 
рис. 4.1.2. 

 

 
Рис. 4.1.2. Зависимость коэффициента виброизоляции  

от частоты и величины сопротивления 
 
Кривая 1 соответствует меньшему значению λ, чем кривая 2. 
Как уже отмечалось, виброзащитная система является эффектив-

ной в том случае, когда коэффициент виброизоляции меньше едини-
цы, поскольку при этом амплитуда силы, действующей на объект за-
щиты, меньше амплитуды силы возмущающей. Проведенный анализ и 
рисунок свидетельствуют о том, что это условие выполняется при 

 

γ 

z

1 

2 

1 

2 

3 

4 

1 2
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2z >  или при 2p k> . Имея в виду определение собственной час-
тоты системы (первая формула (4.1.3)), условие эффективности виб-
розащиты можно представить в виде 

 2 .cp
m

>  (4.1.23) 

Частота возмущающей силы, вообще говоря, может быть какой 
угодно, и повлиять на нее для улучшения последнего неравенства 
практически невозможно. Но параметры системы поддаются регули-
ровке, так что, подбирая соответствующие значения жесткости и мас-
сы, всегда можно обеспечить выполнение условия (4.1.23) и, следова-
тельно, сделать защиту от колебаний эффективной. Параметр λ, свя-
занный с коэффициентом сопротивления, при этом тоже играет опре-
деленную роль: при выполнении условия (4.1.23), как это видно из 
рис. 4.1.2, γ уменьшается с уменьшением λ. 

 
4.2. Линейный виброизолятор  

при кинематическом возбуждении 
 
Рассмотрим случай, представленный на рисунке, когда основание 

2 движется по заданному закону, а виброизолятор выбирается так же, 
как и ранее. 

Будем считать, что закон этого движения имеет вид 

2 sin .x H pt=                 (4.2.1) 

Объектом защиты теперь будем считать 
машину 1. Выбрав начало координат в поло-
жении статического равновесия, запишем 
уравнение движения машины 

1 1 2 1 2( ) ( ),mx c x x x x= − − − μ −�� � �      (4.2.2) 

поскольку сила сопротивления зависит от от-
носительной скорости. Перепишем это урав-
нение в стандартной форме с учетом того, что 
вследствие (4.2.1) 

2 cos ,x Hp pt=�                 (4.2.3) 

и поэтому 

 2 2
1 1 12 ( sin 2 cos ),x bx k x H k pt bp pt+ + = +�� �  (4.2.4) 

1

2 

m 

c μ 

Рисунок. Виброизолятор 
при кинематическом  

возбуждении 

x

2x

1x
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где, как обычно, 22 / ,   /b m k c m= μ = . По указанным ранее причинам, 
свободные колебания интереса не представляют, а частное решение 
этого уравнения будем искать в виде 
 1 sin( ).x A pt= + δ  (4.2.5) 

Тогда 
 1 cos( ),x Ap pt= + δ�  (4.2.6) 

 2
1 sin( ),x Ap pt= − + δ��  (4.2.7) 

в результате чего уравнение (4.2.4) принимает вид 

 2 2sin( ) 2 cos( ) sin( )Ap pt bAp pt Ak pt− + δ + + δ + + δ =  

 2( sin 2 cos ),H k pt bp pt= +  
или 

 2 2( )(sin cos cos sin ) 2 (cos cos sin sin )A k p pt pt bAp pt pt− δ + δ + δ − δ =  

 2( sin 2 cos ).H k pt bp pt= +  (4.2.8) 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометриче-
ских функциях, получим систему уравнений 

 2 2 2( )cos 2 sin ,A k p bpA Hk− δ − δ =  (4.2.9) 

 2 2( )sin 2 cos 2 ,A k p bAp Hbp− δ + δ =  (4.2.10) 

из которой после возведения обеих частей в квадрат и почленного 
сложения следует 

 
4 2

2 2 2 2

4( )
.

( ) 4( )

k bp
A H

k p bp

+
=

− +
 (4.2.11) 

Определив коэффициент виброизоляции как отношение амплитуды 
колебаний объекта защиты к амплитуде колебаний основания, получим 

 
4 2

2 2 2 2

4( )
,

( ) 4( )

k bpA
H k p bp

+
γ = =

− +
 (4.2.12) 

т. е. в данном случае коэффициент виброизоляции имеет точно такой 
же вид, как и при силовом возбуждении, рассмотренном выше. 

Из изложенного следует, что система виброизоляции эффективна 
только в том случае, когда собственная частота системы мала по срав-
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нению с частотой возмущения. Для обеспечения низкой собственной 
частоты изолируемого объекта можно увеличить его массу, либо 
уменьшить жесткость упругого элемента изолятора.  

 
4.3. Динамическое гашение колебаний 

 
Наряду с виброизоляцией используются также различные спо-

собы гашения колебаний. Идея динамического гашения колебаний 
состоит в присоединении к объекту виброзащиты дополнительных 
устройств, которые изменяют его вибрационное состояние. Измене-
ние вибрационного состояния объекта может осуществляться как 
путем перераспределения энергии от объекта к гасителю, так и в 
направлении увеличения рассеяния энергии колебаний. Первый 
случай относится к так называемым инерционным динамическим 
гасителям, которые применяются для подавления моногармониче-
ских или узкополосных колебаний. При дей-
ствии вибрационных нагрузок более широко-
го диапазона предпочтительней оказывается 
иной способ, основанный на повышении дис-
сипативных свойств системы. Динамические 
гасители такого типа называются поглотите-
лями колебаний. 

Рассмотрим систему, представленную на 
рисунке. Объектом виброзащиты в данном 
случае является тело 1, связанное с неподвиж-
ным корпусом виброизолятором жесткости 1c  
и демпфером μ; будем считать, что силы вяз-
кого сопротивления пропорциональны скоро-
сти. На него также действует переменная сила 

( ) sin .F t H pt=  Присоединим к телу 1 с помо-
щью пружины жесткостью 2c  дополнитель-
ный груз 2. Такая система имеет две степени 
свободы. В качестве обобщенных координат 
выберем 1x  и 2x , определяющие положения грузов относительно их 
положений статического равновесия. 

Тогда поведение системы будет описываться двумя уравнениями 
Лагранжа 

1
1 1 1

,d T T U Q
dt x x x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�
                       (4.3.1) 

1c μ 

1 

2 

1m  

2m  

2c  ( )F t
G

 
1x

2x

Рисунок. Динамический 
гаситель колебаний

x 
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2
2 2 2

,d T T U Q
dt x x x
⎛ ⎞∂ ∂ ∂

− = − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠�
                       (4.3.2) 

где 1 2,  Q Q – непотенциальные части обобщенных сил. 
Потенциальная энергия при указанном выборе обобщенных коор-

динат будет иметь вид 

 2 2
1 1 2 2 1 1 1 1

1 ( )
2

U P x P x c x⎡ ⎤= − − + + λ − λ +⎣ ⎦  

 2 2
2 2 1 2 2

1 ( ) ,
2

c x x⎡ ⎤+ − + λ − λ⎣ ⎦  (4.3.3) 

где 1λ и 2λ – статические удлинения пружин под действием сил тяже-
сти 1P

G
 и 2P
G

 соответственно. Тогда 

 1 1 1 1 2 2 1 2
1

( ) ( ),U P c x c x x
x
∂

− = − + λ + − + λ
∂

 (4.3.4) 

 2 2 2 1 2
2

( ).U P c x x
x
∂

− = − − + λ
∂

 (4.3.5) 

В положении статического равновесия, т. е. при 1 0x =  и 2 0,x =  
обобщенные силы обращаются в нуль, поэтому 
 1 1 1 2 2 0,P c c− λ + λ =  (4.3.6) 

 2 2 2 0,P c− λ =  (4.3.7) 

в результате чего выражения (4.3.4), (4.3.5) упрощаются: 

 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2
1

( ) ( ) ,U c x c x x c c x c x
x
∂

− = − + − = − + +
∂

 (4.3.8) 

 2 2 1
2

( ).U c x x
x
∂

− = − −
∂

 (4.3.9) 

Поскольку непотенциальные силы действуют только на груз 1, 
движущийся поступательно, то 
 1 1 2( ) ,   0.Q F t x Q= − μ =�  (4.3.10) 

Кинетическая энергия системы в данном случае имеет простую 
форму  

 
2 2

1 1 2 2 ,
2 2

m x m xT = +
� �
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поэтому уравнения (4.3.1), (4.3.2) с учетом сказанного выше примут 
вид 
 1 1 1 2 1 2 2 1( ) sin ,m x c c x c x x H pt= − + + − μ +�� �  (4.3.11) 

 2 2 2 2 1( ).m x c x x= − −��  (4.3.12) 

Из-за наличия сил сопротивления свободные колебания в системе 
быстро затухнут, так что интерес представляют только вынужденные 
колебания, определяемые частным решением этих уравнений. Будем 
искать его в виде 
 1 1 1sin cos ,x A pt B pt= +  (4.3.13) 

 2 2 2sin cos .x A pt B pt= +  (4.3.14) 

Вычислим производные от приведенных выражений 
 1 1 1cos sin ,x A p pt B p pt= −�  

 2 2 2cos sin ,x A p pt B p pt= −�  

 2 2
1 1 1sin cos ,x A p pt B p pt= − −��  

 2 2
2 2 2sin cos ,x A p pt B p pt= − −��  

подставим их в уравнения (4.3.11), (4.3.12)  

 2
1 1 1 1 2 1 1( sin cos ) ( )( sin cos )m p A pt B pt c c A pt B pt− + = − + + +  

 2 2 2 1 1( sin cos ) ( cos sin ) sin ,c A pt B pt p A pt B pt H pt+ + − μ − +  

 [ ]2
2 2 2 2 2 1 2 1( sin cos ) ( )sin ( )cosm p A pt B pt c A A pt B B pt− + = − − + −  

и приравняем в обеих частях полученных равенств коэффициенты при 
одинаковых тригонометрических функциях (все слагаемые, содержа-
щие неизвестные величины, перенесем в левую часть): 
 2

1 2 1 1 2 2 1( ) ,c c m p A c A pB H+ − − − μ =  (4.3.15) 

 2
1 1 2 1 1 2 2( ) 0,pA c c m p B c Bμ + + − − =  (4.3.16) 

 2
2 1 2 2 2( ) 0,c A c m p A− + − =  (4.3.17) 

 2
2 1 2 2 2( ) 0.c B c m p B− + − =  (4.3.18) 

Из (4.3.17) и (4.3.18) следует 

 
2

2 2
1 2

2

,c m pA A
c
−

=  (4.3.19) 
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2

2 2
1 2

2

.c m pB B
c
−

=  (4.3.20) 

Для сокращения записи введем обозначения 

 
2

22 2
1 2 1

2

,   .c m p c c m p
c
−

α = β = + −  (4.3.21) 

Подставив (4.3.18), (4.3.19) с учетом (4.3.21) в (4.3.15) и (4.3.16), 
получим 
 2 2 2( ) ,c A p B Hβα − − μ α =  (4.3.22) 

 2 2 2( ) 0.p A c Bμ α + βα − =  (4.3.23) 

Из (4.3.23) тогда следует 

 2
2 2 ,cA B

p
βα −

= −
μ α

 (4.3.24) 

что после подстановки в (4.3.22) дает 

 
2

2
2 2

( )c B p B H
p

βα −
− − μ α =

μ α
 

и поэтому 

 2 2 2
2

.
( ) ( )

p HB
c p
μ α

= −
βα − + μ α

 (4.3.25) 

Из (4.3.24) тогда следует 

 2
2 2 2

2

,
( ) ( )

cA H
c p
βα −

=
βα − + μ α

 (4.3.26) 

а из (4.3.19) и (4.3.20) – 

 2
1 2 2

2

( ) ,
( ) ( )

cA H
c p

α βα −
=

βα − + μ α
 (4.3.27) 

 
2

1 2 2
2

.
( ) ( )

pB H
c p
μ α

= −
βα − + μ α

 (4.3.28) 

Таким образом, определены все коэффициенты, относящиеся к 
вынужденным колебаниям тел 1 и 2. При этом оказывается, что ко-
эффициенты, определяющие движение защищаемого объекта, про-
порциональны, как это видно из (4.3.27) и (4.3.28), параметру 
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2
2 2 .c m pα = −  Если подобрать такие значения 2c  и 2m , что 0α = , то 

1A  и 1B  обратятся в нули, и, стало быть, объект защиты не будет со-
вершать никаких колебаний, т. е. добавочный груз погасит колебания 
объекта и будет двигаться при этом по закону 

 2
2

sin .Hx pt
c

= −  

Как следует из сказанного выше, виброгашение такого типа эф-
фективно только для одной фиксированной частоты. При произволь-
ном изменении возмущающей силы используются поглотители коле-
баний вязкого типа. 
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