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В пособии излагаются  теоретические основы построения  на плоскости изо-
бражений пространственных  образов, а также способы и приемы, позволяю-
щие по заданным плоским изображениям мысленно воспроизводить эти про-
странственные образы, решать иные инженерно-технические задачи. 
Курс НГ, преподаваемый в вузе, базируется на  элементарной геометрии (раз-
дел «Стереометрия») и дисциплине «Черчение»,  изучаемых в средней обще-
образовательной школе. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Начертательная геометрия относится к числу основных общеобразовательных дисцип-
лин. Она изучает законы изображения пространственных предметов на плоскости. На-
чертательная геометрия служит теоретической основой для изучения инженерно-
технических дисциплин: инженерной графики, теоретической механики, деталей машин 
и т.д. 

Начертательная геометрия способствует развитию пространственного воображения и 
логического мышления. 

Впервые отдельные правила и приемы построения изображений были систематизирова-
ны и развиты французским ученым Гаспаром Монжем (1746-1818). Изложенный Гаспа-
ром Монжем метод параллельного проецирования является основным методом, исполь-
зуемым при выполнении технических чертежей в настоящее время. 

Основные цели начертательной геометрии:  

– изучение методов построения изображений предметов на плоскости;  

– изучение геометрических свойств предмета по заданным изображениям; 

– решение пространственных задач на чертеже; 

– развитие пространственного и логического мышления. 

Данное учебное пособие базируется на материалах лекций, читаемых авторами в Бело-
русском государственном технологическом университете, при этом учитывался опыт и 
методика изложения материала, используемого в учебном пособии «Краткий курс на-
чертательной геометрии» автора И.С. Альтшулера (1965 г.). 

Материал в учебном пособии изложен кратко в объеме, соответствующем количеству 
учебного времени, отведенного на изучение предмета. Теоретический материал сопро-
вождается примерами решения задач. В конце каждой главы имеются вопросы для за-
крепления проработанного материала. 

Может быть использовано в качестве учебного пособия при обучении студентов техни-
ческого профиля очной и заочной форм обучения. 

Авторы считают своим долгом выразить искреннюю благодарность преподавателям ка-
федры инженерной графики БГТУ Ращупкину С.В., Войтеховскому Б.В., Капышу Ю.Ф., 
Гилю В.И. за оказание помощи в оформлении данного учебного пособия. 

 

Принятые обозначения и символы 

Обозначения 
1. Точки в пространстве – прописными буквами латинского алфавита A, B', C'.., а 

также цифрами. 
2. Линии в пространстве – по точкам, определяющим линию, и строчными буквами 

латинского алфавита a, b, c… 
3. Плоскости – строчными буквами греческого алфавита α, β, γ… 
4. Поверхности – прописными буквами русского алфавита: цилиндр – Ц, конус – К, 

сфера – Сф… 
5. Углы – строчной буквой греческого алфавита φ и подстрочным индексом: φ1, φ2, 

φ3… 
6. Последовательность точек (и других элементов): A1,  A2,  A3…; a1,  a2,  a3…; α1, 

α2, α3… 
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7. Плоскости проекций – строчной буквой греческого алфавита π. Произвольная 
плоскость – π0, горизонтальная – π1, фронтальная – π2, 
профильная – π3, дополнительные – π4, π5… 

8. Оси проекций – строчными буквами x, y, z, начало координат – прописной бук-
вой О. 

9. Проекции точек:  
на произвольную плоскость π0 – А0, В0, С0…; 

на горизонтальную плоскость π1 – А', В', С'…; 

на фронтальную плоскость π2 – А'', В'', С''…; 

на профильную плоскость π3 – А''', В''', С'''…; 

на дополнительные плоскости π4, π5 – АIV, ВIV, СIV…, АV, ВV, СV… 

10. Проекции линий – по проекциям точек, определяющих линию, кроме того: 
прямые общего положения – a, b, c..; 
горизонтальная прямая       – h; 

фронтальная прямая            – f; 
профильная прямая             – ρ. 

11.Обозначение следов плоскостей для плоскости π: 

    горизонтальный след – h0
'
α ; 

    фронтальный след      – f0
''
α ; 

    профильный след       – ρ0α
'''. 

 для плоскостей частного положения задается след-проекция плоскости: Χα, Υα, Ζ 

α. 

12. После преобразования чертежей вращением (плоскопараллельным перемещени-
ем) точки в новом положении – CBA ,, ..,после второго преобразования –

CBA ,, … 

 

Символы 

 

Результат геометрического построения или отдельной операции ( = ) 

Совпадение (≡). 

Параллельность (II). 

Перпендикулярность (⊥ ) 

Скрещивание (  ). 
Принадлежность (∈ ), А ∈ а – точка А принадлежит линии а. 

Пересечение (× ), А = а × α  – точка А  есть результат пересечения прямой  а с 
плоскостью α . 

Знак прямого угла (  ). 
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Глава1 
МЕТОД ПРОЕКЦИЙ. ПРОЕКЦИИ ТОЧКИ 

1.1. Метод проекций   
Изображения, с которыми приходится встречаться в искусстве и технике, отличают-

ся большим разнообразием, вследствие чего и требования, предъявляемые к ним, различ-
ные. В картинах и рисунках основным требованием является  наглядность изображения. В 
технических изображениях главным требованием является возможность получить по изо-
бражению точное представление о форме и размерах предмета. 

В начертательной геометрии для решения  геометрических задач используется гра-
фический способ, при котором геометрические свойства предметов изучаются непосредст-
венно по чертежу. Для того, чтобы чертеж соответствовал изображаемому предмету, он 
должен быть построен по определенным геометрическим законам. Правила построения 
изображений в начертательной геометрии основаны на методе проекций. 

Метод проекций предполагает наличие плоскости проекций, объекта проецирования 
и проецирующих лучей. 

Проекцией точки А является точка А0 пересечения проходящего через нее проеци-
рующего луча S с плоскостью πо (рис. 1.1). 

A

A

S

 
Рис. 1.1 

Различают два метода проецирования: центральное и параллельное. 

1.2. Центральное и параллельное проецирование  
При центральном проецировании все проецирующие лучи проходят через произволь-

ную точку, называемую центром проекций и не лежащую в плоскости проекций. Для по-
строения проекций некоторых точек А, В, С, D (рис. 1.2) проводим через эти точки и центр 
проекций S проецирующие лучи до пересечения с плоскостью πо. На плоскости проекций πо 
каждой точке будет соответствовать единственная точка – проекции А0, В0, С0, D0.  

S

A

A

B

B

 
Рис. 1.2 
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Центральное проецирование обладает наглядностью, оно используется при 
построении изображений архитектурно-строительных объектов, но дает значительное 
искажение размеров, вследствие чего не применяется для выполнения чертежей. 

При параллельном проецировании проецирующие лучи параллельны заданному 
направлению S (рис. 1.3). Точки пересечения проецирующих лучей, проходящих через точ-
ки А, В, С с плоскостью проекций πо – параллельные проекции А0, В0, С0 на плоскости πо.  

S

A

A

B

B

 
Рис. 1.3 

Параллельное проецирование можно рассматривать как частный случай централь-
ного при бесконечно удаленном центре проекций. В зависимости от направления проеци-
рующих лучей относительно плоскости проекций параллельное проецирование может быть 
прямоугольным (проецирующие лучи перпендикулярны плоскости проекций) и косоуголь-
ным (проецирующие лучи составляют с плоскостью проекций угол, не равный 90°). 

Прямоугольной (ортогональной) проекцией точки D (рис. 1.4) является основание 
перпендикуляра D0, проведенного из точки D на плоскость πо. Ортогональное проецирова-
ние имеет ряд преимуществ перед центральным и косоугольным параллельным проециро-
ванием. 

 

 
Рис. 1.4 

К ним относятся простота геометрических построений и удобство измерений, по-
этому прямоугольное (ортогональное) проецирование широко применяется для разработки 
чертежей. Прямоугольное проецирование включает в себя все свойства центрального и па-
раллельного проецирования. 
 

1.3. Свойства прямоугольного проецирования 
1. Каждая точка и прямая в пространстве имеют единственную проекцию на плоско-

сти, так как через любую  точку в пространстве можно провести только один про-
ецирующий луч (рис. 1.5). 
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A
A
A

 
Рис. 1.5 

 
2. Каждая точка на плоскости проекций может быть проекцией множества точек, если 

через них проходит общий проецирующий луч (рис. 1.5). 
3. Если точка принадлежит прямой, то проекция точки принадлежит проекции этой 

прямой (рис. 1.6). 
 

A

A

B

B

 
Рис. 1.6 

4. Отношение отрезков прямой равно отношению их проекций (рис.1.6) 
 

00

00

CB
BA

BC
AB

= . 

5. Проекции параллельных прямых параллельны. Если АВ || СD то А0В0 || С0D0  (рис. 1.7).   

A

A

B

B

 
Рис. 1.7 

6. Отношение отрезков параллельных прямых равно отношению их проекций (рис. 1.7): 

00

00

DC
BA

CD
AB

= . 
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7. Если прямая перпендикулярна плоскости проекций, то проекцией этой прямой явля-
ется точка. 

8. Если отрезок прямой параллелен плоскости проекций, то на эту плоскость отрезок 
спроецируется в натуральную величину. 

 
1.4. Обратимость чертежа  

Технический чертеж должен быть обратимым. Обратимость чертежа – это одно-
значное определение положения точки в пространстве по ее проекциям. 

Если обратиться к рассмотренным раннее чертежам (рис. 1.5.), то нетрудно заме-
тить, что точка А0 может рассматриваться как проекция точек А1, А2, А3, лежащих на одной 
проецирующей прямой. Действительно, любая точка на плоскости πо является проекцией 
не единственной точки пространства, а целого множества точек, принадлежащих проеци-
рующей прямой. Это значит, что одна проекция точки не определяет эту точку в простран-
стве. Поэтому для получения обратимого, то есть метрически определенного чертежа, точ-
ку (или объект) проецируют на две или на три плоскости проекций, которые образуют в 
пространстве систему взаимно перпендикулярных плоскостей. Формой предмета с точки 
зрения его изображения является его поверхность, которую можно представить как геомет-
рическое множество точек. Поэтому операция проецирования сводится к изображению 
множества точек предмета на плоскостях проекций. 
 

1.5. Точка в системе двух и трех плоскостей проекций  
Изображение предмета сводится к построению ряда точек, принадлежащих этому 

предмету и определяющих его форму. Поэтому изучение способов построения проекций 
любых объектов начинают с изучения правил построения проекций точек. 

Возьмем в пространстве две взаимно перпендикулярные плоскости. Одна из них 
располагается горизонтально – ее называют горизонтальной плоскостью проекций и обо-
значают буквой π1. Другая плоскость перпендикулярна горизонтальной и называется фрон-
тальной плоскостью проекций. Эта плоскость обозначается буквой π2 (рис. 1.8). Линия пе-
ресечения плоскостей проекций называется осью проекций. Ось проекций x разделяет каж-
дую из плоскостей на две полуплоскости. Четыре двугранных угла I, II, III, IV, образован-
ных при пересечении плоскостей, называются четвертями или квадрантами пространства.  

 
 

A''

A

A

A'

III

III

IV

 
Рис. 1.8 
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Спроецируем точку А, расположенную в I четверти, на плоскости проекций π1 и π2.  
Горизонтальной проекцией точки называют прямоугольную проекцию точки на горизон-
тальной плоскости проекций. Горизонтальную проекцию находим как точку пересечения 
перпендикуляра, проведенного из точки А, с плоскостью π1 . Обозначим ее буквой А'.  Про-
ведем из точки А' в плоскости π1  перпендикуляр на ось Оx и отметим вспомогательную 
точку Ах.  

Фронтальной проекцией точки называют прямоугольную проекцию точки на фрон-
тальной плоскости проекций. Фронтальную проекцию находим как точку пересечения пер-
пендикуляра, проведенного из точки А с плоскостью π2. Обозначим ее А''. Опустив перпен-
дикуляр из точки А'' в плоскости π2 на ось Оx, получим вспомогательную точку Ах. 

Рассмотрим обратную задачу – построение точки А в пространстве по двум задан-
ным ее проекциям – горизонтальной А' и фронтальной А''. Точку А находим в пересечении 
перпендикуляров, проведенных из проекции А' к плоскости π1 и из проекции А'' к плоско-
сти π2. Эти перпендикуляры пересекутся в единственной искомой точке А пространства. 

Таким образом, две прямоугольные проекции точки вполне определяют ее положе-
ние в пространстве относительно данной системы взаимно перпендикулярных плоскостей 
проекций – т.е. чертеж становится обратимым. 

Для получения плоского чертежа точки необходимо совместить плоскость π1 с плос-
костью π2 путем поворота вокруг оси Оx на угол 90° вниз по стрелке, как это показано на 
рис. 1.8. При этом отрезки АхА'' и А'хА' образуют один отрезок А''А', перпендикулярный к 
оси Оx. Этот отрезок А''А' называется линией связи. В результате совмещения плоскостей 
проекций получается чертеж, известный под названием эпюр Монжа (Epure – франц., чер-
теж) – названным в честь основоположника начертательной геометрии французского уче-
ного Гаспара Монжа (1746 –1848) (рис. 1.9). Без обозначения плоскостей  π1 и π2  этот чер-
теж будет выглядеть так, как это показано на рис. 1.10. 

Иногда двух проекций геометрического элемента бывает недостаточно, чтобы опреде-
лить его форму и истинные размеры. Тогда выполняют построение изображения на третьей 
плоскости. Введем в систему π1, π2 третью плоскость проекций, перпендикулярную плоско-
стям π1 и π2. Ее называют профильной плоскостью проекций и обозначают π3 (рис. 1.11). 

 

A''

A

A'

A''

A

A'

 
Рис. 1.9                                                                 Рис. 1.10 
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Три взаимно перпендикулярные плоскости проекций называются координатными 
плоскостями. Они пересекаются по трем взаимно перпендикулярным прямым Оx, Oy, Oz , 
которые называются осями координат и обозначаются x, y, z. Общая точка О – начало ко-
ординат.  

Плоскости π1, π2, π3, пересекаясь между собой, делят пространство на восемь частей, 
называемых октантами, как это показано на рис. 1.11. В зависимости от положения точки 
относительно плоскостей проекций, ее координаты могут иметь положительные и отрица-
тельные знаки. Например, в первом октанте все координаты имеют положительные значе-
ния, а в седьмом – отрицательные знаки.  

Несмотря на то, что проецируемый объект можно расположить в любом октанте, во 
многих странах принято помещать изображаемый объект в первом октанте. Рассмотрим 
построение трех проекций некоторой точки пространства. Зададимся  произвольной точкой 
А (рис. 1.11). Проецирование на плоскости π1 и π2  выполняется  аналогично приведенному 
выше примеру проецирования точки A на две плоскости проекций. Профильной проекцией 
точки является прямоугольная проекция точки на профильной плоскости проекций π3. 
Обозначим ее А'''.  

Часто с осями проекций совмещают декартову систему координат. Отметим, что 
проекции отрезков каждой проецирующей прямой равны между собой (рис. 1.11): 
 АА' = А''Ах  = А'''Ау    (высота z точки А – аппликата); 
 АА'' = А'Ах  = А'''Аz   (глубина у точки А – ордината); 
 АА''' = А'Ау  = А''Аz   (широта х точки А –абсцисса). 

Чтобы перейти к плоскому изображению (на листе бумаги), повернем плоскость π1 

вниз вокруг оси Оx и плоскость π3 вправо вокруг оси Oz до совмещения с плоскостью π2,           
как это показано стрелками на рис. 1.11.  

 
 
 

A''

A

A
+

A'

III
III

IV

A'''

A

VI
V

-

A

VII
VIII

+

-

+

-

 
Рис. 1.11 

При развороте плоскостей π1 и π3   ось y воспроизводится дважды. На рис. 1.12 пока-
зано расположение проекций А', А'', А''' точки  A после совмещения плоскостей проекций.  
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Прямые, соединяющие на чертеже две проекции одной и той же точки, называются 
линиями связи, между А''  и А'''  – горизонтальная линия связи, между проекциями А'  и А''' 
– ломаная линия связи. Переход от оси y плоскости π1  к оси y  плоскости π3 может осуще-
ствляться при помощи дуги или вспомогательной прямой (биссектрисы прямого угла) или 
с помощью прямой, проведенной под углом 45° к оси y.   
 

A''

A

A'

A'''

A

x

z

y

y

A

 
Рис. 1.12 

 
На рис. 1.13 выполнено построение профильной проекции А'''  точки A по заданной  гори-
зонтальной А'  и фронтальной А''. Построение выполняется следующим образом: 

1. Проводим через проекцию А'' горизонтальную линию связи, на которой находится 
профильная проекция А'''. 

2. Проводим ломаную линию связи через А'  до пересечения с горизонтальной линией 
связи. 
Профильную проекцию А''' можно получить откладывая на горизонтальной линии 

связи от точки Az   отрезок, равный координате y. 
 

A''

A

A'

A'''

A

z

y

y

A

 
Рис. 1.13 

 
Как известно, положение точки в пространстве может быть задано при помощи трех 

ее координат (абсциссы – Х, ординаты – У, аппликаты – Z) т.е. трех чисел, выражающих 
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расстояния от этой точки до трех плоскостей проекций. Запись координат точки произво-
дится в такой форме : А(х, у, z). 

Предположим, задана точка А(15, 20, 30); эта запись означает, что точка А определя-
ется координатами х = 15, у = 20, z = 30). Если масштаб для построения чертежа задан или 
выбран, то построение проводят так, как показано на рис. 1.12, 1.13 – откладывается  на оси 
x от точки О отрезок ОАх = 15,  а  на перпендикуляре к этой оси, проведенном из точки Ах, 
откладывают отрезки АхА' = 20 и АхА'' = 30. Затем строят профильную проекцию А''', как 
описано выше. 

В дальнейшем все геометрические элементы (точки, прямые, фигуры, тела) будем 
располагать в  I четверти (I октанте) пространства. 

 
1.6. Примеры решения задач к главе 1  

Пример 1. По заданным координатам точки А(15, 20, 30) построить ее проекции и 
наглядное изображение в пространстве (рис. 1.14). 

 

A''

A

A'

A'''

A

x

z

y

y

A

A

 
Рис. 1.14 

• Выбираем масштаб 1:1 для решения задачи.  
• По оси Оx откладываем х = 15 (точка Ах).  
• В точке  Ах  восстанавливаем перпендикуляр к оси Оx (линию связи) и отложив 

на нем у = 20 и  z = 30 получим соответственно точку А' – горизонтальную про-
екцию точки A, и  точку А'' – фронтальную проекцию точки А.  

• Затем из точки А' опустим перпендикуляр на ось Оy (точка Ау).  
• Радиусом ОАу переносим точку Ау на ось Оy1 (точка Ау1).  
• Из точки Ау1 восстанавливаем перпендикуляр к оси Оy1. 
• Из точки А'' проводим линию связи А''Аz. В пересечении линии связи и перпен-

дикуляра получим точку А''' – профильную проекцию точки А. 
Для определения положения точки в пространстве построим ее аксонометрическую 

проекцию. Для этого воспользуемся известной из средней школы косоугольной фронталь-
ной диметрической проекцией. Аксонометрические оси у этой проекции расположены так, 
как это показано на рис. 1.15.  

Отметим, что коэффициент искажения по осям x и z равен 1, а по оси y равен 0,5, т.е. 
численные значения координаты у необходимо уменьшать в два раза. 
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A''

A

A

A'

A'''

A

A

x

 
Рис. 1.15 

Отложив по осям значения координат (х = 15,  у = 20, z = 30) как это показано на рис. 1.15, 
получим аксонометрическую проекцию точки А. 

Пример 2. Построить недостающие проекции точек А, В, С, D (рис. 1.16). Заданные 
проекции этих точек на чертеже  показаны черными точками. 

A''

A'

A'''

A

z

y

y

A

B''
''

''

B'

'

'

'''

'''

B'''

 
Рис. 1.16 

Недостающие проекции точек строят с помощью линий связи между проекциями, 
направление которых указано стрелками. Выполнив необходимые построения, приведен-
ные на чертеже, получим искомые проекции точек, отмеченные красными точками и кре-
стиками. 

1.7. Вопросы для самоконтроля  
1. Что называется прямоугольной проекцией точки? 
2. В чем состоит сущность способа получения на плоскости изображения про-
странственной фигуры? 
3.  Сформулируйте основные свойства прямоугольного проецирования. 
4. Как называются и обозначаются плоскости проекций? 
5. Что называется горизонтальной, фронтальной и профильной проекцией точ-
ки? 
6. Какой способ используется для получения чертежа точки в системе двух и 
трех проекций? Какая существует зависимость во взаимном расположении про-
екций точки, изображенной в системе двух и трех проекций? 
7. Как обозначаются проекции точек? 
8. В какой последовательности записываются координаты точек? 
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Глава 2 Прямая 
2.1. Проекции отрезка прямой линии 

Как известно из элементарной геометрии, прямая линия определяется двумя точ-
ками, поэтому, чтобы построить проекции этой прямой, необходимо иметь проекции 
двух точек, принадлежащих этой прямой.  
 

 

A

A

B

B

 
Рис. 2.1 

 Возьмем на произвольной прямой две 
точки А и В (рис.2.1).Их проекции А0 и 
В0  на плоскости π0 определяют прямую, 
которую можно рассматривать как ли-
нию пересечения плоскости π 0  с плос-
костью β определяемой прямой АВ и 
проецирующими лучами АА0 и 
ВВ0.Линия пересечения плоскостей  π0 и  
β проходит через проекции А0 и В0  на 
плоскости π0. Эта линия и является од-
ноименной проекцией прямой на плос-
кости проекций π0.   

Одна проекция прямой не определяет ее положения в пространстве.  Две проекции пря-
мой вполне определяют ее положение в пространстве. 

2.2. Прямые общего и частного положения 
Прямые в пространстве могут занимать относительно плоскостей проекций раз-

личное положение. 
Прямую, не параллельную ни одной из плоскостей проекций, называют прямой 

общего положения. На рис. 2.2, а дано пространственное изображение, а на рис.2.2, б – 
чертеж прямой АВ. Точки  А и В находятся на разных расстояниях от каждой из плоско-
стей пространства, т.е. прямая АВ не параллельна не одной из них. Значит, прямая АВ 
общего положения. 
 

A

B''

A'''A''

B'''

z

y

yB'

A'

B''

A'''
A'' B'''

B'
A'

B

B

B

A

y

z

 
                                                              а)                                                                        б)     

Рис. 2.2. 

Прямые, параллельные или перпендикулярные к плоскостям проекций, называ-
ются прямыми частного положения. Прямая, параллельная какой-либо одной плоскости 

проекций, называется прямой уровня. Существуют три линии уровня: 
1) горизонтальная – прямая, параллельная горизонтальной плоскости проекций π1; 
2) фронтальная – прямая, параллельная фронтальной плоскости проекций π2; 
3) профильная – прямая, параллельная профильной плоскости проекций π3. 
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Характерные особенности прямых уровня и их проекций приведены в таблице 2.1. 

Прямые уровня                                                  Таблица 2.1 

Наимено-
вание и 
поло же-
ние пря-
мой 

Наглядное изображение 
прямой 

Чертеж прямой Особенности 
проекций 
прямой 

Горизон 
тальная, 
AB II π1 
 

B'

A'' B''

A

 
A'

B'

A'' B''

 

A''B'' II Ox; 
A'B' – нату-
ральная ве-
личина; 
ϕ2 – угол на-
клона пря-
мой AB к 
плоскости π2 

Фронталь 
ная, 
CD II π2 
 

 
C' D'

C''
D''

 

C'D' II Ox; 
C''D'' – нату-
ральная ве-
личина; 
ϕ1 – угол на-
клона пря-
мой CD к 
плоскости π1 

Профиль 
ная, 
EF II π3 
 

F'

E''

F''

E

FE'

 

E''
z

E'''

F''

E'

F' y

y
F'''

 

E'F' и E''F''⊥ 
Ox; E'''F''' – 
натуральная 
величина; 
ϕ1 и ϕ2– углы 
наклона пря-
мой EF соот-
ветственно к 
плоскостям 
π1и  π2 

 
Прямая, перпендикулярная к плоскостям проекций, называется проецирующей. 
Различают три проецирующие прямые: 

1) горизонтально-проецирующая – прямая, перпендикулярная к плоскости π1; 
2) фронтально-проецирующая – прямая, перпендикулярная к плоскости π2; 
3) профильно проецирующая – прямая, перпендикулярная к плоскости π3. 

Характерные особенности проецирующих прямых и их проекции приведены в 
таблице 2.2. 
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Проецирующие прямые                                      Таблица 2.2 
Наимено-
вание и по-
ложение 
прямой 

Наглядное изображение 
прямой 

Чертеж прямой Особенно-
сти проек-
ций прямой 

Горизон 
тально-про 
ецирующая 
 

E''

F''
E

F
E' F'  

E' F'

F''

E''

 

E'F' – вы-
рожденная 
(точка);  
E''F'' II оси z

Фронталь 
но-проеци 
рующая  
 

C'' D''
C

D

C'
D'  D'

C'

C'' D''

 

C''D'' – вы-
рожденная 
(точка); 
C'D' II оси y 

Профиль-
нопроеци-
рующая 
 

A'' B''

A B
A''' B'''

A' B'
 

z
A'' B'' A''' B'''

A' B' y

y

 

A'''B''' – вы- 
рожденная 
(точка); 
A'B' II A''B'' 
II оси x  

2.3. Следы прямой 
 

 
 

A''

A'

B''

B'

M''
N'

M'=M

B'

A

N''=N

 
Рис. 2.3. 

 
 
 
 

Точки пересечения прямой ли-
нии с плоскостями проекций называют 
следами. В системе трех плоскостей 
проекций прямая общего положения 
имеет три следа – горизонтальный, 
фронтальный и профильный; прямая, 
параллельная одной из плоскостей 
проекций – два, и прямая, перпендику-
лярная к плоскости проекций – один 
след.  На рис. 2.3. изображена прямая 
общего положения АВ. Она пересека-
ется с плоскостью π1 в точке М, а с 
плоскостью π2 – в точке N. Точка М 
(М',М'') – горизонтальный след этой 
прямой, а точка N (N',N'') – ее фрон-
тальный след. Горизонтальная проек-
ция М' горизонтального следа совпада-
ет с самим следом М, а фронтальная 
проекция М''  этого следа лежит на оси 
проекций Оx. 
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Чтобы найти горизонтальный след, надо продлить фронтальную проекцию А'' В'' (рис. 
2.4) до пересечения с осью x (точка М'') и из этой точки восстановить перпендикуляр к 
оси x (линию связи) до пересечения с продолжением горизонтальной проекции А'В'.  
 
 

B''

B'

M''
N' A'

M'=M

N'=N
A''

 
Рис. 2.4 

 
 
 
 
 
 
 

Точка М' – горизонтальная проекция гори-
зонтального следа, которая совпадает с са-
мим следом М. 

Для нахождения фронтального следа 
необходимо продолжить горизонтальную 
проекцию А' В'до пересечения с осью  x 
(точка N' ) и через точку N', которая являет-
ся горизонтальной проекцией фронтально-
го следа, провести перпендикуляр к оси x 
до пересечения  с продолжением фронталь-
ной проекцией А'' В''. Точка N'' - фронталь-
ная проекция фронтального следа, которая 
совпадает с фронтальным следом N. 

Отметим, что прямая не имеет следа 
на плоскости проекций в том случае, если 
она параллельна этой плоскости. 

 

2.4. Определение натуральной величины отрезка прямой и  
углов наклона прямой к плоскости проекций 

 
 
 

B'
A'

A B

∆ 
zA''

2

∆y A 1

B''
B

 
Рис. 2.5 

 

Как отмечалось выше, отрезки пря-
мых общего положения не проецируются в 
натуральную величину ни на одну из плос-
костей проекций. 
Длину (натуральную величину – НВ) от-
резка можно определить на основании 
свойства ортогонального проецирования. 
Из рисунка 2.5 видно, что натуральная ве-
личина отрезка АВ общего положения явля-
ется гипотенузой прямоугольного тре-
угольника АВ1.  В этом треугольнике один 
катет А1 параллелен плоскости π1 и равен 
по длине горизонтальной проекции отрезка 
АВ (А1 ≅ А ff Вff ), а величина второго катета 
равна разности расстояний точек В и А до 
плоскости проекций π1, т.е. В1 = ВВ' – АА'  = 
∆Ζ.  

Угол ϕ1 – угол наклона прямой АВ к горизонтальной плоскости проекций π1. 
Таким образом на горизонтальной проекции чертежа отрезка (рис.2.6) можно по-

строить прямоугольный треугольник, взяв вторым катетом ∆Υ. Гипотенуза этого тре-
угольника А ff В∗ будет  натуральной величиной отрезка АВ, а угол ϕ1 определяет угол на-
клона отрезка АВ к горизонтальной плоскости проекций π1. 
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Рис. 2.6 

 
 

Аналогичное построение можно 
сделать на фронтальной плоскости отрезка, 
взяв в качестве второго катета разность 
расстояний концов отрезка (∆1) до гори-
зонтальной плоскости проекций π1. Отре-
зок А∗В'' – натуральная величина отрезка 
АВ, угол ϕ2 – угол наклона АВ к плоскости 
π2. 
 Из вышесказанного вытекает, что длина 
(НВ) отрезка общего положения равна ги-
потенузе прямоугольного треугольника, 
один из катетов которого равен проекции 
отрезка на плоскости проекций, а другой 
катет равен разности расстояний концов 
отрезка до этой плоскости. 

2.5. Относительное положение точки. Деление отрезка прямой в 
данном отношении 

 
 
 
 

B'' C''
D''

E''

F''
G'' K''

L'' M''

M'

L'
K'

G'

F'
E'

D'

C'
B'

a''

a'

 Рис. 2.7 
 

Точка и прямая в пространстве мо-
гут занимать различное положение. Если 
точка принадлежит прямой, то проекции 
этой точки лежат на одноименных проек-
циях данной прямой.  Точка В принадлежит 
прямой а (рис. 2.7), так как ее проекции В' и  
В'' лежат на одноименных проекциях пря-
мой а' и а''. Точки C, D, E, F, G, K, L, M не 
принадлежат прямой а, так как по крайней 
мере одна из проекций каждой из этих то-
чек не лежит на соответствующей проек-
ции прямой.  

Определить положение точек, за-
данных на рис. 2.7, относительно прямой а 
можно сравнивая координаты  Ζ и Υ каж-
дой из этих точек с соответствующей точ-
кой (обозначенной крестиком) прямой а, 
лежащей на одной и той же линии связи.  

Точка C находится позади прямой а; точка D – впереди прямой а, точка E – под 
прямой а, точка F – под прямой а; точка G – над и позади прямой а, точка K – над и впе-
реди прямой а, точка L – под и впереди прямой а, точка М – под и позади прямой а.   

A''
C''

B''

A'

C'
B'

1 2 3 4 5  
 Рис. 2.8 

Иногда требуется разделить отрезок 
в данном отношении. Из свойств парал-
лельного проецирования известно, что от-
ношение отрезков одной и той же прямой 
равно отношению проекций этих отрезков. 
 Чтобы разделить отрезок прямой в задан-
ном отношении, необходимо разделить в 
этом отношении одну из проекций этого 
отрезка, а затем с помощью линий связи 
перенести делящую точку на другие проек-
ции.  
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На рис. 2.8 дан пример деления отрезка прямой линии АВ в отношении 2 : 3. Из 
точки А′ проведен вспомогательный отрезок прямой, на котором отложено пять одина-
ковых частей произвольной длины. Проведя отрезок В'5 и параллельно ему через точку 2 
прямую, получим точку C′, причем A′K′ : K′B′ = 2 : 3; затем по линии связи находим точ-
ку C′′. Точка С делит отрезок АВ в отношении 2 : 3. 

2.6. Относительное положение двух прямых в пространстве 
Прямые в пространстве могут занимать различное взаимное положение – они  

могут быть параллельными, пересекаться и скрещиваться. Из свойств параллельного 
проецирования следует, что проекции параллельных прямых параллельны между собой. 
Действительно, если провести через данные параллельные прямые  АВ и СD проеци-
рующие плоскости α и β  на плоскость πо (рис.2.9), то эти две плоскости будут парал-
лельны и в их пересечении с плоскостью проекций πо получатся две взаимно параллель-
ные прямые АоВо и СоDо, являющиеся ортогональными проекциями прямых АВ и СD на 
плоскость πо. 
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                                             Рис.2.9.                                                                             Рис.2.10 

На рис. 2.10 одноименные проекции параллельных прямых АВ и СD параллель-
ны, т.е. А'В' || С'D', А''В'' || С''D'',А'''В''' || С'''D'''. 
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Рис.2.11 

 

Справедливо и обратное утвержде-
ние: если в системе плоскостей проекции 
π1, π2, π3, проекции двух прямых параллель-
ны, то прямые в пространстве параллельны. 
 Это утверждение справедливо для прямых 
общего положения. Для прямых, парал-
лельных одной из плоскостей проекции, 
оно может не подтвердиться, если заданы 
параллельные проекции прямых только на 
двух плоскостях проекций. На рис.2.11 
профильные прямые АВ и СD заданы парал-
лельными проекциями А'В' ll С'D',  А''В'' ll 
С''D'', но сами прямые не параллельны, так 
как не параллельны профильные проекции  
А'''В''' и С'''D'''.  

Таким образом, для определения параллельности профильных прямых необходи-
мо построить их проекции на профильной плоскости. 

Если прямые в пространстве пересекаются, то на чертеже пересекаются их одно-
именные проекции и точки пересечения проекций этих прямых лежат на одной линии 
связи. 
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                                                            а)                                                                  б)               

Рис. 2.12 

Действительно, взаимно пересекающиеся прямые АВ и СD (рис. 2.12) имеют об-
щую точку K. Поэтому горизонтальная (K′) и фронтальная (K′′) проекции этой точки 
должны лежать на пересечении одноименных проекций данных прямых (рис. 2.12, а). На 
чертеже (рис. 2.12, б) проекции точки  K (K′K′′ ) располагаются на одном перпендикуля-
ре к оси проекций (линии связи).  

Если две прямые не параллельны и не пересекаются, то они называются скрещи-
вающимися.  Как видно из чертежа (рис. 2.12, а и б) горизонтальные проекции точек А и 
С (А′, С′) прямых m и n и фронтальные проекции точек B и D (B′′, D′′) сливаются в одну, 
так как расположены на одной проецирующей прямой. Но эти точки пересечения одно-
именных проекций (А′≅ С′  и В′′≅ D′′) не являются общими для двух прямых и, следова-
тельно прямые m и n скрещиваются. 

Пары точек А и С, лежащие на горизонтально проецирующей прямой, или B и D, 
лежащие на фронтально проецирующей прямой, называются конкурирующими. 
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                                                   а)                                                                                     б) 

Рис. 2.13 

Определим, какая из изображенных прямых (рис. 2.13, б) выше другой или ближе 
к наблюдателю. При взгляде сверху по стрелке K точка А закрывает точку С, так как ее 
фронтальная проекция А′′  выше фронтальной проекции С′′(т.е. точка А′′ отстоит дальше 
от оси  Оx). Поэтому на горизонтальном изображении точка А′ видна, а точки С′ не вид-
но. При взгляде спереди по стрелке L видно, что точка B прямой m закрывает точку D 
прямой n, т.е. точка В′′ видна, а точка D′′ не видна (горизонтальная проекция точки В′ 
дальше от оси Оx). Обозначение проекций невидимых (закрытых) точек показано в скоб-
ках.  
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Такой способ определения видимости элементов чертежа называется способом 
конкурирующих точек. 

2.7. Примеры решения задач к главе 2 
Пример 1. Через точку А (рис.2.14) провести фронтальную прямую АВ длиной 

50мм под углом 30° к плоскости  π1 и отложить на ней отрезок СD = 30мм.  
 

B''

A''

D' B'A'
 

 
Рис. 2.14 

Решение. Прямая АВ параллельна 
фронтальной плоскости проекций π2 и 
спроецируется на эту плоскость в нату-
ральную величину, под углом 30° к оси Оx. 
Из точки А'' проводим прямую под углом 
30° к оси Оx (ϕ = 30°) и откладываем на ней 
отрезок А''В'' = 50 мм. Горизонтальная про-
екция АВ (А'В') параллельна оси Оx. На 
фронтальной проекции А''В'' откладываем 
отрезок А''D''=  30 мм. По линии связи оп-
ределяем горизонтальную проекцию точки 
D (D'). 

Пример 2. Построить следы прямой, проходящей через точки А и В (рис. 2.15).  
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Рис. 2.15. 

 

 

 

Решение. Проводим проекции А'В' и  
А''В'' прямой АВ. Из построения следует, 
что проекция А′В′ параллельна оси ОХ, зна-
чит АВ II π2 – фронтальная прямая и фрон-
тального следа не имеет. Для построения 
горизонтального следа прямой продолжим 
ее фронтальную проекцию до пересечения 
с осью x в точке М′′, которая является 
фронтальной проекцией горизонтального 
следа прямой. Из точки М′′ проводим пер-
пендикуляр (линию связи) к оси x до пере-
сечения с продолженной проекцией А′В′ в 
точке М′. Точка М′ совпадает с самим гори-
зонтальным следом прямой – точкой М. 

Пример 3. Дана фронтальная проекция отрезка АВ и горизонтальная проекция 
точки А. Построить горизонтальную проекцию отрезка АВ, если натуральная величина 
его равна l = 60 мм. 

l=50

A*
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B''

1
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Рис. 2.16 

Решение. По катету А′′В′′ и гипоте-
нузе l = 50 мм строим прямоугольный тре-
угольник А′′А*В′. В построенном треуголь-
нике катет А′′А* будет ∆Υ. Через А′ прово-
дим линию А′1II Оx. От точки 1 отложим 
∆Υ и получим точку В′′. Соединив  А′ с В′ 
получим горизонтальную проекцию отрез-
ка АВ.  
 



 22

Пример 4. Через точку А провести прямую, пересекающую заданные прямые BC 
и DE (рис. 2.17). 
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Рис. 2.17 

 

Решение.  Прямая BC (B′C′, B′′C′′) – 
горизонтально проецирующая. Горизон-
тальная проекция искомой прямой должна 
пройти через точку, являющуюся горизон-
тальной проекцией прямой BC. N′ – гори-
зонтальная проекция точки пересечения 
искомой прямой  и отрезка ВС. K′ – гори-
зонтальная проекция точки K пересечения 
искомой прямой и прямой DE. Фронталь-
ная проекция K′′ точки лежит на перпенди-
куляре к оси x. Определим фронтальную 
проекцию K′′ точки K. Через А′′K′′ прово-
дим фронтальную проекцию искомой пря-
мой до пересечения с прямой B′′C′′ в точке 
N′′. 

2.8. Вопросы для самопроверки и контроля  
1.  Какая прямая называется прямой общего положения? 
2.   Какие частные положения может занимать прямая относительно плоскостей 

проекций? 
3.  Какое положение занимают на чертеже проекции прямых, параллельных плос-

костям проекций, проецирующих прямых? 
4.  Что называется следом прямой? 
5.  Сколько следов имеет прямая общего положения, прямая уровня, проецирую-

щая прямая? 
6.  Как построить на чертеже горизонтальный и фронтальный следы прямой? 
7.  Как определить на чертеже взаимное положение точки и прямой? 
8.  Как определить натуральную величину отрезка прямой способом прямоуголь-

ного треугольника? 
9.  Какое взаимное положение могут быть занимать две прямые в пространстве? 
10. Пояснить графические признаки параллельных прямых, пересекающихся 

прямых и скрещивающихся прямых на чертеже. 
11. Могут ли проекции скрещивающихся прямых быть параллельными? 
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Глава 3  ПЛОСКОСТЬ 
3.1. Задание плоскости на чертеже. Следы плоскости 

 
Плоскостью называется поверхность, образуемая перемещением прямой линии, 

которая движется параллельно самой себе по неподвижной направляющей прямой.  
 
 
 

 
 

Рис. 3.1 
 

На чертеже плоскость можно изо-
бразить только в том случае, если она про-
ецируется в линию. На рис. 3.1 плоскость 
α, расположенная перпендикулярно к 
плоскости π1 , проецируется на нее прямой 
линией α'. 
 Если плоскость не перпендикулярна 
к плоскости  проекций, то изобразить ее на 
чертеже невозможно, так как проекции 
плоскости на каждую плоскость проекций 
π1, π2, π3  занимают полностью всю плос-
кость проекций. Однако ее можно 

задать на чертеже, изобразив какие-либо элементы, определяющие ее. Такими элемен-
тами являются: 

1) проекции трех точек, не лежащие на одной прямой (рис.3.2, а ); 
2) проекции прямой и точки, не лежащей на ней (рис.3.2, б); 
3) проекции пересекающихся прямых (рис.3.2, в); 
4) проекции двух параллельных прямых (рис. 3.2, г); 
5) проекции плоских фигур (рис.3.2, д). 
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Рис. 3.2 

Кроме того, плоскость может быть задана следами плоскости. Следом плоскости 
называется линия пересечения заданной плоскости с любой из плоскостей проекций.  

На рис.3.3, а изображена плоскость α, которая пересекается  с плоскостями про-
екций, и образует следующие следы: 

h0α– горизонтальный след – в пересечении с горизонтальной плоскостью проек-
ций π1; 

f0α  – фронтальный след – в пересечении с фронтальной плоскостью проекций  π2; 
p0α - профильный след – в пересечении с профильной плоскостью проекций π3. 
На чертеже плоскость задают проекциями следов h0α′, f0α″, p0α′″ (рис. 3.3, б). Следы 

плоскости лежат на одноименных плоскостях проекций, поэтому фронтальная проекция 
h0α″ горизонтального следа и горизонтальная проекция f0α′совпадают с осью x.  
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Рис. 3.3 

Два следа плоскости сходятся на осях в точках xα, yα, zα, которые называются 
точками схода следов. 
 

3.2.Плоскости общего и частного положения 
 По отношению к плоскостям проекций плоскости могут занимать различное по-
ложение. 
 Плоскость, не перпендикулярную ни к одной из плоскостей проекций называют 
плоскостью общего положения. 
 Наглядное изображение плоскости общего положения α дано на рис.3.4, а, чертеж 
плоскости общего положения α, заданной плоской фигурой, приведен на  рис. 3.4, б и 
чертеж плоскости общего положения α, заданной следами, приведен на рис.3.4, в. 
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Рис. 3.4 

 Плоскость общего положения пересекает каждую из осей x, y, z. 
Следы плоскости общего положения никогда не перпендикулярны к осям проекций. 
 При построении плоскости следами последние обычно ограничиваются участка-
ми, расположенными в первом октанте. 
 К плоскостям частного положения относятся плоскости, перпендикулярные к 
плоскостям проекций. 
 Если плоскости перпендикулярны к одной из плоскостей проекций, то они назы-
ваются проецирующими. 
 Различают горизонтально-проецирующую (β⊥π1), фронтально-проецирующую 
(γ⊥π2) и профильно-проецирующую(δ⊥π3). Характерные особенности расположения 
проецирующих плоскостей приведены в таблице 3.1. 
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                                                  Проецирующие плоскости                                     Таблица 3.1 
Плоскость задана: Наимено- 

вание 
плоскости 
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изображение плоской фигурой следами 
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ϕ2=90°-ϕ1 

 
Плоскости, перпендикулярные к двум плоскостям проекций называются плоско-

стями уровня. 
 Плоскости уровня, являясь проецирующими одновременно параллельны одной из 
плоскостей проекций. 
 К ним относятся: 

1 Горизонтальная плоскость – перпендикулярная плоскостям π2  и  π3 и парал-
лельная π1; 

2 Фронтальная плоскость – перпендикулярная плоскость π1  и π 3 и параллель-
ная π2; 

3 Профильная плоскость – перпендикулярная плоскостям π1 и π2 и параллель-
ная π3. 

Характерные особенности расположения проекций плоскостей уровня приведены 
в таблице 3.2. 

Плоскости, перпендикулярные к плоскостям проекций (это проецирующие плос-
кости и плоскости уровня) обладают важным свойством, называемым собирательно-
стью: если точка, линия или фигура расположены в плоскости проекций, то на этой 
плоскости проекций их проекции совпадают с проекцией проецирующей плоскости. 
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                                                           Плоскости  уровня                                        Таблица 3.2 
Плоскость задана: Наиме 

новани-
епло-
ско-сти 
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Рис. 3.5 

Например, если точка С расположе-
на в профильно-проецирующей плоскости 
ρ, то ее профильная проекция находится на 
профильном следе – проекции δ′″ (рис.3.5). 
 Проецирующие плоскости  находят 
широкое применение в качестве вспомога-
тельных элементов при решении различ-
ных задач начертательной геометрии, а 
также используются в техническом черче-
нии при построении разрезов и сечений на 
чертежах. 
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3.3. Прямая и точка в плоскости 
 К числу основных задач, решаемых на плоскости, относят: проведение любой 
прямой в плоскости, построение недостающей проекции точки, проверка принадлежно-
сти точки плоскости. 
 Решение этих задач основано на известных положениях геометрии: 

1) Прямая принадлежит плоскости, если две ее точки принадлежат этой плос-
кости. 
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Рис. 3.6 

 

 Например, плоскость задана парал-
лельными прямыми АВ и СД  (рис.3.6) тре-
буется построить горизонтальную проек-
цию E′F′ прямой EF, лежащей в этой плос-
кости, если известна ее фронтальная про-
екция E″F″. 
 Прямые AB, CD, EF лежат в одной 
плоскости, поэтому точки E и F являются 
точками пересечения соответственно пря-
мых AB и EF и CD и EF1. По линиям связи 
определяем горизонтальные проекции то-
чек F′и E′. Через точки E′и F′ проводим 
горизонтальную проекцию прямой.  

2) Прямая будет принадлежать плоскости и в том случае, если она будет про-
ходить через точку этой плоскости параллельно какой либо прямой, лежащей в этой 
плоскости.  
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Рис. 3.7 

Например, плоскость задана тре-
угольником ABC (рис. 3.7). Требуется по-
строить прямую, лежащую в плоскости 
ABC и проходящую через точку С.  Через 
точку С проводим прямую CD, параллель-
ную AB, (C′D′ llA′B′, C″D″ llA″B″). 

3) Если плоскость задана на чертеже следами, то прямая принадлежит плоско-
сти, если следы прямой лежат на одноименных следах плоскости или если она парал-
лельна одному из следов плоскости, а с другими имеет общую точку.  
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Рис. 3.8 

Например, прямая MN  принадле-
жит плоскости α (рис. 3.8), поэтому гори-
зонтальный след M ' прямой лежит на го-
ризонтальном следе h′0α.плоскости α,  а 
фронтальный след N'' прямой  на фрон-
тальном следе f″0α  плоскости α.  
 Из вышеизложенного вытекает, что 
для определения следов плоскости доста-
точно найти следы прямых, определяющих 
данную плоскость.  
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Рис.3.9 

Через следы прямых пройдут соот-
ветствующие одноименные следы плоско-
сти. 

Например, необходимо построить 
следы плоскости, заданной треугольником 
ABC (рис.3.9).  
 Определим горизонтальный след 
прямой АВ. Для этого продолжим фрон-
тальную проекцию А″В″ до пересечения с 
осью x и находим фронтальную проекцию 
М″ горизонтального следа. В пересечении 
линии связи и продленной проекции А″В″ 
находим точку М′ - горизонтальную про-
екцию горизонтального следа, который 
совпадает с горизонтальным следом М 
прямой АВ. Аналогично находим точку М1′ 
- горизонтальную проекцию горизонталь-
ного следа прямой ВС.  

 
 
 

A''

B''

C''

B'

A' C'

1''

1'

D''

D'

x

 
 

Рис. 3.10 
 
 
 

Соединив полученные точки М′ и 
М1′ проводим горизонтальный след h′0α.В 
пересечении h′0α  с осью x получим точку 
схода следов xα. Затем определим фрон-
тальный след отрезка АВ точку N ≡N″ . Со-
единив точку N″ с точкой xα получим 
фронтальный след f″0α  плоскости АВС. 
 Точка принадлежит плоскости, если 
она принадлежит прямой, принадлежащей 
плоскости. Например, необходимо опреде-
лить фронтальную проекцию точки D, 
принадлежащей плоскости, заданной тре-
угольником ABC  (рис. 3.10). Через точку 
D′ проведем горизонтальную проекцию 
прямой A′1′ и A″1″. Проекции точки при-
надлежат одноименным проекциям пря-
мой. По линии связи находим фронталь-
ную проекцию точки D″. 

 
 

3.4. Прямые особого положения в плоскости 

К числу прямых, занимающих особое положение в плоскости, относятся гори-
зонтали, фронтали, профильные линии и линии наибольшего наклона. 

Прямая, принадлежащая данной плоскости и параллельная горизонтальной плос-
кости проекций π1 называется горизонталью плоскости. 

На рис. 3.11 даны две проекции треугольника ABC. 
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Рис.3.11 

Для построения проекций горизон-
тали плоскости треугольника АВС, через 
фронтальную проекцию вершины С прово-
дим фронтальную проекцию горизонтали 
C″D″llOx, а затем по линиям связи строим 
ее горизонтальную проекцию C′D′. Гори-
зонтальный след плоскости является одной 
из ее горизонталей (нулевая горизонталь). 
Фронтальная проекция горизонтали парал-
лельна оси x. 
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Рис. 3.12 

 

Если плоскость задана следами (рис. 
3.12), то построение в ней горизонтали 
можно начинать с ее горизонтальной про-
екции, так как горизонтальная проекция 
горизонтали плоскости параллельна гори-
зонтальному следу плоскости.  

При построении горизонтали плос-
кости α (рис. 3.12) учтено, что следы пря-
мых, лежащих в плоскости, расположены 
на одноименных следах плоскости. Поэто-
му, проведя горизонтальную проекцию го-
ризонтали a′llh′0α , определяем горизон-
тальную проекцию N′, а затем фронталь-
ную проекцию N″≡ N фронтального следа 
горизонтали. Фронтальная проекция a''llx. 
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Рис.3.13 

 

Прямая, принадлежащая данной 
плоскости и параллельная фронтальной 
плоскости проекций π2  называется фрон-
талью плоскости. 

На рис. 3.13 построение фронтали 
плоскости треугольника АВС начато с ее 
горизонтальной проекции А′К′llx, а затем 
построена ее фронтальная проекция А″К″.  

Если плоскость задана следами 
(рис.3.14),  то горизонтальна проекция 
фронтали плоскости β, b″llf″0β  (f″0β - нуле-
вая фронталь), а горизонтальный след М 
≡М′ принадлежит горизонтальному следу 
h′0β этой плоскости. Горизонтальная проек-
ция фронтали  b′llx.

Профильной линией плоскости называется прямая, принадлежащая данной плос-
кости и параллельная профильной плоскости проекций π3. 
Построение на чертеже проекций профильной линии (рис.3.15) следует начинать с про-
ведения фронтальной и горизонтальной проекций B''D'' llOz  B′D′llOy. 
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Рис. 3.14 

Прямая, принадлежащая данной 
плоскости и перпендикулярная к ее линиям 
особого положения называется линией наи-
большего наклона плоскости.   

В данной плоскости различают ли-
нии наибольшего наклона:  

а) относительно горизонтальной 
плоскости проекций π1 ; 

б) относительно фронтальной плос-
кости проекций π2; 

в) относительно профильной плос-
кости проекций π3 .  
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Линия наибольшего наклона к плос-
кости π1 называется линией ската плоско-
сти.  

Если плоскость задана треугольни-
ком АВС (рис. 3.16), линия наибольше-
го наклона это плоскости, относительно 
плоскости π1 (линия ската) определяет-
ся при помощи вспомогательной гори-
зонтали СЕ проведенной через точку С 
этого треугольника. Горизонтальную 
проекцию В'D' линии наибольшего на-
клона проводим через В' перпендику-
лярно к горизонтальной проекции гори-
зонтали (В'D'⊥ С'Е'), а фронтальную 
проекцию – через точку В'' и точку D'' 
построенную по точке D'  с помощью 
линии связи. 

Если плоскость задана следами (рис. 3.17), горизонтальная проекция линии наи-
большего наклона к π1 перпендикулярна  горизонтальному следу  плоскости  (M'N' 
⊥h'оα). 
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Рис. 3.16                                                             Рис. 3.17 

Линия ската может служить для определения угла наклона плоскости к плоскости 
проекций π1. Аналогично, линии наибольшего наклона к плоскостям π2 и π3 служат 
для определения углов между этой плоскостью и соответственно плоскостями про-
екций π2 и π3. 
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3.5. Примеры решения задач к главе 3 
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Рис. 3.18 

Пример 1. Плоскость задана двумя 
пересекающимися прямыми АВ и СD. Оп-
ределить лежит ли прямая МN в этой плос-
кости (рис. 3.18).  
 Обозначим точки пересечения 
фронтальных проекций прямых АВ и МN 
через К'' и прямых СD и МN через L''. По-
строим их горизонтальные проекции – точ-
ки К/ и L/  на горизонтальной проекции 
прямой М'N'. Из построений видно, что 
точки К (К'К'') и (L'  L'') принадлежащие 
прямой МN не лежат в плоскости пересе-
кающихся прямых АВ и СD. Значит прямая 
МN  не лежит в заданной плоскости.  
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Рис. 3.19 

Пример 2. Построить фронтальную 
проекцию отрезка прямой МN принадле-
жащую плоскости заданной двумя парал-
лельными прямыми АВ и СD (рис. 3.19). 

Обозначим горизонтальные проек-
ции точек пересечения прямой МN с пря-
мыми АВ и СD соответственно К' и L'. По 
линиям связи определяем их фронтальные 
проекции К'' и L'' и проводим искомую 
проекцию М'' N''.       
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Рис.3.20 

Пример 3. Построить следы плос-
кости α заданной двумя пересекающимися 
прямыми АВ и СD (рис. 3.20). 
 Находим горизонтальные следы М 
(М' М'') и М1 (М'1 М''1) прямых АВ и СD. 
Проводим горизонтальный след  h'оα  плос-
кости α через точки М' и М'1 до пересече-
ния с осью x  и находим точку схода следов 
xα. Затем находим фронтальный след N (N' 
N'') прямой АВ. Соединив точки N'' и xα, на-
ходим фронтальный след ϕ''оα плоскости α. 
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Рис. 3.21 
 

Пример 4. В плоскости, заданной 
прямой АВ и точкой С, провести горизон-
таль на расстоянии 15 мм от горизонталь-
ной плоскости проекций π1 (рис. 3.21). 
 Зададим исходную плоскость двумя 
пересекающимися прямыми. Для этого из 
точки С проведем прямую СК (С'К', С''К'') 
пересекающую прямую АВ в точке  К 
(К'К''). Затем на расстоянии 15 мм от оси x 
проводим фронтальную проекцию гори-
зонтали ЕD (Е''D'' ll x), которая пересекает 
в точках  D'' и Е''  прямые А''В''  и  С''D''.  По 
линиям связи определяем горизонтальные 
проекции точек D' и Е' и через них прово-
дим горизонтальную проекцию горизонта-
ли Е'D'.          

3.6. Вопросы для контроля 
 

1. Как можно задать плоскость на чертеже?  
2. Что такое следы плоскости? 
3. Какая плоскость называется плоскостью общего положения? 
4. Какая плоскость называется проецирующей? 
5. Какая плоскость называется плоскостью уровня? 
6. В каком случае следы плоскости сливаются в одну прямую, пересекающую 

ось x? 
7. Как построить точку в плоскости общего положения? 
8. Как проверить принадлежит ли точка плоскости? 
9. Какие линии в плоскости называются горизонталями, фронталями и профиль-

ными прямыми? 
10. Что называется линией наибольшего наклона плоскости? 
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Глава 4 
 ВЗАИМНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ, ДВУХ 

ПЛОСКОСТЕЙ 
Задачи, связанные с определением взаимного расположения геометрических фи-

гур, называются позиционными. Обычно в этих задачах  определяется взаимная принад-
лежность фигур или  строится линия  (точки) взаимного пересечения. 

Задачи на взаимную принадлежность  решаются на основании таких свойств про-
ецирования как: точка принадлежит плоскости, если она принадлежит линии плоскости; 
прямая линия  принадлежит плоскости, если две ее точки принадлежат плоскости, и т.д. 

Задачи на взаимное пересечение связаны с построением точек, принадлежащих 
одновременно двум рассматриваемым геометрическим образам (прямой и плоскости, 
двум плоскостям, плоскости и поверхности и т.д.). 
 

4.1. Параллельность прямой и плоскости, двух плоскостей 

4.1.1. Параллельность прямой и плоскости 
 
Определение: прямая параллельна плоскости, если в плоскости можно провести прямую, 
ей параллельную.  

 

 
Рис. 4.1 

 

Пример: Через точку D провести 
прямую, параллельную плоскости 
треугольника ABC. 
Решение: Построение следует начи-
нать с проведения в плоскости тре-
угольника ABC произвольной прямой 
(например, горизонтали h, рис 4.1), 
затем через точку D проводят прямую 
l, параллельную h. 

Иногда бывает необходимо про-
верить параллельность прямой m за-
данной плоскости. Для этого в какой-
либо проекции плоскости проводят 
прямую, параллельную соответст-
вующей проекции прямой m, а затем 
проверяют параллельность других  
проекций. 
 
 
 

 
4.1.2. Параллельность двух плоскостей 

 
Две плоскости параллельны в том случае, если две пересекающиеся прямые, при-

надлежащие одной плоскости, например AB и AC (рис. 4. 2), параллельны двум пересе-
кающимся прямым (a и b) другой плоскости. Как следствие из этого определения выте-
кает: у параллельных плоскостей следы попарно параллельны (рис. 4.3). 
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                                                Рис. 4.2                                                                       Рис. 4.3 
 

 
Рис. 4.4 

Пример: Заданы плоскость α  
двумя  параллельными прямыми l и 
m, и точка  A в пространстве. Провес-
ти через эту точку плоскость,  парал-
лельную заданной (рис. 4.4). 

Решение:  
1. Через точку A проводим 

прямую k, параллельную прямым l и  
m, задающим плоскость α.  

2. Для  того чтобы получить 
вторую прямую, проводим в плоско-
сти α вспомогательную прямую 1– 2. 
Затем проводим через точку A пря-
мую n, параллельную прямой 1 – 2. 
Так как прямые попарно параллель-
ны, то и плоскости, которые они за-
дают, также будут параллельны.  

 
4.2. Пересечение прямой линии с плоскостью частного положения 

К плоскостям частного положения относятся  проецирующие плоскости и плос-
кости уровня. Так как проецирующая плоскость проецируется на перпендикулярную к 
ней плоскость проекций в виде прямой линии, то на этой прямой должна находиться со-
ответствующая проекция точки пересечения прямой с проецирующей плоскостью. Бла-
годаря этому построение выполняется достаточно просто. Примеры определения точек 
пересечения прямой с плоскостями частного положения даны на рис. 4.5.  
 

 
Рис. 4.5 
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В первом случае фронтальная проекция K'' точки пересечения прямой с плоско-
стью треугольника ABC находится в точке пересечения фронтальной проекции прямой с 
проекцией A''B''C'', так как треугольник ABC проецируется на плоскость проекций π2 в 
виде отрезка A''B''. Проекция K' построена при помощи линий связи. Прямая «уходит»  
под плоскость, выраженную треугольником.  Невидимая часть горизонтальной проекции 
прямой представлена штриховой линией. 

Во втором примере на рис. 4.5 показано пересечение прямой общего положения с 
горизонтально-проецирующей плоскостью α, заданной следами. На этот раз отмечена 
точка K' на следе h0α', так как этот след является и горизонтальной проекцией плоскости α. 

В третьем примере построена точка пересечения прямой с горизонтальной плос-
костью β, заданной ее фронтальной проекцией β''. Во всех случаях плоскость считается 
«непрозрачной», что принято в построениях, связанных с плоскостями. 
 

4.3.  Пересечение двух плоскостей 

 

 
 
                           Рис. 4.6 

Прямая линия, получаемая при пересечении 
двух плоскостей, определяется двумя точка-
ми, которые принадлежат обеим плоскостям.  
Из рисунка 4.6 видно, что прямая MN, по ко-
торой пересекаются между собой две плоско-
сти, проходит через точки M и N, но в этих 
точках прямые AB и AC плоскости треуголь-
ника пересекают вторую плоскость, т. е. точ-
ки M и N принадлежат обеим плоскостям. 

 

Для нахождения точек пересечения обычно приходится выполнять специальные 
построения. Но если хотя бы одна из  пересекающихся плоскостей перпендикулярна к 
плоскости проекций, то построение проекций линии пересечения упрощается.  

 
 
 

 
Рис. 4.7 

 

Пример 1: Дано: плоскость общего  
положения α (∆ABC) и горизонтально-
проецирующая плоскость   β ⊥ π1  
(рис. 4.7). Построить линию пересечения 
этих плоскостей.                           

Решение: Как видно из рис. 4.7, го-
ризонтально-проецирующая плоскость β 
проецируется на горизонтальную плос-
кость проекций в виде прямой линии. На 
этой же линии находится горизонтальная 
проекция  M'N' отрезка прямой, по которо-
му  пересекаются обе плоскости. С помо-
щью линий связи находим фронтальные 
проекции точек M'' и N''. В завершении оп-
ределяется видимость сторон треугольника 
(на  чертеже на показано). 
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Рис. 4.8 

Пример 2: Дано: плоскость общего  
положения  (∆ ABC) и следы горизонталь-
но-проецирующей плоскости α (рис. 4.8). 
Построить линию пересечения этих плос-
костей.   

Решение: Горизонтально-проециру- 
ющая плоскость α  пересекает плоскость 
треугольника ABC. Горизонтальная проек-
ция линии пересечения этих плоскостей – 
отрезок M'N' определяется на следе α'. 
Фронтальная проекция линии пересечения 
M''N'' строится по линиям связи. 
 
 
 
 

 
Теперь рассмотрим общий случай построения линии пересечения двух плоско-

стей. Эта задача решается с использованием вспомогательных секущих плоскостей-
посредников следующим образом: 

– дополнительно проводят две плоскости частного положения, пересекающие за-
данные плоскости; 

– находят линии пересечения вспомогательных плоскостей с заданными плоско-
стями; 

– по точкам пересечения полученных линий строят искомую линию. 
Пример 3: Построить линию пересечения двух плоскостей: плоскость α  задана 

следами, плоскость β задана проекциями треугольника ABC (рис. 4.9). 
 

 
 

                                             а                                                                                      б   
Рис. 4.9 

Решение: Линию пересечения можно построить, если найти  две точки K1 и K2, ле-
жащие на ней. Для нахождения  точки K1 проведем вспомогательную плоскость γ1  π1. 
Эта плоскость пересечет плоскость α по горизонтали h1 (h'1, h''1), а плоскость β по гори-
зонтали 1– 2 (1'- 2', 1'' - 2''). Построение проекций видно из чертежа (рис. 4.9, б). 

Пересечение горизонталей h и  1–2  даст точку K1 (K'1, K''1),  которая принадлежит 
одновременно трем плоскостям α, β, γ1 и, следовательно, находится на линии пересече-
ния плоскостей  α  и  β. 
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Для того чтобы определить  K2, проведем вторую вспомогательную плоскость γ2 π1  

и выполним те же построения, что и для плоскости γ1. Точки K1 и K2 определят искомую 
прямую. 

Пример 4: Построить линию пересечения двух плоскостей общего положения. 
Первая  плоскость  –  плоскость α – задана пересекающимися прямыми a и b, вторая 
плоскость – плоскость β – задана параллельными прямыми c и d (рис. 4.10). 

 

 
 

Рис.  4.10  

Решение. Проведем две вспомогательные секущие плоскости γ1 и γ2, параллель-
ные горизонтальной плоскости проекций (рис. 4.11). Плоскость γ1 пересечет прямые a и 
b в точках 1 и 2, а прямые  c и d   – в точках 3 и 4.  

 

 
                                           а                                                                                           б 

Рис. 4.11  
Точки 1 и 2 принадлежат линии пересечения m1  вспомогательной плоскости γ1  и 

заданной плоскости α, а точки 3 и 4 – линии пересечения  n1  плоскостей γ1 и  β.  На пе-
ресечении прямых m1 и n1 (горизонтальная проекция) отмечаем точку M  (M'), принад-
лежащую линии пересечения заданных плоскостей α  и β, затем по линии связи находим 
фронтальную проекцию этой точки M''.  

Плоскость γ2 пересечет прямые a и b в точках 5 и 6, а прямые  c и d   – в точках 7 и 
8. Точки 5 и 6 принадлежат линии пересечения m2  вспомогательной плоскости γ2  и за-
данной плоскости α, а точки 7 и 8 – линии пересечения  n2  плоскостей γ2 и  β.  На пере-
сечении горизонтальных проекций прямых m2' и n2' отмечаем точку N', принадлежащую 
линии пересечения заданных плоскостей α  и β, затем по линии связи находим фрон-
тальную проекцию этой точки N''.  Прямая MN является искомой. 

Если плоскости заданы их следами на плоскостях проекций, то естественно ис-
кать точки, определяющие прямую пересечения плоскостей, в точках пересечения одно-
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именных следов плоскостей  (рис. 4.12): прямая, проходящая через эти точки, является 
общей для обеих плоскостей, т.е. их линией пересечения. 

Точки пересечения одноименных следов плоскостей являются следами линии пе-
ресечения этих плоскостей. Поэтому для построения проекций линии пересечения плос-
костей  α и β надо: 
1) найти точку M' пересечения следов h0α'  и h0β'    и точку N'' в пересечении f0α'' и f0β'' , а 
по ним – проекции M'' и N'; 
2) провести прямые линии M''N'' и M'N'.  

 
                                             а                                                                                     б   

Рис. 4.12 
4.3.1. Пересечение двух треугольников 

 
Как отмечено выше, для построения линии пересечения двух плоскостей общего 

положения  используют вспомогательные секущие плоскости. Если плоскости представ-
лены в виде многоугольников, то в этом случае находят точки пересечения  прямых, 
принадлежащих одной  плоскости,  с другой плоскостью. Таким образом,  если плоско-
сти заданы треугольниками,  нужно найти точку пересечения одной стороны треуголь-
ника с плоскостью общего положения, которой является второй треугольник, затем най-
ти точку пересечения второй стороны треугольника с той же плоскостью общего поло-
жения.  

Соединив эти точки прямой линией, получим прямую, по которой пересекаются  
треугольники (рис. 4.13, а).  Как правило, в качестве секущих плоскостей используют 
плоскости частного положения – фронтально-проецирующие, либо горизонтально-
проецирующие.  

На рис. 4.13, б) приведено построение линии пересечения, которая проходит че-
рез  точки M и N. Точка M найдена  как точка пересечения прямой AB с плоскостью тре-
угольника  DEF. Для построения этой точки через сторону AB проведена фронтально-
проецирующая плоскость γ1 (на  рисунке изображена ее фронтальная проекция  γ1'', сов-
падающая с проекцией   A''B'' прямой AB). Секущая плоскость γ1 пересекает плоскость 
треугольника DEF по прямой 1 – 2; точка M получается как точка пересечения прямых 
AB и 1 – 2. Сначала находим горизонтальную проекцию точки M',  затем по линии связи 
строим фронтальную проекцию M''.     

Точка N линии пересечения треугольников получена с помощью второй секущей 
плоскости γ2, которая проведена через  прямую BC треугольника ABC  и, также как  γ1, 
является фронтально-проецирующей. Фронтальная проекция секущей плоскости   γ2''   
совпадает  с проекцией B''C''   прямой BC.  Плоскость  γ2 пересекает треугольник DEF по 
линии 3 – 4. На пересечении прямых BC и 3 – 4 получается точка N, принадлежащая ли-
нии пересечения двух треугольников.  
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                                         а                                                                                                  б  
Рис. 4.13 

Из  рис. 4.13, б видно, что сначала находится горизонтальная проекция точки N',  
затем по линии связи определяется фронтальная проекция N''.   

Для  определения видимости сторон треугольников надо сравнить положение  
двух точек, из которых одна принадлежит стороне треугольника ABC, вторая – стороне 
треугольника DEF  и у которых совпадают либо горизонтальные, либо фронтальные 
проекции  (конкурирующие точки). В первом случае устанавливается, какая из этих то-
чек «закрывает» другую по отношению к горизонтальной плоскости проекций, во вто-
ром – относительно фронтальной плоскости проекций.  На рис. 4.13, а в качестве приме-
ра приведены две горизонтально-конкурирующие точки – K и L. У этих точек совпадают 
горизонтальные проекции  (K' ≡ L').   Но точка K  принадлежит  стороне AB  треугольни-
ка  ABC  и отстоит от плоскости π1   выше, чем точка L,  принадлежащая стороне DE  
треугольника DEF.    Следовательно, для наблюдателя, смотрящего на плоскость π1 
сверху,  точка K   «закрывает» точку L , а это значит, что эта часть треугольника ABC, 
которой принадлежит точка K, закрывает треугольник DEF. Поэтому часть горизонталь-
ной проекции прямой D'E', закрытой треугольником ABC,  обычно не показывается  
(рис. 4.13, а), или показывается штриховой линией  (рис. 4.13, б). Аналогично устанав-
ливается взаимное положение фронтальных проекций треугольников ABC и DEF.  

4.4. Пересечение прямой с плоскостью общего положения 

Для определения точки пересечения прямой m с плоскостью α (DABC) выполняют 
следующие операции. 

1. Через  прямую m  проводят проецирующую плоскость  β  (рис. 4.14). В данном 
примере проводят горизонтально проецирующую плоскость β'. 

2. Определяют линию  n   пересечения плоскости  β   с плоскостью  α(DABC).  На 
рис. 4.14 горизонтальная проекция этой линии n' совпадает с m'  по построению, а фрон-
тальная n' определяется проецированием точек 1' и 2' на фронтальные проекции A''B'' и 
B''C'' сторон треугольника ABC. 

3. Находят точку K  пересечения прямой m  с плоскостью α. Фронтальная проек-
ция n'' линии пересечения n  пересекает m''  в точке K''. 
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                                            а                                                                                         б           
Рис. 4.14 

Поскольку n  лежит в плоскости α, то точка K принадлежит как плоскости α, так 
и прямой m, т.е. является точкой их пересечения. Ее горизонтальная проекция K' опре-
деляется проецированием  K''  на   m'. 

Видимость прямой и плоскости относительно горизонтальной плоскости проек-
ций определяется с помощью горизонтально конкурирующих точек 2 и 3. Точка  2 лежит 
на  стороне AC , а  3 – на прямой m.  Их фронтальные проекции 2'' и 3'' показывают, что 
точка 2 находится ниже точки 3 и  поэтому на горизонтальной плоскости проекций го-
ризонтальная проекция 2' точки 2 будет закрыта проекцией 3' точки 3. Отсюда следует, 
что проекция A'C'  стороны AC расположена ниже проекции m' и участок этой прямой с 
левой стороны до K' будет видимым. Относительную видимость на фронтальной плос-
кости проекций можно определить с помощью фронтально конкурирующих точек 4 и 5. 
Как показывают горизонтальные проекции этих точек 4' и 5', точка 4 лежит ближе к на-
блюдателю, чем точка 5, но поскольку последняя принадлежит прямой m, то участок ее 
фронтальной проекции 5''K'' невидим. 

На рис. 4.15 дан пример построения точки пересечения прямой  AB   с плоско-
стью общего положения α, заданной следами. 

 
 

                                         а                                                                                             б  
Рис. 4.15 
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В данном случае через прямую AB проведена горизонтально-проецирующая 
плоскость  β.  На горизонтальной плоскости проекций линия пересечения плоскостей  
MN совпадает с горизонтальным следом этой плоскости. Построив фронтальную проек-
цию прямой M''N'' находим фронтальную проекцию точки пересечения ее с прямой AB – 
K'', после чего по линии связи находим горизонтальную проекцию точки K'. В заверше-
нии определяем видимость прямой AB относительно точки пересечения. 
 

4.5. Перпендикулярность прямой и плоскости 
 

Прямая перпендикулярна плоскости, если она перпендикулярна двум прямым 
этой плоскости, например ее горизонтали и фронтали. 

Пример 1: Провести перпендикуляр из точки D к плоскости треугольника ABC. 
Решение задачи начинают с построения горизонтали h (h', h'') и фронтали f (f', f'') 

плоскости треугольника (см. рис. 4.16). Затем к этим прямым проводят из точки D пер-
пендикуляр n, как показано на рисунке.  
 

  
                                              а                                                                                       б  

Рис. 4.16 
 

Прямая n  перпендикулярна плоскости α(ABC), так как n ⊥ h и  n ⊥ f  (на основа-
нии свойства ортогонального проецирования). 

При построении на комплексном чертеже перпендикуляра к плоскости нужно 
иметь в виду следующее: если n ⊥ α(h ∩ f), то фронтальная проекция перпендикуляра 
перпендикулярна фронтальной проекции фронтали, а его горизонтальная проекция – го-
ризонтальной проекции горизонтали (n' ⊥ h'; n'' ⊥ f'''). Действительно и обратное утвер-
ждение. 

Замечание: Построенный перпендикуляр не определяет расстояние от точки D до 
плоскости! Полученные точки пересечения перпендикуляра с фронталью  и горизонта-
лью не являются  точками пересечения перпендикуляра с плоскостью. Точка пересече-
ния находится с помощью дополнительных построений (секущих плоскостей), подобно 
тому, как это было рассмотрено  в предыдущем подразделе. 

Приведенное решение используется при определении расстояния от точки до плос-
кости и до других более сложных поверхностей. 

Пример 2: Определить расстояние от точки С до прямой AB (рис. 4.17). 
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                                                  а                                                                              б  
Рис. 4.17 

 
Решение: Расстояние от точки до прямой измеряется натуральной величиной от-

резка перпендикуляра, опущенного на нее из этой точки. Поскольку данная прямая – го-
ризонталь, то в соответствии со свойством  проецирования прямого угла  горизонталь-
ная проекция перпендикуляра перпендикулярна горизонтальной проекции горизонтали. 
Проводим перпендикуляр из  C' к A'B', затем строим на его горизонтальной проекции 
вспомогательный прямоугольный треугольник для определения натуральной величины 
отрезка перпендикуляра CK. 

 
4.6. Перпендикулярность  двух плоскостей 

 
Две плоскости взаимно перпендикулярны, если одна из них содержит прямую, 

перпендикулярную к другой плоскости. Поэтому построение перпендикулярных плос-
костей сводится к построению взаимно перпендикулярных прямой и плоскости. 

Пример 1:Провести через прямую m плоскость, перпендикулярную плоскости тре-
угольника ABC (рис. 4.18). 

 

  
                                              а                                                                                      б  

Рис. 4.18  
Решение: На рис. 4.16 была рассмотрена задача  на построение перпендикуляра  из 

заданной точки  к плоскости  треугольника.  Данная задача сводится к предыдущей, если 
на прямой m задать точку D и провести через нее перпендикуляр n  к плоскости тре-
угольника ABC. Полученная  таким образом плоскость будет задана двумя пересекаю-
щимися прямыми, m и n,  одна из которых перпендикулярна плоскости треугольника 
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ABC. А как известно, плоскость, содержащая перпендикуляр к другой плоскости, сама 
перпендикулярна этой плоскости.  
 
 

 
 

Рис. 4.19 

 

Пример 2: Плоскость α  задана сле-
дами f0α'' и  hα0'.      Построить плоскость β,   
перпендикулярную заданной. Расстояние 
между плоскостями произвольное.  Плос-
кость  β  задать пересекающимися прямы-
ми (рис. 4.19). 
Решение:  Проводим прямую l, перпенди-
кулярную плоскости α (l' ⊥ hα0' и  l'' ⊥ f0α''). 
Затем заключаем эту прямую в какую-либо 
плоскость. Для этого выбираем на прямой l 
произвольную точку A и проводим через 
нее произвольную прямую m. Полученная 
таким образом плоскость β будет искомой, 
так как  она задана двумя пересекающими-
ся прямыми, m и l, из которых одна пер-
пендикулярна плоскости α.   

 
4.7. Перпендикулярность  прямых 

Определение: Две прямые перпендикулярны, если одну из них можно заключить 
в плоскость, перпендикулярную другой прямой. 

Таким образом, чтобы провести прямую n  перпендикулярно заданной прямой l, 
следует вначале построить плоскость  α ⊥ l, как это было рассмотрено в разделе 4.5, а 
затем в этой плоскости провести произвольную прямую. Все прямые этой плоскости бу-
дут перпендикулярны прямой  l. 
 

4.8. Вопросы для контроля 
1. Как построить на чертеже плоскость, параллельную другой плоскости? 
2. Как определить на чертеже  расстояние от точки до прямой частного положе-

ния? 
3. Как построить точку пересечения плоскости  с прямой линией общего поло-

жения? Приведите примеры. 
4. Покажите на примерах построение прямой и плоскости, параллельных плос-

кости общего положения. 
5. Расскажите, как построить прямую, перпендикулярную плоскости общего по-

ложения. Приведите примеры. 
6. Приведите примеры построения прямой линии, перпендикулярной проеци-

рующей плоскости. 
7. Как определить на чертеже расстояние от точки до проецирующей плоскости? 

Приведите примеры. 
8. Сформулируйте, как построить на чертеже плоскость, перпендикулярную 

другой плоскости общего положения. Приведите примеры. 
9. Расскажите, как построить линию пересечения двух плоскостей. Приведите 

пример. 
10. Сформулируйте условие перпендикулярности двух прямых общего положе-

ния. 
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Глава 5  
СПОСОБЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОМПЛЕКСНОГО ЧЕРТЕЖА 

Решение пространственных задач на  комплексном чертеже значительно упроща-
ется, если интересующие нас элементы фигуры занимают частное положение.  Переход 
от общего положения геометрической фигуры к частному выполняется следующими 
способами: 

1) введением дополнительных плоскостей проекций, расположенных либо па-
раллельно либо перпендикулярно рассматриваемому геометрическому эле-
менту; 

2) изменением положения линии или плоской фигуры в пространстве  при неиз-
менной системе плоскостей проекций. 

Получающиеся в этом случае вырожденные проекции помогают решению многих 
задач по начертательной геометрии. 

5.1. Способ замены плоскостей проекций 
Сущность способа заключается в том, что на существующих плоскостях проек-

ций строятся дополнительные плоскости проекций, расположенные параллельно или 
перпендикулярно заданному геометрическому объекту. При этом новая плоскость проек-
ций обязательно должна быть перпендикулярна к одной из имеющихся плоскостей про-
екций.  В результате образуется новая система взаимно перпендикулярных плоскостей 
проекций, заменяющая прежнюю. 

Введем в систему плоскостей проекций π1/π2 новую плоскость проекций π4 
(рис. 5.1). В результате будем иметь другую систему – π1/π4. При этом проецирование ос-
тается ортогональным, т.е. новое направление проецирования S перпендикулярно плоско-
сти π4. В результате получается комплексный чертеж, представленный на рис. 5.2.Можно 
ввести новую плоскость проекций, сохранив в качестве общей (связующей) плоскости не 
π1, а π2. При этом все построения проводят аналогично предыдущему случаю. 
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       Рис. 5.1                                                                           Рис. 5.2 

Рассмотрим основные задачи преобразования комплексного чертежа. 

5.1.1. Перевод прямой общего положения в положение прямой уровня 
Для преобразования прямой AB в прямую уровня  (т.е. параллельно плоскости  

проекций) (рис. 5.3)  вводят новую плоскость проекций π4 так, чтобы ось проекций x14 
была параллельна какой-либо проекции AB (в данном случае – A'B'), затем откладывают 
на новой плоскости проекций от оси x14 координаты Z для построения точек AIV и BIV, 
равные координатам Z точек A″ и B″. Новая проекция прямой AIVBIV  дает натуральную 
величину отрезка AB и позволяет определить угол наклона ϕ1 этого отрезка к плоскости 



 45

проекций π1. Угол наклона отрезка AB к фронтальной плоскости проекций ϕ2 можно оп-
ределить, построив его изображение на дополнительной плоскости проекций π5 ⊥ π2 
(рис. 5.4). Ось x15  параллельна фронтальной проекции отрезка  A''B''.Проекция AVBV   
также будет представлять собой натуральную величину отрезка AB. 

 

                                          Рис. 5.3                                                                               Рис. 5.4 

5.1.2. Перевод прямой уровня в проецирующее положение 
 
 

x

x

 

Рис. 5.5 

Чтобы на новой плоскости проекций 
изображение прямой уровня преобразова-
лось в точку (рис. 5.5.), надо эту плоскость 
расположить перпендикулярно данной 
прямой, т.е. провести на комплексном чер-
теже ось проекций перпендикулярно  на-
правлению проекции прямой на общую 
плоскость проекций. Горизонталь будет 
иметь своей проекцией точку на плоскости  
π4

 ⊥ π1. Аналогичные построения можно 
выполнить и для  фронтали. В этом случае 
новая плоскость проекций π5

  ⊥ π2.  

Для построения вырожденной в точку проекции прямой общего положения необ-
ходимо  последовательно решить две предыдущие задачи. Другими словами, выполня-
ется двойная замена плоскостей проекций. В новой системе эта прямая должна стать 
проецирующей. 

x

x

 
Рис. 5.6 

 

На рис. 5.6 представлена такая зада-
ча. Прямая общего положения l (AB) снача-
ла переводится в положение прямой уровня 
введением плоскости проекций π4

  ⊥ π1 

(AIV BIV 
  π4), а затем в положение  проеци-

рующей прямой  в системе плоскостей π4/π5 
(AV BV ⊥ π5). На плоскости π5 прямая l  изо-
бразится в виде точки.  

 

x

x

 

x
x
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5.1.3. Перевод плоскости общего положения в проецирующее положение 
Известно, что если одна плоскость перпендикулярна другой, то она должна со-

держать прямую, перпендикулярную этой плоскости. В качестве такой прямой для пре-
образований и перевода плоскости в проецирующее положение можно взять прямую 
уровня, например, горизонталь, как это показано на рис. 5.7.  

x
x

 
Рис. 5.7 

Используя рассуждения и построе-
ния, приведенные в предыдущем разделе, 
переведем горизонталь h в проецирующее 
положение, вводя новую плоскость проек-
ций π4. Проецируем точки плоскости тре-
угольника ABC на плоскость проекций π4, 
беря их координаты Z с плоскости π2, т.е. 
заменяем плоскость π2 на π4. Поскольку 
проекция плоскости треугольника AIVBIVCIV 
на плоскость π4 вырождена в прямую, она 
будет служить геометрическим местом всех 
точек, принадлежащих этой плоскости.  

5.1.4. Перевод проецирующей плоскости в положение плоскости уровня 
    
  

x

x

                     
Рис. 5.8 

 
 

Если заданная плоскость перпендику-
лярна одной из плоскостей проекций, то с по-
мощью замены плоскостей проекций  ее мож-
но переместить в положение плоскости уров-
ня. Решение этой задачи позволяет определить 
натуральную величину плоской фигуры (рис. 
5.8.). 

Пусть задана фронтально-проециру- 
ющая плоскость α (∆ABC ⊥ π2). Вводим новую 
плоскость проекций π4, параллельную α. Но-
вая ось проекций x24 по этой причине будет 
расположена параллельно α, т.е. в системе 
плоскостей проекций π2 / π4 плоскость α зай-
мет положение плоскости уровня. Треуголь-
ник ABC будет  проецироваться на плоскость 
π4 в натуральную величину. 

5.1.5. Перевод плоскости общего положения в плоскость уровня 
Если  в исходном положении плоскость занимает общее положение, а нужно по-

лучить ее изображение как плоскости уровня, то прибегают к двойной замене плоско-
стей проекций, решая последовательно две предыдущие задачи. 

Пример: Преобразовать чертеж так, чтобы плоскость общего положения стала 
параллельной одной из плоскостей проекций новой системы. 

Пусть дан треугольник ABC, плоскость которого занимает общее положение 
(рис. 5.9). Нужно создать такую новую ортогональную систему плоскостей проекций, в 
которой плоскость треугольника займет положение, параллельное одной из них. 
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x
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x

 

Рис. 5.9 

В системе π1/π2  такую плоскость построить нельзя. Действительно, плоскость, 
параллельная треугольнику, не будет перпендикулярна  ни π1, ни π2, т.е. она не образует 
с плоскостями проекций ортогональной системы. 

Решение задачи требует двойной замены плоскостей проекций. При первой замене 
(π2 на π4)  используется горизонталь треугольника h. Новая ось проекций x14 проводится 
перпендикулярно горизонтальной проекции горизонтали h'. Спроецировав треугольник 
ABC   на новую плоскость проекций π4, получим проекцию AIVBIVCIV ⊥ π4. Этот процесс 
был описан выше. 

На втором этапе преобразуем плоскость треугольника ABC в  плоскость уровня. 
Для этого перейдем от системы π1/π4   к системе π4/π5 (см. рис. 5.9). Новая плоскость π5  
устанавливается параллельно треугольнику, а значит, новая ось x45  на чертеже прово-
дится параллельно прямой, на которой расположены точки  AIV, BIV, CIV . Через указан-
ные точки проводят перпендикуляры – линии связи к новой оси  и откладывают на них 
от оси x45 в плоскости π5 отрезки, равные по длине расстояниям от оси x14  до вершин A', 
B' и  C' соответственно.  Полученная проекция  AVBVCV  определяет истинную величину 
треугольника. 

Подобные двойные преобразования  используются для решения задач на определе-
ние углов при вершинах треугольника, построение высот, биссектрис, вписанных (опи-
санных) окружностей и т. п. 

5.2. Способ плоскопараллельного перемещения 

При плоскопараллельном перемещении заданная фигура движется в пространстве 
так, что все ее точки перемещаются в плоскостях, параллельных друг другу и (как пра-
вило) параллельно одной из плоскостей проекций. Сами траектории точек фигуры про-
извольны. 

5.2.1. Плоскопараллельное перемещение отрезка 
На рис.5.10 показано плоскопараллельное перемещение отрезка из первоначально-

го положения AB в положение BA . Концы A и B  отрезка движутся соответственно в 
плоскостях α и β, параллельных горизонтальной плоскости проекций π1. 
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Рис. 5.10 

Отметим, что при таком движении угол наклона ϕ1 отрезка к плоскости π1 сохра-
няется неизменным. Поэтому не изменяется и длина горизонтальной проекции отрезка, 
т.е. '''' BABA = . Последнее  свойство имеет важное значение, так как используя его, мы 
получаем возможность проецировать объект в удобном для решения задач положении.  

 
 

x

 
                              Рис. 5.11 

 

На рис. 5.11 приведен комплексный 
чертеж, на котором выполнено плоскопа-
раллельное перемещение отрезка AB, зани-
мающего общее положение, в новое поло-
жение, параллельное фронтальной плоско-
сти проекций. На этом чертеже сначала пе-
ремещается в новое положение, параллель-
ное оси x, горизонтальная проекция отрез-
ка, которая после перемещения получает 
обозначение ''BA , причем '''' BABA = . За-
тем по линиям связи строится новая фрон-
тальная проекция отрезка '''' BA . 

После перемещения отрезка AB в положение BA  он станет фронталью и его но-
вая фронтальная проекция будет равна натуральной величине (НВ), т.е. ABBA ='''' .  Со-
ответственно угол ϕ1 наклона проекции '''' BA   к горизонтальной плоскости проекций 
будет равен углу наклона отрезка AB к той же плоскости (ϕ1 = ϕ). Отметим, что в данном 
случае  новое положение  горизонтальной проекции выбрано произвольно, а все точки 
фронтальной проекции отрезка движутся по горизонтальным прямым. 

5.2.2. Плоскопараллельное перемещение плоскости 

В качестве примера рассмотрим задачу о переводе плоскости треугольника ABC, 
занимающего общее положение, в положение плоскости уровня методом плоскопарал-
лельного перемещения. Условие  задачи  и ее решение задачи показано на рис. 5.12.  
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                      Рис. 5.12 
 
 

При первом движении треугольник 
ABC переводится во фронтальное проеци-
рующее положение. С этой целью в плос-
кости треугольника строится горизонталь 
A1, затем ее горизонтальная проекция A'1' 
перемещается в проецирующее положение 
(на свободном поле чертежа проводится 
отрезок '1''1' AA = перпендикулярно оси x). В 
процессе перемещения размеры и форма 
горизонтальной проекции треугольника не 
изменяются. Построение вершин 'С  и 'B  
выполняется с помощью циркуля по засеч-
кам.  

Все вершины треугольника на фронтальной плоскости проекций перемещаются 
по горизонталям, пересечение которых с линиями связи, проведенными из соответст-
вующих  вершин новой горизонтальной проекции, образует вырожденную в прямую но-
вую фронтальную проекцию "'''' CBA . 
При втором движении все точки треугольника перемещаются в плоскостях, параллель-
ных фронтальной плоскости проекций, в результате чего он займет положение горизон-

тальной плоскости уровня, а его вырожденная фронтальная проекция  """ CBA  – поло-
жение горизонтали. Длина ее при этом сохранится неизменной. Горизонтальная проек-

ция ''' CBA  треугольника ABC будет равна его натуральной величине.  
 

5.3. Способ вращения вокруг проецирующей прямой 
К частным случаям метода плоскопараллельного перемещения относятся метод 

вращения вокруг проецирующих прямых, а также метод вращения вокруг прямых уров-
ня.  
 

5.3.1. Вращение точки вокруг оси, перпендикулярной к плоскости проекций 
 
Пусть точка А вращается вокруг оси, перпендикулярной к плоскости π1 (рис. 5.13).  
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Рис. 5.13 

 

 

Через точку А проведена плоскость, 
перпендикулярная к оси вращения и, сле-
довательно, параллельная плоскости π1. 
При вращении точка А описывает в плоско-
сти α окружность радиуса R; величина ра-
диуса выражается длиной   перпендикуля-
ра, проведенного из точки А на ось. Ок-
ружность, описанная в пространстве точкой 
А, проецируется на плоскость π1 без иска-
жений. Так как плоскость α перпендику-
лярна к плоскости π2, то проекции точек 
окружности на плоскости π2 расположатся 
на α″, т.е. на прямой, перпендикулярной к 
фронтальной проекции оси вращения.  
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                        Рис. 5.14 

 

На рис. 5.14 показан поворот точки 
А против часовой стрелки на угол ϕ вокруг 
оси, проходящей через точку i перпендику-
лярно к плоскости π2. 
Из точки i″, как из центра, проведена дуга 
радиуса i″A″, соответствующая углу ϕ и 
направлению вращения. Новое положение 
фронтальной проекции точки А – точка "A . 

5.3.2. Вращение прямой вокруг оси, перпендикулярной плоскости проекций 
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                               Рис. 5.15  

Рассмотрим вращение отрезка пря-
мой линии вокруг заданной оси. В общем 
случае  выполняется поворот двух точек  A 
и B на один и тот же заданный угол и по 
заданному направлению на одной из плос-
костей проекций. Каждая точка будет 
иметь свой радиус вращения. Затем по ли-
ниям связи  находится новое положение 
второй проекции отрезка. 

Для решения задач, связанных с 
вращением отрезка прямой, используется 
следующий способ (рис. 5.15). Если ось 
вращения перпендикулярна плоскости π1, 
то через точку i' проводим перпендикуляр к 
A'B'  в точку C'  и  поворачиваем его на за-
данный угол ϕ.  

Проведя через точку 'C  (новое положение точки C') прямую, перпендикулярную 
к радиусу O'C', получаем направление нового положения горизонтальной проекции от-
резка. Так как отрезки C'A' и C'B' не изменяют своей величины, то, откладывая от точки 
C' отрезки  '''' ACAC =   и '''' BCBC = , находим новое положение ''BA  проекции всего 
отрезка. Затем по линиям связи достраивается новая фронтальная проекция отрезка  

'''' BA . 
Данным способом можно не только повернуть отрезок на заданный угол, но и оп-

ределить угол, на который нужно повернуть заданный отрезок, чтобы придать ему  тре-
буемое положение (например, расположить параллельно плоскости π2 или найти точку 
пересечения с другой прямой и т. д.). 

5.3.3. Вращение плоскости вокруг проецирующей прямой 
При вращении плоскости, заданной следами, обычно поворачивают один из сле-

дов и горизонталь (или фронталь) плоскости. На следе берется произвольная точка и по-
ворачивается вокруг оси на заданный угол ϕ.  Новый след будет проходить через вы-
бранную  точку перпендикулярно отрезку, соединяющему эту точку с центром враще-
ния. Второй след находится по новому положению горизонтали (фронтали).  

5.4. Способ вращения точки, прямой, плоскости вокруг прямой уровня 
Поворот плоской фигуры используется для определения ее натуральной величи-

ны. Например, чтобы определить форму и размеры плоской фигуры, ее можно повер-
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нуть вокруг  горизонтали так, чтобы в результате вращения фигура расположилась па-
раллельно плоскости π1. 

 
 

x

A

                                        Рис. 5.16 

Рассмотрим сначала поворот точки 
вокруг прямой уровня (рис. 5.16). 

Точка А вращается вокруг некоторой 
горизонтально расположенной оси ON'', 
описывая дугу окружности, лежащую в 
плоскости α. Эта плоскость перпендику-
лярна к оси вращения и, следовательно, яв-
ляется горизонтально-проецирующей; по-
этому горизонтальная проекция окружно-
сти, описываемая точкой А, должна нахо-
дится в плоскости α'. Если радиус ОА зай-
мет положение, параллельное плоскости π1, 
то проекция '' AO   окажется равной нату-
ральной величине радиуса ОА.

 

A''

A'

B''

B'

B'

h'' ''

h'

''

 
Рис. 5.17 

Пример. Найти натуральную величи-
ну треугольника АВС  способом вращения 
вокруг прямой уровня. В качестве  оси 
вращения взять горизонталь AD (рис. 5.17). 
Решение. Точка А, расположенная на оси 
вращения, останется на месте. Следова-
тельно, для изображения горизонтальной 
проекции треугольника после поворота на-
до найти положение проекций других двух 
его вершин. Опуская из точки B' перпенди-
куляр на A'D', находим горизонтальную 
проекцию центра вращения – точку O' и 
горизонтальную проекцию радиуса враще-
ния точки B – отрезок O'B', а затем фрон-
тальную проекцию радиуса вращения точ-
ки B – отрезок O''B''. 

 
Теперь надо определить натуральную величину радиуса вращения точки B. Для 

этого применяется способ прямоугольных треугольников. По катетам O'B' и B'B* =B''1'' 
= ∆Z  строим прямоугольный треугольник O'B'B*, гипотенуза его равна радиусу R вра-
щения точки B. 

После этого можно найти положение точки 'B , а затем точки 'C , причем не оп-
ределять радиус вращения точки С, а найти положение точки 'C  в пересечении двух 
прямых, из которых одна является перпендикуляром,  проведенным из точки C' к пря-
мой A'D', а другая проходит через найденную точку 'B  и точку D' (горизонтальную про-
екцию точки D, принадлежащей стороне BC и расположенной на оси вращения). 
Проекция ''' CBA  выражает натуральную величину треугольника ABC, так как после по-
ворота плоскость треугольника параллельна плоскости π1. Фронтальная же проекция 
треугольника совпадает с фронтальной проекцией горизонтали, т.е. представляет собой 
прямую линию. 

На рис. 5.17 дано построение для случая, когда горизонталь проведена вне  про-
екций треугольника. Это позволяет избежать наложения проекций одной на другую, но 
чертеж  занимает несколько большую площадь. 
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Если требуется повернуть плоскую фигуру до положения, параллельного плоско-
сти π2, то за ось вращения надо выбрать фронталь.  
 

5.5. Контрольные вопросы 
 

1. В чем заключается сущность способа замены плоскостей проекций? 
2. Какое основное условие должно быть соблюдено при введении новой плоско-

сти проекций? 
3. Какая координата точки сохраняется в новой плоскости проекций? 
4. Каковы исходные задачи преобразования комплексного чертежа? 
5. Как перевести прямую общего положения в положение прямой уровня? 
6. Как перевести прямую уровня в проецирующее положение? 
7. Переведите плоскость общего положения в положение плоскости уровня. 
8. В чем заключается суть способа плоскопараллельного перемещения? 
9. Какое основное условие должно быть соблюдено при плоскопараллельном 

перемещении фигуры? 
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Глава 6. МНОГОГРАННИКИ 
6.1. Общие сведения о многогранниках 

 
 Одним из видов пространственных форм являются многогранники – замкнутые 
пространственные фигуры, ограниченные плоскими многоугольниками. Эти многоуголь-
ники образуют грани; общие стороны многоугольников называются ребрами; вершины 
многогранных углов, образованных его гранями, сходящихся в одной точке – вершинами 
многогранника. 
 Если вершины и ребра многогранника находятся по одну сторону от плоскости лю-
бой его грани, то многогранник называют выпуклым. 
 Наибольший практический интерес представляют собой призмы, пирамиды и пра-
вильные многогранники (тела Платона). 
 Призма – многогранник, две грани которого представляют равные многоугольники 
с взаимно параллельными сторонами (основаниями). Ребра, не принадлежащие основани-
ям и параллельные друг другу, называют боковыми. Призму, ребра которой перпендику-
лярны к основаниям, называют прямой. Прямая призма называется правильной, если ее 
основаниями являются правильные многоугольники. 
 Пирамида – многогранник, одна грань которого плоский n-угольник (основание), а 
остальные грани являются треугольниками с общей вершиной. Если основанием пирами-
ды является правильный  многоугольник и высота ее проходит через вершину этого мно-
гоугольника, пирамиду называют правильной. 
 Многогранник называют правильным, если его грани представляют собой правиль-
ные и равные многоугольники. Гранями правильных многогранников могут быть только 
правильные треугольники, четырехугольники (квадраты) и пятиугольники. 
 Существует пять видов правильных многогранников (рис. 6.1): 

 
                             а                                                      б                                                      в       

 
                                                               г                                                        д  

Рис. 6.1 

1) правильный четырехгранник (тетраэдр) ограничен 4-мя равными правильными 
треугольниками. Представляет собой правильную пирамиду, в качестве основа-
ния которой может быть выбрана любая из 4-х граней (рис. 6.1, а); 
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2) правильный шестигранник (гексаэдр) ограничен 6-ю равными квадратами – это 
куб. Представляет собой частный случай правильной призмы (рис. 6.1, б);   

3) правильный восьмигранник (октаэдр) ограничен 8-ю равносторонними и рав-
ными треугольниками (рис. 6.1, в); 

4) правильный двенадцатигранник (додекаэдр) ограничен 12-ю правильными и 
равными пятиугольниками (рис. 6.1, г); 

5)  правильный двадцатигранник (икосаэдр) ограничен 20-ю равносторонними и 
равными треугольниками (рис. 6.1, д). 

 У всякого выпуклого многогранника  число граней (Г) плюс число вершин (В) ми-
нус число ребер (Р) равно двум, т.е. Г + В – Р = 2. 

6.2. Точка и прямая линия  на поверхности многогранника 
 
 

A1

 
Рис. 6.2 

 
 

 Грани многогранника представляют 
собой плоскости. Поэтому построение то-
чек и прямых  на поверхности многогран-
ника сводится к построению точек и пря-
мых линий на плоскости. 

 Точки на гранях призмы и пирамиды 
строятся при помощи вспомогательных пря-
мых, принадлежащих соответствующим 
плоскостям граней. 
 Чтобы определить по данной проек-
ции 1″  точки 1, лежащей на грани АА1ВВ1 
наклонной призмы, горизонтальную проек-
цию 1′ (рис. 6.2), проводим через точку 1″ 
фронтальную проекцию вспомогательной 
прямой DD1, параллельную ребрам призмы. 
Определив горизонтальную проекцию D′D1′ 
вспомогательной прямой, по линии связи 
найдем горизонтальную проекцию 1′. 
 Фронтальная проекция 2′′ точки 2, 
лежащей на грани BB1CC1, построена с по-
мощью вспомогательной прямой EF , про-
веденной через проекцию 2′. Недостающую 
проекцию точки 3, расположенную на ребре  
AA1, определим с помощью линии связи. 

 Нахождение недостающих проекций точек, находящихся на боковой поверхности 
прямой призмы (рис. 6.3) упрощается, т.к. боковые грани призмы являются горизонталь-
но-проецирующими плоскостями. Так горизонтальная проекция 1' точки 1, расположен-
ной на грани АА1ВВ1 находится на отрезке А′В′ (А1′В1 ′). Профильную проекцию точки 1 
определим с помощью линий связи. 
 Горизонтальная проекция 2′ точки 2, расположенной  на боковом ребре BB1 совпа-
дает с горизонтальной проекцией этого ребра. Профильную проекцию точки 2 построим 
при помощи горизонтальной линии связи. 
 На рис. 6.4 показано построение недостающих проекций точек, находящейся на бо-
ковой поверхности пирамиды SABC. Фронтальная проекция 1″ точки 1, расположенная на 
грани SBC, представляющей собой профильно-проецирующую плоскость, построена с 
помощью линий связи. 
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A1

 
 

Рис. 6.3 
 
 Чтобы определить по заданной проекции 2″ точки 2, лежащей на грани SAB, проек-
цию 2′ (рис. 6.4), используем горизонталь h. Фронтальная проекция горизонтали  h″ прове-
дена через проекцию 2″ до пересечения с проекцией B″S″ ребра BS в точке D″. Горизон-
тальная проекция h″ горизонтали h проходит через точку D′ параллельно проекции А′В′ сто-
роны АВ. 
 

 
 

Рис. 6.4 
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Чтобы определить по заданной проекции 3″ точки 3, расположенной на грани 
SAC,проекцию 2 ′ используем прямую SE.Фронтальная проекция S″E″ проведена через 
проекцию 3″. Построив горизонтальную проекцию S ′E′ по линии связи найдем 3′. Фрон-
тальная проекция 4″ точки 4, расположенная на ребре SA, построена с помощью линий 
связи сначала на профильной проекции ребра S′′′A′′′, а затем на фронтальной S′A′. 
  
6.3. Пересечение многогранников плоскостью. Развертка поверхности многогранника 

6.3.1. Общие сведения 
 При пересечении многогранника плоскостью в сечении получается многоугольник, 
вершинами которого являются точки пересечения ребер многогранника плоскостью, а 
сторонами – отрезки прямых, по которым грани многогранника пересекаются этой плос-
костью.  
 Определение вершин многоугольника сводится к построению точек пересечения 
прямых (ребер многогранника) с плоскостью – способ ребер.  
 При определении сторон многоугольника решаются задачи на пересечение двух 
плоскостей – способ граней. 
 Разверткой называется фигура, полученная при совмещении поверхности геомет-
рического тела с плоскостью (без наложения элементов поверхности друг на друга). 
 Развертки необходимы при изготовлении изделий из листового материала. 
 

6.3.2. Пересечение многогранника проецирующей плоскостью 
  На рис. 6.5, а показано построение проекций линии пересечения прямой четырех-
угольной призмы фронтально-проецирующей плоскостью α. 
 
 

 
а 
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б 

Рис.6.5 
  
 Пересечение следа – проекции α″ с фронтальными проекциями боковых ребер 
призмы дает проекции 1″, 2″, 3″, 4″ вершин многоугольника сечения. Горизонтальные 
проекции этих вершин совпадают с «вырожденными» проекциями соответствующих ре-
бер, так как призма прямая. Профильные проекции 1″′, 2″′, 3″′, 4″′ вершин определим при 
помощи горизонтальных линий связи на соответствующих проекциях ребер призмы. 
 Натуральная величина многоугольника сечения найдена способом плоскопарал-
лельного перемещения. Переместим сечение в горизонтальное положение. Проекция 11′- 
21′- 31′- 41′ – натуральная величина многоугольника сечения. 
 Развертка боковой поверхности призмы состоит из четырех прямоугольников, у 
которых одна сторона равна высоте призмы, а другие стороны равны сторонам основания 
призмы. Достроив к сторонам прямоугольника верхнее и нижнее основание призмы, по-
лучим полную развертку ее поверхности (рис. 6.5, б). 
 Для построения развертки боковой поверхности усеченной призмы наносим на раз-
вертку точки 1°, 2°, 3°, 4°, расположенные на соответствующих ребрах. Чтобы получить 
полную развертку усеченной части призмы, к одному из участков линии пересечения 
(3°4°) пристраиваем  натуральную величину сечения.  
 Развертку усеченной части призмы обводим сплошной толстой основной линией, 
линии сгиба – на развертке – штрихпунктирной с двумя точками линией. 
 На рис. 6.6, а приведено построение проекций  линии пересечения четырехуголь-
ной пирамиды SABC фронтально-проецирующей плоскостью α 
 Фронтальные проекции 1″2″3″4″ вершин многоугольника сечения находятся в пе-
ресечении следа-проекции α″ плоскости α с фронтальными проекциями боковых ребер 
пирамиды. Проекции 2″ и 3″ точек 2 и 3, лежащих на ребрах SB и SC, совпадают, так как 
грань SBC является фронтально-проецирующей плоскостью. Горизонтальные и профиль-
ные проекции точек 1, 2, 3, 4 определяются по линиям связи на соответствующих ребрах 
пирамиды. 
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Рис. 6.6 
 
 Натуральная величина многоугольника сечения найдена способом перемены плос-
костей проекций. Это четырехугольник 1IV 2IV 3IV 4IV. 
 Развертка боковой поверхности пирамиды состоит из четырех треугольников – бо-
ковых граней пирамиды. 
 Одна из сторон треугольников определяется величиной, соответствующей горизон-
тальной проекции ребра основания пирамиды, поскольку основание пирамиды занимает 
горизонтальное положение. 
 Из боковых ребер пирамиды ребро АS параллельно фронтальной плоскости и про-
екция А″S″ - его истинная величина. Для определения  натуральной величины других бо-
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ковых ребер используем способ вращения вокруг оси, проходящей через вершину S пер-
пендикулярно плоскости π1. 
Поворачиваем  ребра SB, CS, SD до положения, параллельного плоскости π2 .Длины про-
екций S″B1, C″S1, S″ D1 являются натуральными длинами соответствующих ребер. 
 На рис. 6.6, б представлено построение полной развертки усеченной части пирами-
ды. Вначале на плоскости чертежа строим треугольники – боковые грани пирамиды – по 
трем сторонам, последовательно пристраивая треугольники друг к другу боковыми реб-
рами.  Пристроив к стороне А°В°  одного из треугольников четырехугольное основание 
пирамиды, получим полную развертку ее поверхности. 
 Чтобы выделить на развертке усеченную часть пирамиды, находим положение 
вершины  1° фигуры сечения на ребре А°δ°.Зная натуральную величину многоугольника 
сечения 1IV 2IV 3IV 4IV

, последовательно засекаем на ребре развертки точки 2°,3° и 4°, ис-
пользуя величину сторон многоугольника сечения. Полученные на развертке точки со-
единяем отрезками прямых. Пристраиваем затем натуральную величину сечения 1IV 2IV 
3IV 4IV

  к одному из участков линии пересечения (1°2°). Полученную полную развертку по-
верхности усеченной пирамиды обводим сплошной толстой основной линией, а линии 
сгиба – штрихпунктирной с двумя точками линией. 

6.3.3. Пересечение многогранника плоскостью общего положения 
 При решении задач на построение проекций фигуры сечения многогранника плос-
костью общего положения применяются  вспомогательные плоскости, которые проводят 
через грани или ребра многогранника. В качестве вспомогательных плоскостей использу-
ют плоскости частного положения.  
 На рис. 6.7 приведено построение проекций линии пересечения прямой треуголь-
ной призмы плоскостью общего положения. Плоскость задана двумя пересекающимися 
прямыми DE и EF (DE ll π1 ,EF ll π2). 

α

β

 
Рис. 6.7 
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 Так как боковые грани призмы являются горизонтально-проецирующими плоско-
стями, то горизонтальная проекция 1′2′3′ линии пересечения совпадает с горизонтальны-
ми проекциями самих граней. 
 Фронтальную проекцию 1″ точки пересечения ребра А с заданной плоскостью оп-
ределим при помощи фронтальной плоскости α (α′), проходящей через это ребро. 
 Плоскость α пересекает заданную плоскость по фронтали f, параллельной прямой 
EF.Фронталь f проходит через точку М прямой ED. В пересечении проекции f″ с фрон-
тальной проекцией ребра находится проеция 1″. Для построения фронтальной проекции 
2″3″ линии пересечения грани ВС призмы с заданной плоскостью, заключаем грань во 
вспомогательную горизонтально-проецирующую плоскость β (β′). Плоскость  β пересека-
етзаданную по прямой NL (N′L′, N ″ L″), на фронтальной проекции которой находится 
2″3″. 
 1″2″3″ - фронтальная проекция искомой фигуры сечения. Фронтальная проекция 
1″3″ отрезка 1-2 расположена на невидимой грани и показана штриховой линией. 
 Для построения фигуры сечения многогранника плоскостью общего положения 
можно использовать один из способов преобразования чертежа, позволяющей преобразо-
вать плоскость общего положения в проецирующую. 
 На рис. 6.8 дано построение проекций линий пересечения пирамиды SABC плоско-
стью общего положения, заданной двумя  пересекающимися прямыми – горизонталью ED 
и фронталью EF. 

x

x

 
Рис. 6.8 
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Построение выполнено при помощи способа перемены плоскостей проекций. До-
полнительная плоскость проекций π4 , перпендикулярная плоскости π1 , выбрана перпен-
дикулярно горизонтали DE. При этом новая ось проекций Χ1 будет расположена перпен-
дикулярно к проекции D′E ′. 

На плоскости π4 получим проекцию пирамиды SIV AIV BIV CIV, а секущая плоскость 
спроецируется в виде прямой, т.е. станет перпендикулярной π4. 

На следе – проекции секущей плоскости –  будет находиться проекция линии пере-
сечения 1IV2IV 3IV . 

Точка 1 расположена на ребре SA, точка 2 – на SB, точка 3 – на SC. 
Путем обратного проецирования на плоскость π1 и плоскость π2 построим горизон-

тальную 1′2′3′ и фронтальную 1″ 2″ 3″  проекции линии пересечения. 
Фронтальная проекция отрезка расположена на невидимой грани пирамиды. 

6.4. Примеры решения задач к главе 6 
Пример 1. Правильная треугольная призма усечена двумя плоскостями: горизон-

тально-проецирующей α( α′ ) и фронтально-проецирующей β(β″) (рис. 6.9). Построить 
профильную проекцию усеченной призмы. 

Решение. Плоскость α пересекает верхнее основание призмы по прямой 4-5, а бо-
ковую поверхность по горизонтально-проецирующим прямым 1-5 и 3-4. Прямая 1-5  сов-
падает с ребром  А призмы. 

Плоскость β пересекает ребро А призмы в точке 1, а ребро С – в точке 2. 
 Плоскости α и β пересекаются по линии 1-3. 
 

α

β

 
Рис. 6.9 

 Профильные проекции указанных выше точек определяются при помощи линий 
связи.  Соединив построенные точки получим профильную проекцию линии пересечения. 

Пример 2. Правильная треугольная пирамида усечена двумя плоскостями: фрон-
тально-проецирующей α (α″ )  и профильной β (β″) (рис. 6.10). Построить недостающие 
проекции усеченной пирамиды. 
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 Решение.  Плоскость α пересекает  грань SAC по отрезку 1 - 2, грань SBC по отрез-
ку 2 – 3, грань SAB по отрезку 1 – 4. 
 Плоскость β пересекает грань SBC по отрезку 3 – 5, а грань SAB по отрезку 1 – 4. 
При построении проекций точек, принадлежащих линии пересечения, следует учитывать, 
что профильные проекции S′′′A′′′ и S′′′B′′′ совпадают, т.к  грань SAB пирамиды является 
профильно-проецирующей плоскостью. 
 Недостающие проекции точки 1, расположенной на ребре SA и точки 5, располо-
женной на ребре SB, построены при помощи линий связи. 
Проекции точки 2, расположенной на ребре SС, определены при помощи линий связи сна-
чала на профильной проекции ребра, а затем на горизонтальной. 
 Для построения горизонтальных проекций точек 3 и 4, через их фронтальную про-
екцию проведены вспомогательные прямые SD и SE, принадлежащие соответственно гра-
ням SBC и SAB. 
 

β

α

 
 

Рис. 6.10 

 Построив горизонтальные проекции S′D и S ′E′ этих прямых по линии связи опре-
делим горизонтальные проекции точек 3 и 4, а затем и их профильные проекции.  
 Плоскости α и β пересекаются по фронтально-проецирующей прямой 3 – 4. Соеди-
нив построенные проекции точек получим проекции линии пересечения. 
 

6.5. Вопросы для контроля 
1. Какая фигура называется многогранником? 
2. Дайте определение призмы, пирамиды, правильного многогранника. 
3. Как определить недостающую проекцию точки на поверхности многогранника? 
4. Что представляет собой сечение многогранника плоскостью? 
5. В чем различие способа ребер и способа граней? 
6. Как используется способ перемены плоскостей проекций при построении сече-

ния многогранника плоскостью? 
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Глава 7. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ О КРИВЫХ ЛИНИЯХ И КРИВЫХ 
ПОВЕРХНОСТЯХ 

7.1. Кривые линии и их проекции 
Линию можно рассматривать как множество последовательных положений дви-

жущейся точки – траекторию точки. 
Кривая – разновидность линии, которая получается, когда движущая точка изме-

няет направление своего движения. Кривая линия может являться результатом пересе-
чения кривой поверхности  плоскостью или кривых поверхностей между собой. 

В начертательной геометрии кривые линии изучаются по их проекциям. Если все 
точки кривой лежат в одной плоскости, кривую называют плоской, в противном случае 
– пространственной.  

 

 
Рис. 7.1 

Чтобы установить по чертежу, какая 
задана кривая, (плоская или пространст-
венная), необходимо определить, принад-
лежат ли все точки кривой одной плоско-
сти.  

Заданная на рис. 7.1 кривая линия m 
(m', m'') –  пространственная, т. к. точки A, 
B, C, D не принадлежат одной плоскости 
(прямые AC и  BD, которые соединяют 
точки A и C, B и D, лежащие на кривой m, 
являются скрещивающимися). Кривые ли-
нии разделяют на алгебраические  (опреде-
ляемые в декартовых координатах 

алгебраическими уравнениями) и трансцендентные (определяемые неалгебраическими 
уравнениями). 

Порядком алгебраической кривой называют наибольшую степень ее уравнения. 
Геометрический порядок плоской кривой определяется наибольшим числом то-

чек пересечения ее с прямой линией, а пространственной кривой наибольшим числом 
точек пересечения ее с ее плоскостью. При проецировании порядок алгебраической кри-
вой в общем случае сохраняется. 

Все плоские кривые разделяются на циркульные, состоящие из сопряженных дуг 
окружностей (их проводят при помощи циркуля), и лекальные, вычерчивающиеся с по-
мощью лекала по предварительно построенным точкам. 

7.2. Некоторые кривые, часто встречающиеся в практике 
Рассмотрим построение некоторых плоских алгебраических кривых (эллипса, ги-

перболы, параболы), трансцендентных (спираль Архимеда, эвольвенту окружности, си-
нусоиду), а также пространственных винтовых линий. 

Эллипс (рис.7.2) – плоская замкнутая кривая, у которой сумма расстояний от лю-
бой ее точки (например, от точки М) до двух заданных точек F1 и F2 (фокусов эллипса) 
есть величина постоянная, равная большой оси эллипса АВ (F1M+F2M=АВ). Отрезок CD 
– малая ось эллипса, точка О – центр эллипса. Точки F1 и F2 расположены на большой 
оси АВ симметрично относительно точки О и удалены от концов малой оси (точек С и 
D) на расстояние, равное половине большой оси эллипса. 

Существует ряд способов построения эллипса. Наиболее просто построить эл-
липс по двум его осям при помощи вспомогательных окружностей (рис.7.3). 

Из центра проводят две окружности радиусами, равными половине большой и 
малой осей. Большую окружность делят на 12 равных частей и точки деления соединяют 
с точкой О. 
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                                       Рис. 7.2                                                                              Рис. 7.3    

Через точки деления меньшей окружности проводят прямые, параллельные 
большой оси эллипса, а через точки деления большей окружности – прямые, параллель-
ные малой оси. Точки пересечения (например, точка М) соединяют плавной кривой. 

Окружность – частный вид эллипса, у которого полуоси равны между собой и яв-
ляются радиусом окружности. 

Гипербола (рис. 7.4) – кривая, у которой разности расстояний от любой ее точки 
(например, от точки М) до двух заданных точек F1 и F2 (фокусов) есть величина посто-
янная, равная АВ. Гипербола имеет две ветви, действительную ось x и мнимую ось y, 
центр О, вершины А и В. 

На рис. 7.4 показано построение точки М гиперболы по действительной оси АВ и 
фокусам F1 и F2. Из фокусов, как из центров, проводим дуги окружностей соответствен-
но радиусом R и R+АВ. Точка их пересечения является точкой гиперболы. Изменяя ра-
диус R и повторяя построения, получаем новые точки гиперболы. 

Парабола (рис. 7.5) – кривая, каждая точки которой (например, точка М) равно-
удалена от заданной точки F  (фокуса) и прямой  d (директриссы), (FM=NM). Расстояние 
FО от фокуса F до директриссы d – параметр параболы (Р), x – ось параболы, точка А – 
вершина параболы. 

 

x x

 
Рис. 7.4                                                                           Рис. 7.5 

На рис. 7.5 показано построение точки М параболы по заданным фокусу (F) и ди-
ректриссе (d). Из фокуса F делаем засечку дугой радиуса R на прямой, удаленной от ди-
ректриссы d на расстояние R, причем R > Р/2. Изменяя величину R и повторяя построе-
ния, получаем новые точки параболы. 
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Рис. 7.6 
 

Спираль Архимеда (рис. 7.6) – кри-
вая, которую описывает точка, равномерно 
вращающаяся вокруг неподвижной точки 
(полюса О) и одновременно равномерно 
удаляющаяся от него. Расстояние ОА, 
пройденное точкой от полюса О при пово-
роте на 360° – шаг спирали. 

Точки, принадлежащие спирали Ар-
химеда, строят, исходя из определения кри-
вой, задаваясь шагом ОА и направлением 
вращения. 

Полученный отрезок и окружность 
делят на одинаковое число частей (12) и 
через точки деления окружности проводят 
в одном направлении касательные к ней. На 
каждой касательной откладываем отрезки 
1А1, 2А2, 3А3 и т.д., равные соответственно 
А01, А02, А03 и т.д. Полученные точки со-
единяем плавной кривой. 

 

 

Рис. 7.7 

 

Эвольвента окружности (рис. 7.7) – 
кривая, образующаяся точками касатель-
ной прямой, катящейся без скольжения по 
неподвижной окружности. 

На рис. 7.7. показано построение 
эвольвенты окружности диаметра D в ука-
занном направлении и начальном положе-
нии точки А (точка А0). 

Через точку А0  проводим касатель-
ную к окружности и на ней откладываем 
длину заданной окружности πD.  

Синусоида (рис.7.8) – кривая, ха-
рактеризующая изменение синуса угла в 
зависимости от величины центрального 
угла. 

Расстояние между крайними точка-
ми синусоиды по высоте, равное диаметру 
производящей окружности, называется ам-
плитудой. Расстояние Т=2πR – шаг сину-
соиды. Построение точек синусоиды (А, А1, 
А2,…А12) показано на рис. 7.8. 
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Рис. 7.8 

Цилиндрическая винтовая линия (гелиса) – пространственная кривая, которая об-
разуется на поверхности цилиндра вращения в результате двойного равномерного дви-
жения точки – вращения вокруг оси цилиндра и поступательного движения вдоль обра-
зующей цилиндра (рис. 7.9). 

 

 
Рис. 7.9 

Шаг винтовой линии (Р) – расстояние между двумя ее соседними витками в на-
правлении параллельности. Для построения цилиндрической винтовой линии делим ок-
ружность основания цилиндра и шаг Р винтовой линии на равное число частей (12). Оп-
ределим соответствующие фронтальные проекции перемещаемой точки (А0, А1,…А0) и 
соединим их плавной кривой. 

Горизонтальная проекция цилиндрической винтовой линии – окружность, а 
фронтальная синусоида. Разверткой цилиндрической винтовой линии (А0, А1, А2…А0) 
является прямая. 
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Угол α – угол подъема винтовой линии:  
R

Ptg
π

α
2

= . 

 
Рис. 7.10 

 

Различают правые и левые винто-
вые линии. У правой подъем слева вверх 
направо, у левой – справа вверх налево. 

Коническая винтовая линия (рис. 
7.10) – пространственная кривая, которая 
образуется на поверхности конуса враще-
ния в результате двойного равномерного 
движения точки – вращения вокруг оси ко-
нуса и поступательного движения вдоль 
образующей конуса. 

Шаг конической винтовой линии 
(Р) – величина прямолинейного перемеще-
ния точки в направлении оси конуса при 
полном обороте вокруг оси. 

Для построения проекций кониче-
ской винтовой линии разделим окружность 
основания конуса и шаг Р на равное число 
частей (12). Проводим проекции образую-
щих конуса и определим на них положение 
соответствующих проекций точек А0, А1, 
А2…А0  и соединим их плавной кривой. 

Горизонтальная проекция винтовой 
линии – спираль Архимеда, а фронтальная 
– затухающая синусоида (синусоида с 
уменьшающейся амплитудой).  

 
 

 
7.3.Образование и классификация кривых поверхностей 

Различают три основных способа задания поверхности: 
1. аналитический (поверхность задается уравнением); 
2. каркасный (поверхность задается совокупностью точек или линий); 
3. кинематический (поверхность образуется непрерывным перемещением в про-

странстве какой-либо линии поверхности). 
В начертательной геометрии в основном рассматривается кинематический способ 

образования поверхности. 
Перемещающаяся в пространстве линия или поверхность называется образую-

щей, которая при движении может сохранять или изменять свою форму. 
Закон перемещения образующей обычно определяется другими линиями (иногда 

точками), называемыми направляющими, по которым скользит образующая при своем 
движении, а также условием  движения образующей. 

Совокупность геометрических элементов и условий, которые определяют по-
верхность в пространстве называют определителем.  

Следует отметить, что одна и та же поверхность может быть получена различны-
ми способами. Например, цилиндрическая поверхность может быть получена в резуль-



 68

тате перемещения прямолинейной образующей по кривой направляющей, или движени-
ем кривой образующей по прямолинейной направляющей. 

Для большей наглядности изображения поверхностей в ряде случаев используют 
ее очерк – границы видимости на плоскостях проекций. Очерк проекции получается при 
пересечении с плоскостью проекций проецирующей поверхности, обертывающей дан-
ную. Например, очерком сферы является окружность радиуса, равного радиусу сферы. 

В зависимости от формы образующей поверхности разделяются на линейчатые 
(образующая – прямая линия) и нелинейчатые (криволинейная образующая). 

Линейчатые поверхности называются развертывающимися, если их можно со-
вместить с плоскостью без разрывов и складок. Неразвертывающиеся поверхности не 
могут быть совмещены с плоскостью без наличия разрывов и складок. 

Поверхности с постоянной образующей – поверхности, образующая которых не 
изменяет своей формы при образовании поверхности. Поверхности с переменной обра-
зующей – поверхности, образующая которых изменяется при образовании поверхности. 

В зависимости от формы образующей и закона ее перемещения в пространстве 
поверхности можно условно разделить на группы, указанные на рис. 7.11. 
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Рис. 7.11 

7.4. Линейчатые поверхности 
7.4.1. Цилиндрическая поверхность (рис. 7.12) образуется движением прямой ли-

нии l (образующей), пересекающей кривую линию m (направляющую и имеющей посто-
янное направление S. 

7.4.2. Коническая поверхность (рис. 7.13) образуется движением прямой линии l 
(образующей), пересекающей кривую m (направляющую) и проходящей во всех своих 
положениях через неподвижную точку S (вершину конической поверхности). 

При задании цилиндрических и конических поверхностей на чертеже в качестве 
направляющей часто используют линию пересечения поверхности с одной из плоско-
стей проекций. 

На рис. 7.12 показано построение линии пересечения заданной цилиндрической 
поверхности с горизонтальной плоскостью проекций. Образующая L (L1, L2, L3, L4) при 
своем движении, пересекаясь с плоскостью проекций π1, дает точки М1, М2, М3, М4. Кри-
вая, проведенная через эти точки является линией пересечения (следом) цилиндрической 
поверхности с плоскостью проекций π1. 
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На рис. 7.13 показано построение линии пересечения конической поверхности с 
горизонтальной плоскостью проекций.  

x
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l l l
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l l
l

x

l

l
l

l
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l l l

 
                       Рис. 7.12                                                                          Рис. 7.13 
Цилиндрическая поверхность является частным случаем конической, у которой 

вершина S удалена в бесконечность. 
7.4.3. Торсовая поверхность (поверхность с ребром возврата) образуется движе-

нием прямолинейной образующей (во всех своих положениях касающейся    некоторой 
пространственной кривой m  (рис. 7.14). 

Образующая занимает положения касательно  L1, L2, L3, L4, L5 кривой m (ребру 
возврата) в точках А1, А2, А3, А4, А5. 

Коническую и цилиндрическую поверхности можно рассматривать как частные 
случаи торса, когда ее ребро возврата вырождается в точку (конечную или бесконечно 
удаленную).  

 

 

Рис. 7.14 
 

Цилиндрическая, коническая и тор-
совая поверхности являются разверты-
вающимися. 

7.4.4. Поверхности с плоскостью па-
раллелизма (поверхности Каталана) обра-
зуются движением прямолинейной обра-
зующей, параллельной некоторой заданной 
плоскости (плоскости параллелизма) и пе-
ресекающей две заданные линии (направ-
ляющие). 

Цилиндроид (рис. 7.15) образуется 
движением прямолинейной образующей L 
(L1, L2, L3, L4) по двум криволинейным на-
правляющим m и n, причем во всех поло-
жениях образующая остается параллельной 
плоскости параллелизма π1. 

Коноид (рис. 7.16) образуется движением прямолинейной образующей L (L1, L2, 
L3, L4) по двум направляющим, из которых одна m - кривая, а другая n – прямая. При 
этом во всех положениях образующая остается параллельной плоскости параллелизма 
π1 (направляющая n – горизонтально-проецирующая). 

 



 74

x x

 
                                                      а                                                                                   б 

  Рис. 7.15 

x x

 
а                                                                                          б 

Рис. 7.16 
Косая плоскость (гиперболический параболоид) образуется движением прямоли-

нейной образующей L (L1, L2, L3, L4) по двум  направляющим – скрещивающимся пря-
мым линиям (m и n) – параллельно плоскости параллелизма π1 (рис. 7.17). 

  
а                                                                                                 б 

Рис. 7.17 
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При пересечении косой плоскости плоскостями кроме прямых линий могут по-
лучиться параболы и гиперболы, чем и объясняется ее название – гиперболический па-
раболоид. 

Поверхности с плоскостью параллелизма имеют применение в архитектуре, 
строительстве, в конструировании технических форм. 

7.4.5. Винтовые поверхности получаются винтовым перемещением образующей 
линии. 

Линейчатые винтовые поверхности (образующая – прямая линия) называются 
геликоидами. 

Прямой геликоид (рис.7.18) образуется движением прямой, которая пересекает 
винтовую линию, а также ось винтовой линии і под прямым углом. 

Поскольку образующая перпендикулярна оси винтовой линии, то она парал-
лельна плоскости проекций π1.  Поэтому другое название прямого геликоида – винто-
вой коноид. 

Косой геликоид (рис. 7.19) образуется движением прямой, которая пересекает 
винтовую линию и ось винтовой линии і под постоянным углом не равным 90°. 

 
 
                  Рис. 7.18                                                                             Рис. 7.19 
Кривая пересечения поверхности косого геликоида плоскостью (α) перпендику-

лярной оси винтовой линии – спираль Архимеда. Поэтому другое название косого ге-
ликоида – Архимедов геликоид. 

Образующая косого геликоида пересекает ось винтовой линии  і под углом α 
(рис. 7.19). Для определения фронтальных проекций образующих может быть исполь-
зован направляющий конус, образующие которого составляют с ось і угол α. Фрон-
тальный очерк поверхности косого геликоида ограничен фронтальной проекцией вин-
товой линии и кривыми, огибающими ряд положений образующей линии. 
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Винтовой торс (рис. 7.20) – поверхность с ребром возврата, которым является 
цилиндрическая винтовая линия. Эта поверхность образуется перемещением прямоли-
нейной образующей, во всех своих положениях касающейся цилиндрической винтовой 
линии. 

Поскольку это поверхность развертываемая – другое ее название развертывае-
мый геликоид. 

Кривая пересечения поверхности винтового торса поверхностью перпендику-
лярной оси винтовой линии і – эвольвента окружности. Отсюда и другое ее название – 
эвольвентный геликоид. 

Прямолинейная образующая, касаясь винтовой линии в точках 1, 2. 3. 4, 5, 6, 7, 8 
пересекается с горизонтальной плоскостью проекций в точках М1, М2, М3,…М8 и обра-
зует с ней постоянный угол α, равный углу подъема винтовой линии. 

Если прямолинейная образующая скользит по винтовой линии, а с плоскостью 
π1 образует угол не равный углу подъема винтовой линии, то образуется конволютный 
геликоид. 

Винтовой цилиндроид (рис. 7.21) образуется движением прямолинейной обра-
зующей по двум криволинейным направляющим (винтовым линиям m и n), причем во 
всех положениях образующая остается параллельной плоскости параллелизма π1. 

 

 
                                        Рис. 7.20                                                                                                              7.21  

 
Геликоиды имеют широкое применение в технике (различные профили резьб, 

рабочие поверхности червяков червячных передач, червячные фрезы, винтовые транс-
портеры и пр.) и в строительстве (винтовые лестницы и винтовые въезды, откосы на-
сыпи и выемки полотна железной дороги на кривой с подъемом). 
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7.5. Поверхности вращения     
Поверхность вращения (рис. 7.22) получается вращением прямолинейной или 

криволинейной образующей (l) вокруг неподвижной прямой (i) – оси поверхности. За 
ось вращения обычно принимается вертикальная прямая. Каждая точка образующей 
(например, точка А) описывает при своем вращении окружность с центром О на оси. 
Эти окружности называются параллелями. Наибольшая из этих параллелей называется 
экватором, наименьшая – горлом. 

 

Рис. 7.22 

Плоскости, проходящие через ось 
вращения, пересекают поверхность по ме-
ридианам. Меридиан, расположенный в 
плоскости, параллельной π2, называется 
главным. 

Поверхность вращения называют 
закрытой, если криволинейная образую-
щая пересекает ось поверхности в двух 
точках. Если образующая – прямая линия, 
то получается линейчатая поверхность 
вращения, если кривая – нелинейчатая. 

Замкнутую область пространства 
вместе с ее границей (поверхностью) на-
зывают геометрическим телом. 

Цилиндр вращения (рис. 7.23) образуется вращением прямой l вокруг параллель-
ной ей оси i. Все точки образующей l (например, точка А) описывают окружности (па-
раллели) равные окружностям оснований цилиндра. 

Конус вращения (рис.7.24) образуется вращением прямой l вокруг пересекаю-
щейся с ней оси i. Все точки образующей l описывают окружности различных радиусов 
(для точки А – радиус Ra). Величина радиуса изменяется от нуля до радиуса окружно-
сти основания конуса. 

 

    
             Рис. 7.23                                                                Рис. 7.24 
 
Однополостный гиперболоид вращения (рис. 7.25) образуется вращением пря-

мой l вокруг скрещивающейся с ней оси i. Точки образующей l (описывают окружности 
переменных радиусов (для точки А – радиус Ra).Радиус параллели наименьшего радиу-
са (горла) равен кратчайшему расстоянию между образующей l и осью i. 
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Рис. 7.25 

Сфера (рис. 7.26) образуется вращением окружности вокруг ее диаметра. Точки 
образующей окружности описывают окружности переменных радиусов. Точка А опи-
сывает параллель наибольшего радиуса (экватор). Для сферы экватор и меридианы – 
равные между собой окружности. 

                 
Рис. 7.26 

 

 

 
 

 
Рис. 7.27 

 

Тор (рис. 7.27) образуется вращени-
ем окружности вокруг оси i, лежащей в 
плоскости окружности, но не проходящей 
через ее центр. В зависимости от взаимно-
го расположения образующей окружности 
и оси вращения различают: 

а) открытый тор (круговое кольцо) 

(рис. 7.28, а), 1<
R
r ;  

б) замкнутый (рис. 7.28, б), 1=
R
r ;  

в) самопересекающийся (рис. 7.28, 

в), 1>
R
r ;  

 

Внутреннюю часть открытого тора в технике называют глобоидом (рис. 7.29). 
Пример применения – глобоидная червячная передача. 
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                                         а)                                                       б)                                               в) 

Рис. 7.28 
 

Эллипсоид вращения образуется вращением эллипса вокруг его оси. При враще-
нии эллипса вокруг его большой оси получается вытянутый эллипсоид (рис. 7.30, а), 
при вращении вокруг малой – сжатый эллипсоид (рис. 7.30, б). Для эллипсоида враще-
ния меридианом является эллипс. 

 

                         
                                                                                 а)                                              б) 
                                        Рис. 7.29                                                                        Рис. 7.30 

Однополостный гиперболоид вращения (рис. 7.31) образуется вращением гипер-
болы вокруг ее мнимой оси. 

Двуполостный гиперболоид вращения (рис. 7.32) образуется вращением гипер-
болы вокруг ее действительной оси. 

                     
                         Рис. 7.31                                                                        Рис. 7.32 

Меридианами гиперболоидов вращения являются гиперболы. 
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Параболоид вращения (рис. 7.33) образуется вращением параболы вокруг ее оси. 
Меридианом параболоида вращения является парабола. 

 

             
Рис. 33 

 
Поверхности вращения: цилиндр, конус, однополостный гиперболоид – являют-

ся также и линейчатыми поверхностями. 
Тор является поверхностью четвертого порядка, что соответствует максималь-

ному числу точек пересечения поверхности с прямой линией. Все остальные перечис-
ленные выше поверхности вращения являются поверхностью второго порядка. 

 
7.6. Циклические и каркасные поверхности 

 
 
 

 
Рис. 7.34 

Циклическая поверхность образу-
ется окружностью постоянного или пере-
менного радиуса при ее произвольном 
движении. 

Каналовая поверхность (рис. 7.34) 
образуется движением окружности пере-
менного радиуса вдоль кривой направ-
ляющей, причем плоскость образующей 
окружности остается перпендикулярной к 
заданной направляющей, по которой дви-
жется центр окружности. Если радиус об-
разующей окружности постоянен, то такая 
каналовая поверхность называется труб-
чатой. 

Когда направляющей кривой явля-
ется  цилиндрическая винтовая линия, об-
разуется трубчатая винтовая поверхность. 
Она   может  быть получена  и  движением    

сферы постоянного диаметра, центр которой перемещается по цилиндрической винто-
вой линии. Примером такой поверхности является поверхность цилиндрической пру-
жины с круглым сечением витков. 

Каркасными называют поверхности, заданные некоторым числом линий – кар-
кас поверхности может быть получен линиями пересечения ее плоскостями параллель-
ными плоскостям проекций. 

Примером каркасных поверхностей могут служить поверхности корпусов судов, 
самолетов, автомобилей. К разряду каркасных поверхностей относится и топографиче-
ская поверхность. Эта изображается совокупностью горизонталей, т.е. линий, получае-
мых в сечении земной поверхности поверхность горизонтальными плоскостями. 
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7.7. Построение точек, лежащих на геометрических телах и поверхностях 
Точка принадлежит поверхности в том случае, когда она находится на линии, 

принадлежащей этой поверхности. В качестве таких линий могут быть выбраны обра-
зующие, параллели, меридианы и др. 

  
Рис. 7.35 

Поверхности цилиндра вращения (рис. 7.35) является горизонтально проецирующей, 
образующие цилиндра перпендикулярны горизонтальной плоскости проекций, вследствие 
чего  поверхность цилиндра проецируется на эту плоскость окружностью. 

Горизонтальные проекции точек А и В (А'  и В' ) лежат на окружности. Профиль-
ные проекции этих точек А''' и В'''  находятся при помощи линий. 

Очерковые образующие цилиндра разделяют фронтальную и профильные про-
екции на видимую и невидимые части. Так образующие L1 и L2 делят цилиндрическую 
поверхность на видимую спереди и невидимую, образующие L3 и L4 на видимую слева 
и невидимую. Невидимые проекции точек указаны в скобках. 

Конус вращения является также и линейной поверхностью, поэтому для по-
строения точек на его поверхности можно использовать и образующие и параллели. 

На рис. 7.36, а показано построение горизонтальной А' и профильной А''' проек-
ций точки А по заданной фронтальной проекции А".  

 
                          а                                                                                               б                          

Рис. 7.36 
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Если задана горизонтальная проекция В'  точки В, то построение начинается с 
проведения горизонтальной проекции S' 2' образующей S2, на которой находится точка 
В. Определить фронтальную проекцию S'' 2'' этой образующей, по линиям связи нахо-
дим фронтальную проекцию В''  точки В, а затем и профильную В'''. 

Образующие L1 и L2  разделяют коническую поверхность на видимую спереди и 
невидимую, а образующие L3 и L4 на видимую слева и невидимую. 

Проекции В'' и В''' находятся на невидимой части конуса. Горизонтальная проек-
ция поверхности конуса является видимой. 

На рис. 7.36, б показано построение недостающих проекций точек А и В при по-
мощи параллелей. Через заданные проекции А'' и В' проводятся проекции m''1 и m2'  па-
раллелей m1 и m2.  Используя т.1 и 2, лежащие на очерковых образующих, определим 
положение проекций m'1 и m''2  проведенных параллелей. По линиям связи определим 
положение проекций А' и А''  точки А и проекций В'' и В''' точки В. 

На рис. 7.37 приведены проекции сферы, которые ограничены экватором К, 
фронтальным меридианом m и профильным n. Каждый из них проецируется на соот-
ветствующую плоскость проекций в натуральную величину (окружность), на осталь-
ные – в виде отрезков прямых длиной, равной диаметру сферы. На этом же рисунке по-
казано построение недостающих проекций точек А, В и С по заданным фронтальным 
проекциям этих точек. Точка А находится на экваторе К, точка В – на фронтальном ме-
ридиане m, точка С – на  профильном меридиане n. Недостающие проекции определяют-
ся при помощи линий связи (проведение линий связи на рисунке показано стрелками). 

  
Рис. 7.37 

Экватор К разделяет сферу на видимую (верхняя половина) на горизонтальной 
проекции невидимую части. Фронтальный меридиан m разделяет сферу на видимую 
(ближняя половина) и невидимую части на фронтальной проекции. 

Профильный меридиан n разделяет сферу на видимую (левая половина) и неви-
димую части на профильной проекции. 

Так на рис. 7.37 горизонтальная проекция С'  точки С невидимая (взята в скоб-
ки), т.к. находится на нижней (невидимой) половине сферы.  
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Рис. 7.38 

 

На поверхности сферы можно про-
вести множество параллелей, соответст-
венно параллельный плоскостям проек-
ций. Эти параллели используются для по-
строения проекций точек на сфере. 

По данной фронтальной проекции 
А'' точки А, найдена горизонтальная А' как 
принадлежащая горизонтальной паралле-
ли L1. Для построения горизонтальной 
проекции L'2 использована точка 1, при-
надлежащая фронтальному меридиану. 
Профильная проекция А''' точки А по-
строена при помощи линий связи и нахо-
дится на невидимой (правой половине) 
части сферы.  

На рис. 7.38 представлены проек-
ции открытого тора (кругового кольца), 
полученного вращением окружности ра-
диуса r вокруг оси i. Проекции экватора 
обозначены k, горла -  m, крайних парал-
лелей n1  (верхняя) и  n2 (нижняя).  

Стрелками на рисунке показано построение фронтальных проекций точек А, В, 
С по заданным горизонтальным, расположенных соответственно на экваторе k, горле -  
m, и крайней (верхней) параллели n1. 

Для построения горизонтальной проекции D' точки D, через фронтальную про-
екцию D'' проведена фронтальная проекция L''

1 параллели L1. Горизонтальная проекция 
L'

1 параллели L1 построена при помощи точки 1, лежащей на образующей окружности. 
Горизонтальная проекция точки В найдена при помощи линий связи, как принадлежа-
щая параллели L1. 

Для построения фронтальной проекции точки Е (по заданной горизонтальной), 
лежащей на внутренней части тора (рис. 7.38), использована параллель L2. Фронтальная 
проекция этой параллели строится при помощи точки 2, принадлежащей образующей 
окружности. 

Экватор k разделяет тор на видимую (верхняя половина) и невидимую части на 
горизонтальной проекции. На фронтальной проекции видимой является ближняя на-
ружная часть открытого тора. 

 
7.8. Примеры решения задач к главе 7 

Пример 1. Построить недостающие проекции линий, принадлежащих поверхно-
сти сферы (рис. 7.39). 
 Решение. На рис. 7.39 задана горизонтальная проекция линий АВ и ВС, находя-
щихся на поверхности сферы. Любая плоская кривая сферы является окружностью. Так 
как линия АВ – фронтальная параллель, то фронтальная проекция ее – дуга А''-1''-В'', а 
профильная – прямая А'''-1''' В/'''.  Точки А и В расположены на экваторе сферы.  Кривая 
ВС также является частью окружности, но на фронтальную и профильную плоскости 
проекций она проецируется в виде эллиптических кривых. Построение проекций этих 
кривых сводится к построению отдельных точек (2, 3, 4, 5, 6), для нахождения которых 
использованы вспомогательные фронтальные параллели (см. построение точки В на 
рис.7.37). Точка С принадлежит экватору сферы. 
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 Профильные проекции точек определяются при помощи линий связи. Получен-
ные точки соединены плавной кривой. 
Видимые части проекций кривых  расположены на видимых полушариях сферы. 
 

 
Рис. 7.39 

Пример 2. Построить недостающие проекции линии, принадлежащего поверх-
ности открытого тора (рис. 7.40). 
 

 
Рис. 7.40 

Решение. На рис. 7.40 задана фронтальная проекция линии АВ, находящейся на 
поверхности части открытого тора, полученного вращением образующей окружности l 
вокруг фронтально-проецирующей оси i. Линия АВ является плоской кривой, для по-
строения недостающих проекций которой следует построить ряд точек (А, В, 1, 2, 3), 
принадлежащих этой кривой. 
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Построение точек на поверхности тора приведено на рис. 7.38. Точка А находит-
ся на экваторе, точка В на горле, а точка 1 на крайней (ближней) параллели тора. По-
этому горизонтальные проекции этих точек определяются при помощи линий связи. 

Для построения горизонтальных проекций 2', 3' точек 2 и 3 приведены фрон-
тальные проекции параллелей, проходящих через эти точки (дуги окружностей). Для 
построения горизонтальных проекций этих параллелей использованы точки 21 и 31, ле-
жащие на образующей окружности l. 

Профильные проекции точек кривой определяются при помощи линий связи. 
Полученные проекции точек соединяются плавной кривой. Видимыми проек-

циями кривой являются те участки, которые расположены на видимых частях тора. 
Пример 3. Построить фронтальную проекцию линии АВ, принадлежащую по-

верхности коноида (рис. 7.41).  
 

 
Рис. 7.41 

 
 

Решение. На рис. 7.41 задана гори-
зонтальная проекция линии АВ, принад-
лежащей поверхности коноида. Коноид 
определяется двумя направляющими m 
(кривая) и n (прямая) и плоскостью парал-
лелизма α (горизонтально-проецирующая 
плоскость). 

Линия АВ является плоской кривой, 
для построения фронтальной проекции 
которой следует определить фронтальные 
проекции ряда точек (А, 1, 2, 3, В). 

Фронтальные проекции А'' и В'' то-
чек А и В определяются при помощи ли-
ний связи как принадлежащие направ-
ляющим m и n. Фронтальные проекции 1'', 
2'', 3'' точек 1, 2, 3 определяются при по-
мощи образующих l1, l2, l3.  

Горизонтальные проекции этих образующих проходят через проекции 1', 2', 3' то-
чек 1, 2, 3 параллельно плоскости параллелизма α. 

Фронтальные проекции образующих 1'', 2'', 3''  определяются с использованием 
точек 11, 12, 21, 22, 31, 32, которые принадлежат направляющим m и n. 

Полученные фронтальные проекции точек А'', 1'', 2'', 3'', В'' соединяются плавной 
кривой.  

7.9. Вопросы для контроля 
1. Перечислите плоские лекальные кривые. 
2. Как образуется цилиндрическая винтовая линия? 
3. Перечислите линейчатые поверхности (развертывающиеся и неразвертываю-

щиеся). 
4. Как образуются поверхности с плоскостью параллелизма (цилиндроид, коно-

ид, косая плоскость)? 
5. Как образуются линейчатые винтовые поверхности (геликоиды) и дайте им 

название? 
6. Как образуются поверхности вращения? 
7. Перечислите линейчатые поверхности вращения. 
8. Перечислите нелинейчатые поверхности вращения. 
9. Как образуется поверхность тора и назовите его разновидности? 
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Глава 8. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ ПЛОСКОСТЬЮ. 
РАЗВЕРТЫВАНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 

8.1 Общие положения 
Линия пересечения кривой поверхности с плоскостью представляет собой пло-

скую кривую, которая может распадаться и на прямые линии в случае пересечения 
плоскости с линейчатой поверхностью по ее образующим. 

Для построения этой кривой линии на чертеже находят проекции ее отдельных 
точек, соединяемых с помощью лекала. 

Среди точек линии пересечения имеются точки, которые занимают особое распо-
ложение на кривой или выделяются своим местоположением относительно плоскостей 
проекций. Такие точки называют опорными или характерными. К ним относятся высшие 
и низшие, ближние и дальние, точки, расположенные на крайних образующих (точки 
видимости) и др. Остальные точки называются промежуточными или случайными. 

Для нахождения точек линии пересечения применяются вспомогательные секу-
щие плоскости (проецирующие или плоскости уровня). Вспомогательные плоскости вы-
бираются так, чтобы в пересечении с кривой поверхностью получались простейшие ли-
нии – прямые и окружности. 

На рис. 8.1. цилиндр вращения пересекается плоскостью общего положения α, 
заданной следами h0α и f0α  .  

х
х

 
Рис. 8.1 

Горизонтальная проекция линии пересечения совпадает с горизонтальной проек-
цией цилиндра (окружностью). Для построения фронтальных проекций точек кривой 
пересечения использованы вспомогательные плоскости частного положения. 

Низшая 1 и высшая 2 точки определены при помощи горизонтально-
проецирующей плоскости β, перпендикулярной секущей  плоскости α. Она пересекает 
плоскость  α по линии  МN (линии наибольшего ската) а поверхность цилиндра – по об-
разующим. 

Точки видимости 3 и 4, ближняя и дальняя 5 и 6 построены при помощи фрон-
тальных плоскостей χ1, χ2, χ3, пересекающих заданную плоскость α по фронталям   f1,  f2, 
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f3, а поверхность цилиндра по образующим. 
Для построения точек 7 и 8 использована горизонтально-проецирующая плос-

кость δ, которая пересекается секущей плоскостью α по горизонтали h ( как плоскости с 
параллельными горизонтальными следами), а с поверхностью цилиндра по образующим. 

Последовательно соединив фронтальные проекции точек, получим фронтальную 
проекцию линии пересечения цилиндра плоскостью – эллипс (большая ось эллипса – 
отрезок 1-2, малая – отрезок 7-8). 

Для нахождения промежуточных точек можно воспользоваться либо фронталь-
ными, либо горизонтальными плоскостями уровня. В последнем случае плоскости будут 
пересекать секущую плоскость по горизонталям, а поверхность цилиндра – по окружно-
стям. Определив горизонтальные проекции точек, принадлежащие линии сечения, мож-
но найти и фронтальные. Построение промежуточных точек на рис. 8.1 не показано. 

Задача на построение линии пересечения кривой поверхности плоскостью значи-
тельно упрощается, если заданные секущие плоскости являются плоскостями частного 
положения. В этом случае одна проекция линии пересечения совпадает со следом – про-
екцией секущей плоскости, а построение недостающих сводится к построению ряда 
проекций точек на поверхности. А если секущая плоскость является плоскостью общего 
положения, то можно преобразовать чертеж так, чтобы секущая плоскость стала в новом 
положении проецирующей (например, использовать способ перемены плоскостей про-
екций). 

В дальнейшем пересечение поверхностей будет рассматриваться только плоско-
стями частного положения (проецирующими или плоскостями уровня). 

8.2 Пересечение цилиндра плоскостью. Построение развертки 
При пересечении цилиндра вращения плоскостью возможны случаи: 
1 секущая плоскость параллельна оси – в сечении цилиндрической поверхности 

получаются две прямые (образующие) (рис. 8.2, а); 
2 секущая плоскость перпендикулярна оси – в сечении получается окружность, 

равная окружностям оснований (рис. 8.2, б); 
3 секущая плоскость наклонна к оси – в сечении получается эллипс, малая ось 

которого всегда равна диаметру цилиндра, а большая зависит от угла ϕ 
(рис. 8.2, в). 

 
                         а                                                     б                                                           в 

Рис. 8.2 
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На рис. 8.3 показано построение проекций цилиндра вращения, усеченного плос-
костями частного положения α, β, χ.  
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х

 
Рис. 8.3 

Горизонтальная плоскость α (α'') пересекает поверхность цилиндра по части ок-
ружности, профильная плоскость β (β'') по прямым АВ и СD (образующим цилиндра), 
фронтально-проецирующая плоскость γ (γ'') – по части эллипса. Фронтальная проекция 
линий пересечения совпадает со следами – проекциями секущих плоскостей  (α'', β'', χ''), 
а горизонтальная – с окружностью оснований цилиндра. 

Построение профильной проекции сводится к построению профильных проекций 
точек по двум заданны, направление построений линий связи указано стрелка-
ми).Вместо ломаных линий связи при построении профильных проекций точек можно 
использовать координаты y, которые откладываются на горизонтальных линиях связи по 
разные стороны оси цилиндра (см. построение точек А, В, С, D). 

Обычно для построения точек линий сечения пользуются образующими, равно-
отстоящими друг от друга. Поэтому горизонтальная проекция цилиндра (окружность) 
разделена на 12 частей (точки 1, 2…12). Этой равномерной «разметкой» удобно пользо-
ваться не только для построения проекций сечений, но и для построения развертки. 

Действительный вид фигуры сечения плоскостью γ построен способом перемены 
плоскостей проекций. Новая ось проекций x1проведена параллельно следу – проекции γ''. 
Выполнив соответствующие построения на плоскости π4, получим натуральную величи-
ну сечения цилиндра плоскостью γ.  
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На рис. 8.4. приведено построение полной развертки усеченного цилиндра. 
 

 
Рис. 8.4 

Для построения развертки боковой поверхности на горизонтальной прямой от-
кладывают длину окружности основания πd и делят ее на 12 равных частей (с опреде-
ленной степенью точности вместо 1/12 длины окружности можно откладывать длину 
соответствующей хорды). Из точек деления проводят перпендикуляры к отрезку πd и на 
них откладывают длины образующих от основания до секущих плоскостей α, β, χ. Для 
построения точек А, В, С, D на развертке использовано расположение этих точек на го-
ризонтальной проекции цилиндра (от точек деления откладывают длины дуг 2А и 12В) 
Точки 1, А, С и 1, В, D соединены прямыми линиями. Точки С, 3…11, D соединяют 
плавной линией. 
К прямой линии πd (развертка нижнего основания цилиндра) присоединяют окружность 
основания, а к верхней части боковой развертки натуральные фигуры сечения плоско-
стями (часть эллипса, прямоугольник, сегмент окружности). 
 

8.3 Пересечение конуса плоскостью. Построение развертки   
При пересечении конуса вращения получаются различные виды кривых второго 

порядка (конические сечения). Рассмотрим возможные случаи пересечения конуса 
фронтально-проецирующими плоскостями (угол между следом – проекцией и осью ко-
нуса – α, половина угла конуса при вершине – ϕ).  
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0''

0'

             
                                           Рис. 8.5                                             Рис. 8.6 

1. Секущая плоскость α (α'') пересекает все образующие конуса ( не парал-
лельные ни одной из образующих конуса) – в сечении получается эллипс 
(ϕ > δ) (рис. 8.5). 

2. В частности, если секущая плоскость перпендикулярна оси конуса, то полу-
чается окружность (рис. 8.6). 

3. Секущая плоскость α (α'')  параллельная одной образующей конуса в сече-
нии получается парабола (ϕ = ϕ) (рис.8.7). 

4. Секущая плоскость α1 (α1'')  параллельна двум образующим конуса – в се-
чении получается гипербола (ϕ < δ) (рис. 8.8). Профильная плоскость α2 (α2'') 
образует с осью конуса угол равный 0, что не противоречит вышеуказанному 
неравенству.  

  
 
                 Рис. 8.7                                                                       Рис. 8.8 
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Рис. 8.9 

В частном случае, если секущая 
плоскость проходит через вершину конуса, 
то в сечении получается пара пересекаю-
щихся в вершине прямых (образующих) 
(рис.8.9). 

Если конус вращения пересекается 
плоскостью общего положения, то о линии 
пересечения можно судить, преобразовав 
плоскостью общего положения в проеци-
рующую. Преобразование рационально 
выполнить переменой плоскостей проек-
ций. 
На рис. 8.10 показано построение проекций 
усеченной части конуса вращения плоско-
стями частного положения α и β. 
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Рис. 8.10 

Фронтально-проецирующая плоскость α (α'') пересекает поверхность конуса по 
эллипсу (см. рис.8.5), профильная плоскость β (β') – по гиперболе (см. рис. 8.8). 

Фронтальная проекция линий пересечения совпадает со следами – проекциями се-
кущих плоскостей (α'', β''). Горизонтальная проекция сечения конуса плоскостью α - эллипс, 
а горизонтальная проекция сечения плоскостью β совпадает со следом – проекцией  β'. 
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Для построения точек линий сечения использованы образующие, равностоящие 
друг от друга. Поэтому горизонтальная проекция основания конуса (окружность) разде-
лена на 12 равных частей (точки І, ІІ…ХІІ). Это позволяет использовать равноотстоящие 
образующие для построения развертки конуса. 

Фронтальные проекции образующих пересекают след проекции α в точках 1, 
2…12. Эти точки по линиям связи находятся на горизонтальных проекциях образующих, 
причем точки 4 и 10 определяются на профильной проекции ( на очерковых образую-
щих), а затем на горизонтальной. Малая ось эллипса АВ определена при помощи гори-
зонтальной плоскости χ (χ), которая проведена через середину отрезка 1 – 7 (фронталь-
ную проекцию линии сечения плоскостью α). 

Вспомогательная плоскость χ (χ) пересекает плоскость α по фронтально-
проецирующей прямой, а конус по окружности радиуса R. В пересечении прямой и дуги 
радиуса R определим горизонтальные проекции А и В. 

Построения профильных проекций точек эллипса (1, 2…12) сводится к построе-
нию проекций точек по двум заданным (направлений линий связи указано стрелками). 

Для построения точек, принадлежащих гиперболе использованы точки G и H, на-
ходящихся на образующих  II и XII, а также точки E и F, принадлежащие вспомогатель-
ной горизонтальной плоскости δ (δ). 

На рис. 8.11 приведено построение полной развертки усеченного конуса, приве-
денного на рис. 8.10.  

 
Рис. 8.11 
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Полная развертка состоит из боковой развертки, части основания конуса и нату-
ральных величин сечений. 

Построение развертки боковой поверхности начинают с проведения из точки S 
дуги окружности радиусом, равным длине образующей конуса, Длина дуги определяется 
центральным углом ϕ: 

ϕ= 180 l/d ; 
где d – диаметр окружности основания конуса;  l – длина образующей. 
Дугу делят на 12 частей и полученные точки соединяют с точкой S (с определен-

ной степенью точности вместо 1/12 длины окружности основания конуса можно откла-
дывать длину хорды). 

От вершины S  на образующих откладывают действительные длины отрезков об-
разующих от вершины конуса до секущих плоскостей. Действительные длины этих от-
резков находят способом вращения вокруг оси конуса. Для этого достаточно из фрон-
тальных проекций точек фигур сечений провести горизонтальную прямую до пересече-
ния с контурной образующей конуса, являющейся действительной ее длиной. 

Для построения точек C и D, лежащих на основании конуса следует отложить от то-
чек III и XI соответствующих дуг (эти дуги на рис. 8.10 и 8.11 отмечены одной черточкой). 

Для построения точек E и F на развертке находятся положения образующих, на 
которых находятся эти точки, откладывая от точек II иXII соответствующие дуги (эти 
дуги отмечены двумя черточками). Положение точек E и F на образующих находим, ис-
пользуя действительные длины отрезков SE  и SF. 

Для получения полной развертки пристраивают к развертке боковой поверхности 
часть основания конуса и натуральные величины сечений. 

Натуральная величина эллипса построена по его осям (использован способ пере-
мены плоскостей проекций), натуральная величина сечения профильной плоскостью β 
находится на профильной проекции (рис. 8.10). 

8.4 Пересечение сферы и тора плоскостью 
При пересечении сферы плоскостью всегда получается окружность, которая в за-

висимости от положения секущей плоскости по отношению к плоскостям проекций, 
проецируется в виде прямой, в виде эллипса или в виде окружности.  

На рис. 8.12 показано построение проекций усеченной сферы плоскостями част-
ного положения α, β, χ. Фронтальная проекция линий пересечения совпадает со следами 
– проекциями секущих плоскостей  (α, β, χ). 

Горизонтальная проекция сечения сферы плоскостью α - окружность радиуса R, а 
профильная – прямая. 

Профильная проекция сечения плоскостью β – окружность радиуса R, а горизон-
тальная – прямая. 

Плоскость χ пересекает сферу по окружности, которая на плоскости π и π про-
ецируется в виде эллипса. Две  вершины этого эллипса (точки А и В) являются низшей и 
высшей точками сечения. Точки 1 и 2, лежащие на экваторе и профильном меридиане, 
определяют видимые части горизонтальной и профильной проекций от невидимой (точ-
ки обозначены только на одной симметричной части сечения). Вершина эллипса D (ко-
нец большой оси) определена при помощи горизонтальной плоскости δ (δ). Плоскость δ 
пересекает заданную плоскость χ на фронтально проецирующей прямой, а сферу – по 
окружности радиуса R, проецирующейся на плоскость π в натуральную величину. Про-
фильная проекция D''' точки D строится по линиям связи. Аналогичным способом нахо-
дят промежуточные точки 3, используя вспомогательную плоскость  δ2. 

Видимость горизонтальной и профильной проекций линий сечений определяется 
в зависимости от расположения их относительно экватора и профильного меридиана 
сферы. 
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Рис. 8.12 

При пересечении тора плоскостью в общем случае получается кривая 4-го поряд-
ка, в частных случаях она может распадаться на две кривые 2-го порядка. 

На рис. 8.13 показано построение проекций усеченной части открытого тора 
фронтально-проецирующей плоскостью α (α). 

 

 
Рис. 8.13 

Фронтальная проекция линии пересечения совпадает со следом – проекцией се-
кущей плоскостью α. 

Для построения кривой пересечения определены точки А, В, С, D, E и промежу-
точные 1, 2, 3, 4. 



 91

Точки А и В лежат на экваторе (наибольшей параллели) тора, точка С на горле 
(наименьшей параллели). Точки D и Е лежат на крайних параллелях (точки обозначены 
только на одной симметричной части сечения). 

Промежуточные точки 1 и 2 расположены на параллелях m, точки 3.4 – на парал-
лелях n. Построение горизонтальных проекций показано стрелками. 

Профильные проекции точек кривой пересечения построены при помощи линий 
связи. 

8.5 Построение условной развертки сферы 
Так как сферическая поверхность принадлежит к числу неразвертывающихся, то 

возможна лишь ее приближенная (условная) развертка. Способ построения состоит в 
том, что сферу разбивают с помощью меридианов на узкие равные между собой доли 
(клинья). Каждую такую долю заменяют описанной цилиндрической поверхностью, ко-
торая касается сферы по  среднему меридиану доли. Этот средний меридиан будет нор-
мальным сечением цилиндрической поверхности. Границами цилиндрической поверх-
ности будут плоскости меридианов, ограничивающих рассматриваемую долю. 

На рис. 8.14 показано построение условной развертки сферы. 

           
а                                                                                         б 

Рис. 8.14 
Горизонтальную проекцию n экватора n разбиваем на 12 равных частей и через 

полученные точки проводим горизонтальные проекции меридианов (рис. 8.14, а). 
Рассмотрим построение приближенной развертки 1/12 части (доли) сферы, сред-

ним меридианом которой является меридиан m (m' m''). 
Заменим часть сферы цилиндрической поверхностью, описанной около нее. Об-

разующие этой поверхности будут фронтально-проецирующими прямыми. Для построе-
ния развертки элемента цилиндрической поверхности половину фронтального меридиа-
на разбиваем на 6 равных частей (отмечены точками 1, 2, 3, 4 только половина симмет-
ричной части). На горизонтальной прямой (рис. 8.14, б) откладываем отрезок А0В0 рав-
ный  1/12 окружности  диаметра D.  Через  середину  А0В0    проводим  перпендикуляр  и 
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откладываем на нем отрезки 40-30, 30-20, 20-10, равные длине дуг меридиана m. Через по-
лученные точки проводим горизонтальные прямые, на которых откладываем отрезки 
С0D0, E0F0, соответственно равные длине образующим цилиндрической поверхности С - 
D, E – F. Отрезки А - В, С - D, E – F представляют собой спрямленные дуги соответст-
вующих параллелей сферической доли. Соединив найденные точки лекальной кривой, 
получим плоскую фигуру, являющейся приближенной разверткой 1/12 части сферы. 

Для придания каждой доли развертки сферической поверхности кроме изгибания 
производят растяжение и сжатие материала. 

Положение произвольной точки К принадлежащей поверхности сферы, может 
быть определено на развертке с помощью двух “координат” – длин дуг S1  и S2. Дуга S1 
определяет смещение точки К от одной  из параллелей по меридиану,  а дуга S1 - смеще-
ние ее от одного из меридианов по параллели сферы. 

8.6 Примеры решения задач к главе 8 
Пример 1. Построить линию пересечения конуса вращения плоскостью общего 

положения, заданной пересекающимися прямыми АВ и ВС (рис. 8.15). 

 
Рис. 8.15 
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Для построения использован способ перемены плоскостей проекций. Сделав 
секущую плоскость проецирующей, сведем задачу к построению ряда точек на 
поверхности конуса. 

Расположим дополнительную плоскость проекций π4 перпендикулярно 
горизонтали АВ, секущей плоскости при этом, ось x1  расположим перпендикулярно 
проекции АВ. Горизонталь АВ преобразуется в  проецирующую прямую (А В), а секущая 
плоскость (АВ ∩ ВС) в плоскость перпендикулярную плоскости π4. След – проекция 
секущей плоскости – пересекает проекцию конуса на плоскость π4 в точках 1 и 2, 
которые являются концами большой оси эллипса. В точке О, делящей отрезок 1 2 
пополам, находится проекция центра эллипса. По линиям связи на горизонтальной 
проекции конуса найдены проекции 0 1 2. Для нахождения проекций 3 и 4 (концов 
малой оси эллипса) использована плоскость α (α ), проведенная перпендикулярно к оси 
конуса. В пересечении окружности радиуса R, проведенной из точки S, с линией связи, 
проведенной из проекций О, находятся проекции 3 и 4. Для определения положения то-
чек 5 и 6, в которых эллипс на фронтальной проекции разделяется на  «видимую» и не-
видимую» части, построены проекции SD, SE образующих SD и SE, найдены точки 5 и 6, 
по ним проекции 5 и 6. Образующие SF и SG использованы для нахождения точек 7 и 8, 
расположенных на ближней и дальней образующих конуса. Фронтальные проекции то-
чек 1, 2, 3, 4, 5. 6, 7, 8, 0 находятся из того, что расстояния проекций на плоскость π от 
оси x1  равно расстоянию проекций на плоскость   π2 от оси x. Профильная проекция ли-
нии пересечения конуса плоскостью строится, используя линии связи. 

Натуральная величина фигуры сечения эллипса по его большой оси (1020=1 2) и 
малой оси (3040 = 3 4). 

Пример 2. Построить линию пересечения тела вращения фронтальной плоско-
стью α (рис. 8.16). 

 

 
Рис. 8.16 
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В практике линии, получающиеся при плоском срезе заготовки детали, поверх-
ность которой ограничена соосными поверхностями вращения, называют линиями среза. 
На рис. 8.16 изображено тело вращения, ограниченное сферической поверхностью, по-
верхностью кругового кольца, конической и двумя цилиндрическими поверхностями, а 
также двумя фронтальными плоскостями (α) (на чертеже даны лишь половины горизон-
тальной и профильной проекций). 

Вначале устанавливаются участки поверхностей вращения, ограничивающих рас-
сматриваемое тело. Цилиндр и конус разделяют окружности (их проекции вертикальные 
линии), а для определения граничных окружностей, разделяющих круговое кольцо со 
сферой и цилиндром, выполняется сопряжение очерковых линий сферы и цилиндра. 
Точки сопряжения К1 и К2 найдены на линии центров О1О2 и на перпендикуляре к обра-
зующей цилиндра. Через точки сопряжения и граничные окружности проведены про-
фильные плоскости – границы участков тела вращения (участки надписаны над фрон-
тальной проекцией). 

Линия среза сферы – параллель радиуса R1, построенная по горизонтальной про-
екции точки А1, линия среза цилиндра ВВ1 построена по профильной проекции (В В1). 
Линия среза конуса – гипербола, ее вершина точки  С построена по горизонтальной про-
екции С. Точки А, В, В1, С – характерные точки. 

Для нахождения промежуточных точек линий среза кругового кольца и конуса 
использованы вспомогательные профильные плоскости β (β ) и  χ (χ ). Плоскости  β и χ 
пересекают тело вращения по окружностям радиусов R2 и R3 , которые на профильной 
проекции, пересекаясь с плоскостью α (α ), дают промежуточные точки 1 и 2. 
 

8.7 Вопросы для контроля 
1.  Какие линии получаются при пересечении цилиндра плоскостью? 
2.  Какие линии получаются при пересечении конуса плоскостью? 
3.  Какая линия получается при пересечении сферы плоскостью и какими могут         
быть проекции этой линии? 

4.  Как должны быть расположены плоскости, рассекающие тор по окружности? 
5.  Какие поверхности вращения являются развертывающимися? 
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Глава 9 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМОЙ ЛИНИИ С МНОГОГРАННИКАМИ И 

КРИВЫМИ ПОВЕРХНОСТЯМИ 
 

Точки пересечения прямой линии с геометрическими телами называют также точ-
ками встречи, одна из них  является точкой входа, другая – точкой выхода. 

9.1. Частные случаи определения точек пересечения 
Частный способ определения указанных точек состоит в том, что одна из проекций 

точки пересечения принадлежит «вырожденной» проекции поверхностей или прямой, а 
другая определяется из условия принадлежности точки прямой или поверхности. 

На рис. 9.1 показано построение точек пересечения прямых линий a и b с поверх-
ностью четырехугольной прямой призмы. Боковая поверхность призмы – проецирующая 
(боковые грани перпендикулярны к горизонтальной плоскости проекций). Поэтому гори-
зонтальные проекции K1', K2', K3' точек пересечения находятся на «вырожденных» проек-
циях боковых граней. Фронтальные проекции этих точек определяются по линиям связи 
на фронтальных проекциях прямых а" и b". Вторая точка пересечения (точка K4) прямой b 
находится на пересечении с верхним основанием призмы, которое является горизонталь-
ной плоскостью. Сначала отмечаем фронтальную проекцию K4", а затем по линии связи 
находим горизонтальную K4'. 

Взаимность фронтальных проекций точек пересечения прямых a и b определяется 
видимостью граней, на которых лежат указанные точки. Так точка K3  лежит на невидимой 
грани АВВ1А1 и поэтому участок прямой b от проекции K3 до ребра АА1 – невидим. 

На рис. 9.2  показано построение точек пересечения прямых a и b с поверхностью 
цилиндра вращения. 
 

 
Рис. 9.1                                                              Рис. 9.2 

Горизонтальные проекции точек K1, K2, K3  находятся в пересечении окружности 
(горизонтальной проекции боковой поверхности цилиндра) с проекциями прямых, фрон-
тальная проекция точки K4 – на пересечении горизонтальной плоскости верхнего основа-
ния  с проекцией прямой. Точки K1 и K3 расположены на невидимой части цилиндра и по-
этому участки прямых а и b от проекций K1 и K3 до очерковой образующей – невидимы. 
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На рис. 9.3 показано построение точек пересечения проецирующих прямых a и b с 
поверхностью пирамиды. Фронтальные проекции K1 и K2 точек пересечения фронтально 
проецирующей прямой a совпадают с «вырожденной» проекцией прямой, а горизонталь-
ные проекции находятся на прямых S1 и S2 граней SАD и SАВ. 

Горизонтальные проекции точек пересечения K3 и K4 горизонтально-
проецирующей прямой b совпадают с «вырожденной» проекцией прямой, фронтальная 
проекция точки K3 находится на прямой S3 грани SСD. Точка K4 находится на горизон-
тальной плоскости основания пирамиды. 

На рис. 9.4 показано построение точек пересечения проецирующих прямых a и b с 
поверхностью конуса вращения. Точки K1 и K2  определяются с помощью параллели (ок-
ружности радиуса R) конуса, точка K3 – с помощью образующей S2. Точка K4 расположе-
на на горизонтальной плоскости основания конуса. 

 

 
Рис. 9.3                                                                                Рис. 9.4 

На рис. 9.5 для нахождения точек пересечения K1, K2, K3, K4  проецирующих пря-
мых a и b с поверхностью сферы  использованы параллели (окружности) сферы. Точки K1 
и K2 находятся на параллели R1, а точки K3 и K4 – на параллели радиуса R2. Точки пересе-
чения K1, K2, K3, K4 расположены на видимых участках проекций сферы. 

9.2. Общий способ определения точек пересечения 
В общем случае определение точек пересечения прямой линии с поверхностью 

геометрических тел аналогично тому, как решается задача на пересечение прямой линии с 
плоскостью и заключается в следующем: 

1) через данную прямую проводим вспомогательную плоскость; 
2) строим линию пересечения вспомогательной плоскостью данного геометриче-

ского тела; 
3) определяем искомые точки пересечения построенной линии с данной прямой; 
4) определяем видимость участков прямой линии. 
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Рис. 9.5 

Вспомогательную секущую плос-
кость выбирают так, чтобы она пересекала 
поверхность геометрического тела по ли-
нии, легко определяемой на чертеже, на-
пример, состоящей из прямых или окруж-
ностей. 

Обычно в качестве вспомогательной 
плоскости  выбирают проецирующую плос-
кость, проходящую через заданную пря-
мую. В этом случае  построение линии пе-
ресечения поверхности с проецирующей 
плоскостью значительно упрощается. 

На рис. 9.6 показано нахождение 
точек пересечения прямой общего положе-
ния АВ с поверхностью SCDE. Через пря-
мую АВ проведена вспомогательная фрон-
тально-проецирующая плоскость α, пересе-
кающая поверхность пирамиды по линии 1-
2-3. В пересечении этой линии с прямой АВ 
находятся искомые точки пересечения. Ви-
димость участков прямой линии определя-
ются видимостью граней на которых лежат 
точки пересечения K1 и K2. Так на горизон-
тальной проекции (рис. 9.6, б) точки K1 и K2 
расположены на видимых проекциях S'C'E' 
и S'C'D' граней SCE и SCD, а на фронталь-
ной проекции точка K2 лежит на невидимой 
грани  SCD. Поэтому участок фронтальной 
проекции АВ от K2 до ребра SD – невидим. 

 

 
                                                 а                                                                        б  

Рис. 9.6 
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Рис. 9. 7 

На рис. 9.7 определены точки пере-
сечения поверхности вращения с прямой 
АВ. Через прямую АВ нельзя провести 
вспомогательную плоскость, пересекаю-
щую поверхность по окружности. Плос-
кость α пересекает поверхность вращения 
по плоской кривой линии. 

Поэтому использована одна из про-
ецирующих плоскостей – горизонтально 
проецирующая плоскость α. Для построе-
ния фронтальной проекции кривой по-
строены опорные точки 1, 2, 3 и промежу-
точные 4, 5. Точки 1 и 2 находятся на плос-
кости основания, а точки 3, 4 и 5 на парал-
лелях (окружностях) поверхности враще-
ния. 

Фронтальные проекции K1" и K2"  
определяются в пересечении полученной 
кривой и прямой АВ. Горизонтальные про-
екции точек пересечения находятся при по-
мощи линий связи. 

Точки пересечения K1 и K2       распо-
ложены на видимых частях поверхности 
вращения. 

 

Для нахождения точек пересечения конуса вращения с горизонтальной прямой 
(рис. 9.8) использована вспомогательная горизонтальная плоскость, пересекающая конус 
по окружности. Для определения точек пересечения сферы с фронтальной прямой исполь-
зована фронтальная плоскость (рис. 9.9). При определении видимости участков прямых 
следует учитывать, что фронтальная проекция точки K2 расположена на невидимой части 
конуса, а горизонтальная проекция точки K2  – на невидимой части сферы. 

 
Рис. 9.8                                         Рис. 9.9 
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В некоторых случаях при построении точек пересечения прямой с поверхностью 
целесообразно применять плоскость общего положения.  Так при пересечении конуса с 
прямой общего положения (рис. 9.10) применение проецирующих плоскостей приводит к 
построению кривых, которые нужно строить по точкам. 

 
Рис. 9.10 

Если же вспомогательную плоскость α провести через прямую АВ и вершину кону-
са S, то она пересечет конус по двум образующим S1 и S2. Эта плоскость уже не будет 
проецирующей, она будет плоскостью общего положения. Для определения образующих, 
по которым вспомогательная плоскость α пересечет конус, находится её горизонтальный 
следы hоα  на плоскости основания конуса. Плоскость основания конуса принята за плос-
кость проекций π1. Для построения следа hоα  найден горизонтальный след М1 прямой АB 
и горизонтальный след М2 вспомогательной прямой SС (С – произвольная точка на пря-
мой АВ). След hоα   пересекает окружность основания конуса в точках 1 и 2, через которые 
проходят образующие S1 и S2 с прямой АВ находятся искомые точки пересечения K1 и K2.  

При нахождении видимости участков прямой линии руководствуются тем, что точ-
ки K1 и K2 расположены на видимых частях проекций конуса. 

Рис. 9.11 

Вспомогательная плоскость α обще-
го положения использована при определе-
нии точек пересечения прямой АВ общего 
положения с поверхностью наклонного ци-
линдра с круговым основанием (рис. 9.11). 
Плоскость  α проводится через прямую АВ 
параллельно образующим цилиндра. Для 
определения горизонтального следа hоα   на 
плоскости нижнего основания цилиндра 
проведены прямые a и b,  проведенные че-
рез точки А и В параллельно образующим 
цилиндра. Точки пересечения 1 и 2  гори-
зонтального следа  hоα  с окружностью ос-
нования определяют образующие цилиндра, 
по которым вспомогательная плоскость пе-
ресекает поверхность цилиндра. 
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В пересечении этих образующих с прямой АВ находятся искомые точки пересече-
ния K1 и K2.  При определении видимости  проекций точек пересечения руководствуются 
видимостью проекций образующих, на которых расположены точки K1 и K2.   Точка K1  
находится на образующей, точка K2  – на невидимой. 

На рис. 9.12 показано построение точек пересечения прямой АВ общего положения 
со сферой радиуса R с центром в точке О.  

 Через прямую АВ проведена горизонтально проецирующая плоскость α, которая 
пересекает сферу по окружности радиуса R. Для того чтобы избежать проецирования этой 
окружности на фронтальную плоскость проекций π2 (проекция – эллипс), задача решается 
с помощью способа перемены плоскостей проекций. 

Преобразуем систему π1/π2 в  новую π2/π4 , при этом плоскость π4 параллельна пря-
мой АВ. Проведя новую ось проекций параллельно АВ, находим положение прямой АВ и 
центра сферы О на плоскости проекций π4 – проекции АIVВIV и ОIV. 

 
Рис. 9.12 

В результате преобразования прямая AB стала параллельной плоскости π4  и ок-
ружность радиуса R1 проецируется на π4 без искажения. В пересечении проекции АВ и ок-
ружности радиуса R1 определяются проекции точек пересечения K1 и K2. 

Проекции точек пересечения на плоскости π1 и π2 находятся при помощи линий 
связи. При определении видимости участков прямой АВ следует учитывать, что проекция 
K1

IV точки K1 расположена на невидимой части сферы. 
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9.3. Примеры решения задач к главе 9 

Рис. 9.13 

Пример 1. Построить точки пересе-
чения прямой АВ с поверхностью кругового 
кольца (рис. 9.13). 

Решение. Так как прямая АВ – гори-
зонтальная, то для построения точек пере-
сечения применим вспомогательную гори-
зонтальную плоскость α (α"). Плоскость α 
пересекает поверхность кругового кольца 
по двум параллелям (окружностям) радиу-
сов R1 и R2. В пересечении горизонтальных 
проекций параллелей с проекцией прямой 
АВ определяются горизонтальные проекции 
K1, K2, K3, K4 точек пересечения. Фронталь-
ные проекции точек пересечения находятся 
при помощи линий связи. Так как поверх-
ность тора представляет собой поверхность 
4-го порядка, то прямая имеет в общем слу-
чае четыре точки пересечения. 

При определении видимости участ-
ков проекций прямой руководствуемся тем, 
что фронтальные проекции точек K1, K2, K3 
расположены на невидимой части поверх-
ности кругового кольца.  

 

 

Рис. 9.14 

Пример 2. Построить точки пересе-
чения прямой АВ с поверхностью усеченно-
го конуса (рис. 9.14). 

Решение. Так как фронтальную про-
екцию вершины конуса нельзя построить 
(построения выходят за рамки чертежа), то 
принимаем очерковую образующую конуса 
за фронтальную проекцию вспомогательной 
прямой, проходящей через вершину конуса. 
Обозначив точку ее пересечения с проекци-
ей АВ точкой С, находим на горизонтальной 
проекции АВ проекцию С и проводим  гори-
зонтальную проекцию SC вспомогательной 
прямой SС. Пересекающиеся прямые АВ и  
SС образуют плоскость, пересекающую ко-
нус по образующим. Находим ее горизон-
тальный след hоα на плоскости основания 
конуса, построив горизонтальные следы М1 
и М2 прямой АВ и вспомогательной прямой. 
След hоα пересекает окружность основания 
конуса в точках 1 и 2. 
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Пересечение проекций образующих S1 и S2 с проекцией АВ определяет горизон-
тальные проекции K1 и K2 точек пересечения. По линиям связи определяем фронтальные 
проекции K1, K2. 

Видимость участков проекции отрезка АВ определяем из того, что точки пересече-
ния расположены на видимых частях проекций конуса. 
 

9.4. Вопросы для контроля 
1. При каких условиях рассматриваются частные случаи пересечения прямой по-

верхностью геометрических тел? 
2. Как построить точки пересечения прямой с поверхностью  в частном случае? 
3. В чем состоит общий способ определения точек пересечения  прямой с поверх-

ностью геометрических тел? 
4. Как проводится вспомогательная плоскость при пересечении конуса прямой ли-

нией общего положения, чтобы получить в сечении конуса прямые линии? 
5.С помощью каких преобразований можно упростить задачу построения точек пе-

ресечения прямой общего положения со сферой? 
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Глава 10. ВЗАИМНОЕ ПЕРЕСЕЧЕНИЕ МНОГОГРАННИКОВ  
10.1. Способы построения линий пересечения 

 При пересечении многогранников может иметь место проницание одного много-
гранника другим (полное пересечение) и врезание (неполное пересечение).  
 При проницании получаются две замкнутые линии пересечения. Они могут быть 
плоские (при проницании одной грани) и пространственные (при проницании двух и бо-
лее граней). При врезании получается одна замкнутая пространственная ломаная линия 
пересечения. 
 Вершинами ломаной пересечения являются точки пересечения ребер одного мно-
гогранника с гранями другого и ребер второго с гранями первого. Звеньями ломаной яв-
ляются отрезки, по которым грани одного пересекают грани другого. 
 В соответствии с этим при решении задач используется один из следующих спо-
собов:  

1) способ ребер, дающий возможность найти вершины ломаной линии пересече-
ния (задачи на пересечение прямой линии с плоскостью); 

2) способ граней, дающий возможность определить звенья ломаной линии пере-
сечения (задачи на взаимное пересечение плоскостей). 

Преимущество отдается тому из способов, который дает более простое решение. 
Иногда эти два способа целесообразно комбинировать. Следует отметить, что если про-
екция ребра одного многогранника не пересекает проекции контура другого, то данное 
ребро не пересекает другой многогранник. Однако пересечение проекций ребра одного 
многогранника с проекциями контура другого еще не означает, что ребро пересекает 
многогранник. 

При определении видимости проекции линии пересечения следует учитывать, что 
видимой является та часть линии пересечения, которая находится на видимых проекциях 
граней обоих многогранников. 

Рассмотрим случай пересечения пирамиды с призмой, боковая поверхность кото-
рой – фронтально-проецирующая (рис. 10.1). 

Так как фронтальные проекции ребра АА1 призмы и ребра SF пирамиды не пере-
секают контур другого многогранника, то при пересечении получается одна пространст-
венная ломаная линия (случай врезания). 

Грань АА1В1В призмы – горизонтальная плоскость α, пересекающая боковую по-
верхность пирамиды по ломаной линии, звенья которой параллельны сторонам основа-
ния DEF пирамиды. По фронтальной проекции точки 1′′, расположенной на ребре SD 
пирамиды найдем ее горизонтальную проекцию 1′ и проведя звенья ломаной линии, оп-
ределим точки 2′,3′,4′  (1′- 2′ ll D′E′, 2′-3′  ll E′F′, 1′4′ ll D′F′). 

Горизонтальные проекции 5′ и 6′ точек пересечения ребер SE и  SD  находятся с 
помощью линий связи. 

Горизонтальные проекции 7′ и 8′ точек пересечения ребра СС1 призмы с поверх-
ностью пирамиды определим с помощью горизонтальной плоскости β, проведенной че-
рез ребро СС1 призмы.  

Плоскость β пересекает поверхность пирамиды по линиям, параллельным сторо-
нам основания пирамиды. Спроецировав точку K, лежащую на ребре SD  пирамиды, че-
рез проекцию K′ проведем линии, параллельные S′E′ S′ F′. Эти линии пересекаются с го-
ризонтальной проекцией ребра СС1 призмы в точках 7′ и 8′. 

Последовательно соединяя каждые пары точек пересечения одних и тех же гра-
ней отрезками прямых, получим замкнутую пространственную ломаную линию 1′-2′-3′-
5′-7′-6′-8′-4′-1′. 
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Рис. 10.1. 
 

Видимой будет часть этой линии 3′-2′-1′-4′, расположенная на видимой грани 
AA1B1B. 

На рис. 10.2 показано построение линии пересечения двух призм, боковые по-
верхности которых проецируются (для призмы ABCA1 B1C1 - горизонтально-
проецирующая, для призмы DEFD1E1F1 – профильно-проецирующая). 

Рассматривая положение горизонтальных и профильных проекций многогранни-
ков отмечаем, что призма DEFD1E1F1 проницает боковую поверхность призмы ABCA1 
B1C1. Следовательно, при пересечении получаются две замкнутые ломаные линии: одна 
из них – пространственная (пересекаются две грани призмы ABCA1 B1C1), другая – пло-
ская (пересекается одна грань). 

Горизонтальная проекция линий пересечения совпадает с горизонтальной проек-
цией вертикальной призмы, а профильная – с профильной проекцией горизонтальной 
призмы. 
 Отмечая точки пересечения 1′-2′-3′-4′-5′-6′ горизонтальных проекций ребер 
D′D1′,E′E1′, F′F1′ с горизонтальной проекцией призмы ABCA1B1C1, при помощи линий 
связи находим их фронтальные проекции. 
 Фронтальные проекции 7′′, 8′′  точек пересечения ребра АA1 с боковой поверхно-
стью призмы DEFD1E1F1 определим по линиям связи, используя их профильные проек-
ции 7′′′ и 8′′′. 
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Рис. 10.2 

 
 Последовательно соединяя найденные точки пересечения, принадлежащие одним 
и тем же граням, построим две ломаные линии 1-3-8-5-7-1 и 2-4-6-2. 
 Видимая часть линий пересечения расположена на видимых гранях обоих много-
гранников. 

10.2. Примеры решения задач к главе 10 
Пример 1. Построить линию пересечения пирамиды с прямой призмой (рис. 10.3). 

 Решение. Рассматривая горизонтальные проекции многогранников, отметим, что 
имеет место проницание, т.к. все ребра пирамиды пересекаются поверхностью призмы. 
При этом одна из ломаных линий – плоская (поверхность пирамиды пересекается одной 
гранью призмы), другая – пространственная (в пересечении с пирамидой участвуют две 
грани призмы). Т.к. боковая поверхность призмы – горизонтально-проецирующая, то 
горизонтальные проекции точек пересечения 1′, 2′, 3′, 4′, 5′, 6′ определятся в пересече-
нии ребер пирамиды с боковыми гранями призмы. 
 По горизонтальным проекциям многогранников видно, что только ребро EE1 
призмы пересекает грани пирамиды. Для определения точек пересечения его с пирами-
дой, через это ребро и вершину S пирамиды проводим вспомогательную горизонтально-
проецирующую плоскость α (α′ ). Она пересекает грани пирамиды по прямым MS и  NS. 
В пересечении фронтальных проекций M′′S′′ и  N′′S′′  с проекцией E′′E1 ′ определяются 
точки пересечения (7′′ и 8′′) ребра EE1 призмы с гранями SAB и SBC пирамиды. 
 Последовательно соединяя точки пересечения, принадлежащие одним и тем же 
граням, получим линии пересечения 1-2-3 и 4-6-8-5-7-4. 
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Рис. 10.3. 
 

 Видимыми являются только те отрезки ломаных линий, которые принадлежат ви-
димым граням обоих многогранников. Так фронтальные проекции отрезков 1′′-3′′, 2′′-3′′, 
4′′-6′′, 6′′-8′′ линий пересечения видимы. Отрезки 1′′ -2′′, 4′′-7′′  принадлежат невидимой 
грани SAB пирамиды, отрезки 5′′-7′′, 5′′-8′′ расположены на невидимых гранях E E1F1F  
призмы и SAB пирамиды. 
 

10.3. Вопросы для контроля 
 

1. Что представляет собой линия пересечения многогранников? 
2. В каком случае при пересечении многогранников получается проницание, вреза-

ние? 
3. В чем заключается способ ребер и способ граней? 
4. В какой последовательности соединяются точки пересечения ребер и граней мно-

гогранников? 
5. Как определяется видимость линии пересечения многогранников? 
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ГЛАВА 11. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ С 
МНОГОГРАННИКАМИ 

Линия пересечения многогранника с телом вращения в общем случае состоит из 
отдельных участков кривых линий, получающихся при пересечении граней многогранни-
ка с поверхностью вращения. Точки перехода от одного участка к другому находятся в 
пересечении ребер многогранника с телом вращения и называются точками излома. Уча-
сток линии пересечения может быть и прямой линией в случае пересечения линейчатой 
поверхности вращения гранью многогранника по образующей. 

При проницании (полном пересечении) получаются две замкнутые линии пересе-
чения. Они могут быть плоскими (поверхность вращения проницает одну грань) или про-
странственными, состоящими из нескольких плоских кривых с точками излома в местах 
пересечения поверхности вращения ребрами многогранника. 

При врезании (неполном пересечении) получается одна замкнутая пространствен-
ная линия.  

Таким образом, в соответствии с указанным выше, задачи данной темы решаются 
по следующему плану: 

1. Определяются точки излома линии пересечения, являющиеся точками пересе-
чения ребер многогранника с поверхностью вращения. 

2. Находятся точки, принадлежащие линиям пересечения отдельных  граней мно-
гогранника с телом вращения. При этом сначала следует найти характерные 
(опорные) точки кривых. Это точки, проекции которых отделяют видимую 
часть проекции линии пересечения от невидимой, это проекции наивысших и 
наинизших точек линии пересечения, ближайших и наиболее удаленных, край-
них слева и справа на проекциях линии пересечения. 

3. Определение видимости линии пересечения поверхностей и их очерков. Види-
мость проекций участков линии пересечения определяется из условия располо-
жения их на видимой стороне каждой поверхности. 

При построении точек линии пересечения многогранников с телами вращения ис-
пользуют вспомогательные секущие плоскости. Их располагают так, чтобы они пе-
ресекали данные поверхности по простым для построения линиям (прямым или ок-
ружностям). 
Рассмотрим линии пересечения поверхности прямой трехгранной призмы с по-

верхностью цилиндра вращения (рис. 11.1). Боковые грани призмы являются горизон-
тально-проецирующими плоскостями, а ось цилиндра перпендикулярна профильной 
плоскости проекций. 

По горизонтальной проекции видно, что в данном случае имеем проницание ци-
линдра призмой и линия пересечения состоит из двух замкнутых симметричных частей 
(на рисунке приведены обозначения точек только одной ее части). 

Грань призмы BB1C1 параллельна оси цилиндра и пересекает поверхность цилинд-
ра по прямой 2-3 (образующая цилиндра). 

Грани AA1BB1 и AA1CC1  наклонены к оси цилиндра и пересекают его поверхность 
по части эллипсов. 

Горизонтальная проекция линии пересечения совпадает с проекцией боковой по-
верхности призмы, а профильная проекция совпадает с проекцией боковой поверхности 
цилиндра. 

Характерными точками линии пересечения являются точки пересечения 1, 2, 3 ре-
бер призмы с поверхностью цилиндра (фронтальные проекции этих точек определяем с 
помощью линий связи, проведенных через их профильные проекции). Точки 4 и 5, нахо-
дящиеся на верхней образующей цилиндра, разграничивают фронтальную проекцию ли-
нии пересечения на видимую и невидимую части (фронтальные проекции этих точек оп-
ределим с помощью линий связи, проведенных через их горизонтальные проекции). 
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Рис. 11.1 

Построение промежуточных точек 6, 7, 8, 9 выполняем следующим образом. На 
одной из имеющихся проекций линии пересечения (горизонтальной или профильной) на-
мечаем проекции точек и с помощью линий связи строим их другие проекции. 

По построенным точкам проводим фронтальную проекцию линии пересечения. 
Видимой является часть 4″-6″-1″-7″-5″, расположенная на видимой проекции цилиндра. 
Часть фронтальных проекций ребер BB1 и CC1  закрывается очерком цилиндра. 

На рис. 11.2 построена линия пересечения поверхности конусом вращения с по-
верхностью прямой четырехгранной призмы ABCDA1 BF1 D1. Боковые поверхности приз-
мы являются профильно-проецирующими прямыми, а ось конуса перпендикулярна гори-
зонтальной плоскости проекций. 

Из профильной проекции видно, что имеет место врезание, т.к. ребро BB1 призмы 
не пересекает конус. Линия пересечения представляет собой замкнутую пространствен-
ную линию и состоит из четырех участков кривых второго порядка. Грань АА1ВВ1 пересе-
кает боковую поверхность конуса по эллипсу, грань BB1CC1  - по гиперболе, грань  
CC1DD1 – по окружности,  грань AA1DD1 – по параболе. 

Профильная проекция линии пересечения совпадает с проекцией боковой поверх-
ности призмы. 

Характерными точками линии пересечения являются точки пересечения 3, 7, 8 ре-
бер призмы с поверхностью конуса. Для этого через ребра АА1 ,  CC1, DD1 проведены гори-
зонтальные плоскости α и β, пересекающие конус по окружностям (параллелям). 

На рис 11.2 приведено обозначение точек лишь одной симметричной части линии 
пересечения. 

Плоскость β позволяет определить также дуги окружности, по которым грань 
CC1DD1 пересекает конус. 

Характерными точками эллипса, по которому грань АА1ВВ1 пересекает боковую 
поверхность конуса, являются точки 1, 2, M, L. Построение этих точек начинается с про-
фильных проекций. Высшая M и низшая 1 определяют малую ось фронтальной проекции 
эллипса и большую ось горизонтальной. Середина (точка О) отрезка M1 является центром 
эллипса. 
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а                                                                                     б 
Рис. 11.2 

С помощью горизонтальной плоскости γ, проведенной через точку О (параллель 
радиуса r) находится точка L, определяющая малую ось горизонтальной проекции эллипса 
и большую ось фронтальной проекции. Проекция 2'' точки 2, находящейся на фронталь-
ной очерковой образующей конуса разделяет фронтальную проекцию эллипса на види-
мую и невидимую. 

Вершина гиперболы (точка 5), по которой грань BB1CC1 пересекает поверхность 
конуса, определяется по профильной проекции 5'''. 

Построение точки 7, принадлежащей и гиперболе и окружности приведено выше. 
Промежуточная точка 6 построена с помощью горизонтальной плоскости δ сначала на го-
ризонтальной проекции, а затем на фронтальной. 

Вершина параболы (точка N), по которой грань AA1DD1 пересекает поверхность 
конуса, находится за пределами грани и определяется по ее профильной проекции. По-
строение точек 2 и 8, принадлежащих параболе, а также эллипса и окружности приведены 
ранее. Промежуточная точка 9 определена сначала на горизонтальной проекции, а затем 
на фронтальной с помощью горизонтальной плоскости ε. Видимость проекций линии пе-
ресечения определяется видимостью граней призмы и поверхности конуса. Следует отме-
тить, что часть ребра АА1 на фронтальной проекции до точки 3 закрывается контуром ко-
нуса. 

На рис. 11.2, б показано увеличенное изображение части фронтальной проекции.     
На рис.11.3 приведено построение линии пересечения сферы с прямой трехгранной 

призмой. Боковые ребра призмы перпендикулярны горизонтальной плоскости проекций. 
Из горизонтальной проекции видно, что в данном случае имеет место проницание сферы 
призмой. Горизонтальная проекция линии пересечения совпадает с проекцией боковой 
поверхности призмы. Характерными точками линии пересечения являются точки 1 и 2 - 
точки пересечения ребер призмы со сферой (обозначение точек линии пересечения приве-
дено лишь на одной симметричной части). Для построения этих точек использованы 
фронтальные плоскости α и β, проведенные через ребра призмы и пересекающие сферу по 
окружностям радиусов R и R1. 
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Рис. 11.3 

Фронтальную проекцию 1''  точки 1 можно определить и по профильной проекции. 
Так как грань призмы ВС является фронтальной плоскостью, то плоскость β позволяет 
определить дугу окружности, по которой она пересекает сферу. Точка 3 – высшая точка 
этой дуги. 

Грани АВ и АС призмы пересекают сферу по дугам окружностей, которые на фрон-
тальную и профильную плоскости проекций проецируются в виде частей эллипсов. Фрон-
тальная проекция линии пересечения этих граней представляет собой две симметричные 
части, а профильные проекции совпадают.  
Характерными точками фронтальной проекции линии пересечения являются также точки 
4'' и 5. Точка 4 разделяет линию на видимую и невидимую части, точка 5 – высшая точка 
линии пересечения. Проекция 4'' находится на очерке сферы – фронтальном меридиане, 
проекция 5'' - определим с помощью фронтальной плоскости γ. 

Для построения промежуточных точек 6'' и 7'' фронтальной проекции использова-
ны фронтальные плоскости δ и ε. Каждая из фронтальных плоскостей пересекает сферу по 
окружности определенного радиуса, а призму – по горизонтально-проецирующим пря-
мым. 

Видимой частью фронтальной проекции линии пересечения является часть эллипса 
1'' - 6'' - 5'' -4'', на профильной проекции симметричные части линии пересечения изобра-
жаются видимой линией. На фронтальной проекции части ребер В и С закрываются кон-
туром сферы. 

Примеры решения задач к главе 11 
Пример 1. Построить линию пересечения поверхности тора с поверхностью трех-

гранной призмы (рис. 11.4). 
Решение. Боковые грани призмы являются фронтально-проецирующими плоско-

стями и фронтальная проекция линии пересечения совпадают с проекцией боковой по-
верхности призмы. Из фронтальной проекции видно, что в данном случае имеет место 
проницание тора призмой (две замкнутые линии пересечения). 
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Рис. 11.4 

Характерными точками линии пересечения являются точки 1, 2, 3  (обозначение 
точек линии пересечения приведено для одной симметричной части). Для построения го-
ризонтальных проекций точек 1 и 2, в которых ребра  призмы пересекают поверхность то-
ра, использованы горизонтальные плоскости α и β. Эти плоскости пересекают призму по 
фронтально-проецирующим прямым, а тор – по окружностям радиусов R и R1. 

Плоскость β позволяет определить дугу окружности, по которой горизонтальная 
грань BB1CC1 пересекает поверхность тора. 

С помощью горизонтальной плоскости γ, пересекающей тор по экватору, опреде-
лим горизонтальную проекцию точки 3. Проекция 3′ разделяет горизонтальную проекцию 
линии пересечения на видимую и невидимую части. 

Для нахождения горизонтальных проекций точек 4 и 5 использованы горизонталь-
ные плоскости δ  и ε. Эти плоскости пересекают поверхность призмы по фронтально-
проецирующим прямым, а тор – по окружностям одинакового  радиуса R2. 

Профильная проекция линии пересечения строится по точкам, определяемым с по-
мощью линий связи. 

Видимой частью горизонтальной проекции линии пересечения является часть кри-
вой 1'' - 4''- 3'', расположенная на верхней части тора и видимых гранях призмы. На про-
фильной проекции симметричные части линии пересечения совпадают и изображаются 
видимой линией.  

Пример 2. Построить линию пересечения правильной треугольной пирамиды и ци-
линдра вращения (рис. 11.5). 

Решение. Из горизонтальной проекции видно, что в данном примере имеет место 
проницание цилиндром поверхности пирамиды. Одна часть линии пересечения состоит из 
трех плоских кривых (частей эллипсов), по которым грани пирамиды пересекают боковую 
поверхность цилиндра. Вторая часть линии пересечения вырождается в точку S, т.к. вер-
шина пирамиды находится  на верхнем основании цилиндра. Поскольку пирамида являет-
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ся правильной и ее высота совпадает с осью цилиндра, то все участки линии пересечения 
одинаковы.  
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Рис. 11.5 

 

Боковая поверхность цилиндра вра-
щения – горизонтально-проецирующая, по-
этому горизонтальная проекция линии пе-
ресечения совпадает с горизонтальной про-
екцией цилиндра. 

Грани пирамиды SAB и SAC  явля-
ются плоскостями общего положения с 
совпадающими фронтальными проекциями. 
Поэтому фронтальные проекции линии пе-
ресечения этих граней с цилиндром (части 
эллипсов) совпадают. Грань SBC является 
фронтально-проецирующей плоскостью и 
фронтальная проекция линии пересечения 
совпадает со следом-проекцией этой грани.  

Характерными точками линии пере-
сечения являются точки пересечения ребер 
пирамиды с поверхностью цилиндра. Ребро 
SA пересекает очерковую образующую ци-
линдра в точке 1, так как ребра расположе-
ны в одной фронтальной плоскости. Фрон-
тальные проекции точек пересечения ребер 
SB и SC с поверхностью цилиндра совпа-
дают с 2'' и находятся на одной горизон-
тальной прямой с проекцией 1''. Фронталь-
ная проекция точки 2 может быть построе-
на и с помощью линии связи по горизон-
тальной 2'. 

К другим характерным точкам отно-
сятся самые низшие точки, в которых грани 
пирамиды пересекают поверхность цилин-
дра. Эти точки находятся с помощью вспо-
могательных плоскостей, проходящих че-
рез ось цилиндра и пересекающих грани по 
линии наибольшего ската. 

Так, для построения фронтальной проекции точки 3 использована плоскость α, пе-
ресекающая пирамиду по прямой SD , а цилиндр – по образующей. Проекция 3''' находит-
ся на одной горизонтальной прямой с точкой пересечения фронтально-проецирующей 
грани SBC и очерковой образующей цилиндра. 

Для нахождения фронтальных проекций промежуточных точек 4, 5, 6 ,7 использо-
ваны горизонтальные плоскости β и γ, пересекающие цилиндр по окружностям, а пирами-
ду – по треугольникам. В пересечении их горизонтальных проекций получаются горизон-
тальные проекции 4', 5', 6' ,7′ этих точек. Фронтальные проекции определяются с помо-
щью линий связи на фронтальных проекциях вспомогательных плоскостей.  

 

Вопросы для контроля 
1. Что представляет собой линия пересечения тела вращения с многогранником? 
2. Какие точки являются характерными при построении линии пересечения? 
3. Как определяется видимость участков линии пересечения? 
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Глава 12 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ВРАЩЕНИЯ 

 
Линия пересечения двух поверхностей вращения в общем случае представляет 

пространственную кривую, которая может распадаться на две и более части. Эти части 
могут быть, в частности, и плоскими кривыми и даже прямыми линиями. 

Линию пересечения поверхностей обычно строят по ее отдельным точкам. Точки 
подразделяются на характерные (опорные) и промежуточные (случайные). 

Общим способом построения этих точек является способ вспомогательных секу-
щих поверхностей – посредников. При пересечении данных поверхностей вспомогатель-
ной поверхностью определяются линии пересечения ее с данными поверхностями, в пе-
ресечении этих линий получаются точки, принадлежащие искомой линии пересечения. 

Наиболее часто в качестве поверхностей-посредников применяются плоскости 
или сферы. 
 

12.1. Способ вспомогательных секущих плоскостей 
 

В качестве вспомогательных секущих плоскостей чаще всего используют плоско-
сти, параллельные одной из плоскостей проекций. Положение их выбирают таким, что-
бы они пересекали заданные поверхности по простейшим линиям – прямым или окруж-
ностям. 

Если одна из поверхностей является цилиндрической проецирующей поверхно-
стью, то построение линии пересечения упрощается, так как в этом случае одна проек-
ция линии пересечения совпадает с окружностью – проекцией цилиндра на перпендику-
лярную плоскость проекций.  

На рис. 12.1, а показано построение линии пересечения двух цилиндров враще-
ния, оси которых скрещиваются. Ось горизонтального цилиндра – профильно-
проецирующая, а ось  вертикального – горизонтально-проецирующая. 

Линией пересечения цилиндров является пространственная кривая, горизонталь-
ная проекция которой совпадает с окружностью - горизонтальной проекцией вертикаль-
ного цилиндра. Отметим на этой окружности точки, принадлежащие линии пересечения: 
опорные 1, 2, 3, 4, лежащие на крайних образующих цилиндров, и промежуточную 5. 
Точки обозначены только на одной симметричной части линии пересечения. 

Фронтальные проекции точек 1, 3, 31, лежащие на ближней верхней и нижней об-
разующих горизонтального цилиндра, определяем с помощью линий связи. 

Для построения фронтальных проекций точек 2, 21, 4, 41, 5, 51 использованы 
вспомогательные фронтальные плоскости α, β, γ, пересекающие оба цилиндра по обра-
зующим. Положение образующих вертикального цилиндра найдем по их горизонталь-
ным проекциям при помощи вертикальных линий связи. Для построения образующих 
горизонтального цилиндра использована его профильная проекция. 

На рис. 12-1, б приведено наглядное изображение пересекающихся цилиндров и 
вспомогательная плоскость γ, используемая для построения промежуточных точек 5, 51. 

Видимой частью горизонтальной проекции линии пересечения является линия  
2″- 5″- 1″- 51″- 21 ″, принадлежащая видимым частям обоих цилиндров. 
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Рис.12.1 

На рис.12.2, а показано построение линии пересечения конуса вращения и ци-
линдра вращения, у которых оси скрещиваются под прямым углом. 

1''5''
7''

3''

8''
6'' 4'' 9''

2''

1'

5'
7'

3'

8' 6' 4'
9'

2'

1

2

3

4

5

6

7

8

9

 
                                            а                                                                      б 

Рис.12.2 



 115  

Линией пересечения указанных тел является пространственная кривая, фронталь-
ная проекция которой совпадает с окружностью - фронтальной проекцией цилиндра. 
Отметим на этой окружности точки линии пересечения: опорные (1, 2, 3, 4, 5, 6) и  проме-
жуточные (7, 8, 9). Точки обозначены только на одной симметричной части линии пере-
сечения. Горизонтальные проекции точек 1 и 2, лежащие на кривой очерковой образую-
щей конуса, определим с помощью линий связи. Для построения горизонтальных проек-
ций точек 3 и 4 использованы вспомогательные плоскости α и β. 

Плоскость α пересекает цилиндр по крайней левой образующей, а конус по ок-
ружности (параллели) радиуса R, пересечение которых определяет горизонтальную про-
екцию 3′ точки 3. 

Плоскость β, касающаяся цилиндра в его нижней образующей и пересекающей 
конус по окружности соответствующего радиуса, позволяет построить горизонтальную 
проекцию 4′ точки 4. 

Подобным образом с помощью горизонтальных плоскостей γ, δ, ε и ξ   находятся 
горизонтальные проекции точек 5 и 6, расположенных на ближней и дальней образую-
щих конуса, а также горизонтальные проекции промежуточных точек 7, 8, 9. 

Видимой частью горизонтальной проекции линии пересечения является  линия  
1′- 7′- 3′, принадлежащая видимой (верхней) части цилиндра. 

На рис. 12.2, б приведено наглядное изображение взаимно пересекающихся ци-
линдра и конуса и вспомогательная плоскость δ, используемая для построения промежу-
точной точки 7.    

На рис. 12.3, а показано построение линии пересечения полусферы с цилиндром 
вращения. Поскольку ось цилиндра перпендикулярна к горизонтальной плоскости про-
екций, то горизонтальная проекция линии пересечения совпадает с окружностью – гори-
зонтальной проекцией цилиндра. Отметим на этой окружности опорные точки линии 
пересечения A, B, C, D, G, H, K, L и промежуточные  M, N, P. 
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Точки А и В (низшая и высшая точки) расположены в горизонтально-
проецирующей плоскости α, горизонтальный след - проекция α′ которой пройдет через 
горизонтальные проекции D′ и D1′ осей тел вращения. Чтобы определить фронтальные 
проекции А″ и В″ этих точек, повернем плоскость α с лежащими на ней линиями сечения 
сферы и цилиндра вокруг оси сферы до фронтального положения. Пересечение нового 
положения, образующих цилиндра и контура сферы на П z, с которым совпадает проек-
ция сечения сферы плоскостью α после поворота, дает точки А1″ и В1″, по которым опре-
деляем проекции  А″ и В″. 

Фронтальные проекции точек C и D, расположенных на фронтальном меридиане 
сферы, определим с помощью линий связи. 

Для построения фронтальных проекций опорных точек E, F, G, H, расположенных 
на крайних образующих цилиндра, и точек K, L, находящихся на профильном меридиане 
сферы, использованы вспомогательные фронтальные плоскости α, β, γ, δ, ε. Фронтальные 
проекции промежуточных точек M, N, L построим с помощью фронтальных плоскостей  –
пересекают (касаются) цилиндр по образующим, а полусферу – по полуокружности. Так, 
вспомогательная плоскость ξ пересекает цилиндр по соответствующим образующим, а 
полусферу – по дуге радиуса R. Пересечение фронтальных проекций указанных линий 
сечения и дает точки M″ и N″. 

Найденные фронтальные проекции опорных и промежуточных точек соединяем 
лекальной кривой, обводя точки в порядке их расположения на поверхности цилиндра. 

Видимой частью фронтальных проекции является E′ - M′ - A′-  G′ - K′-  ′F′, при-
надлежащая видимой (передней) части цилиндра. 

На рис. 12.3, б представлено наглядное изображение пересекающихся цилиндра и 
полусферы и вспомогательная плоскость ξ , используемая для построения промежуточ-
ных точек M и N. 

12.2. Особые случаи пересечения 
 При пересечении между собой кривых поверхностей линиями пересечения в об-
щем случае являются пространственные кривые, которые в ряде случаев могут распа-
даться на более простые линии. Рассмотрим некоторые из этих случаев. 

1. Два цилиндра с параллельными осями, два конца с общей вершиной пересека-
ются по образующим.  

На рис. 12.4, а изображены пересекающиеся между собой цилиндры вращения с 
параллельными осями. Линиями пересечения являются общие образующие L1  и L2. 
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На рис. 12.4, б изображены  пересекающиеся между собой наклонные конусы с 
круговыми основаниями и общей вершиной S. Линиями пересечения являются общие 
образующие  S1 и S2. 

2. Если две поверхности второго порядка описаны около третьей или вписаны в 
нее, то линия их пересечения распадается на две плоские кривые второго по-
рядка. Плоскости этих кривых проходят через прямую, соединяющую точки 
пересечения линий касания.  

На рис. 12.5 изображены пересекающиеся между собой цилиндр и конус, касаю-
щиеся сферы радиуса R. Линии касания – окружности, плоскости которых параллельны 
фронтальной и профильной плоскостям проекций. 
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Плоскости касания пересекаются между собой по фронтально-проецирующей 
прямой АВ. Фронтальная проекция линии пересечения – два эллипса, плоскости которых 
проходят через прямую АВ и являются фронтально-проецирующими плоскостями. 
Большие оси эллипсов – отрезки 1-2 и 3-4, а малые равны диаметру цилиндра. Горизон-
тальная проекция линии пересечения находится из условия принадлежности ее точек 
поверхности конуса. 

3. Соосные поверхности вращения (т.е. поверхности с общей осью) пересека-
ются по окружностям. 

Если ось вращения соосных поверхностей перпендикулярна к какой либо плоско-
сти проекций, то линия их пересечения проецируется на эту плоскость в виде окружно-
сти, а на другую плоскость проекций – в прямую линию. 

На рис. 12.6 даны примеры пересечения соосных поверхностей вращения (ось 
вращения перпендикулярна плоскости π1). На рис. 12.6, а приведены  цилиндр и конус, 
б  – конус и сфера,  в – две сферы,   г – сфера и тор. 
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  а) цилиндр и конус,           б) конус и сфера,                        в) две сферы,                      г) сфера и тор 

Рис.12.6 

 
 

  

Рис. 12.7 

 
За ось сферы можно принять любой 

ее диаметр. Поэтому сфера, центр которой 
находится на оси поверхности вращения, 
пересекается с этой поверхностью по ок-
ружности. На рис. 12.7 показана сфера, пе-
ресекающаяся с цилиндром и конусом, оси 
которых параллельны  фронтальной плос-
костью проекций. 

Плоскости окружностей, по кото-
рым пересекаются поверхности вращения, 
перпендикулярны осям поверхностей вра-
щения, вследствие чего окружности на 
фронтальную плоскость проекций проеци-
руются в виде отрезков прямых линий. 

12.3. Способ вспомогательных сфер 
 При построении линии пересечения поверхностей вращения не всегда удается 
подобрать секущие плоскости так, чтобы они пересекали поверхности по линиям, про-
екции которых были бы прямыми или окружностями. В некоторых таких случаях в ка-
честве секущих поверхностей (посредников) целесообразно применять сферы. Этот спо-
соб основан на свойстве сферы пересекаться с любой поверхностью вращения, ось кото-
рой проходит через центр сферы по окружности.  
 Чтобы сфера одновременно пересекала две поверхности по окружностям, про-
ецирующимся в прямые линии, необходимо выполнить следующие условия: 

1) Оси поверхностей вращения должны пересекаться (точку пересечения при-
нимают за центр  вспомогательных концентрических сфер). 

2) Оси поверхностей вращения должны располагаться параллельно какой-либо 
плоскости проекций.  

На рис.12.8 показано построение линии пересечения двух конусов с пересекаю-
щимися осями, параллельными плоскости π2. 
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Анализ графического условия показывает, что для решения задачи нельзя вы-
брать секущие плоскости, пересекающие поверхности по простым линиям (прямым или 
окружностям). Так горизонтальные или профильные плоскости пересекают один конус 
по окружностям, а другой в общем случае пересекают по гиперболам. Вместе с тем в за-
даче выполняются все условия, позволяющие применить способ сфер.  

Линия пересечения – пространственная кривая – симметрична относительно 
плоскости, образованной пересекающимися осями конусов. Фронталь – проекции сим-
метричных половин совпадают и образуют кривую 2-ого порядка. Точки 1 и 2, обра-
зующиеся в пересечении очерков конусов очевидны. Остальные точки определены с по-
мощью вспомогательных сфер с центром в точке О″ - точке пересечения осей конусов. 

С помощью сферы Сф.1 (наименьшей из всех возможных) построена самая левая 
точка фронтальной проекции линии пересечения. Эта сфера касается поверхности кону-
са с вертикальной осью по окружности радиуса R и пересекает другой конус по окруж-
ности радиуса R1. В пересечении этих окружностей получается фронтальная проекция 
3″. 
 Для определения фронтальной проекции точки 4, расположенной на ближайшей 
образующей конуса с горизонтальной осью, использована сфера Сф.2. Радиус этой сфе-
ры подобран так, чтобы окружность пересечения ее с поверхностью конуса с вертикаль-
ной осью лежала в плоскости α (α″). 
 С помощью сферы Сф.3 определена фронтальная проекция 5″точки 5. Радиус 
вспомогательных сфер не должен превышать отрезка 0″1″, т.к. получаются точки вне 
проекций конусов. 
 Применение способа сфер позволяет построить линию пересечения поверхностей 
вращения, пользуясь только одной проекцией. 
 

12.4. Примеры решения задач 
 
Пример 1. Построить линию пересечения поверхности конуса вращения и сферы 

(рис. 12.9). 
Решение. Линия пересечения заданных поверхностей представляет собой про-

странственную кривую линию, имеющую фронтальную плоскость симметрии δ (δ′), об-
разованную пересекающимися осями конуса и сферы. 
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Рис.12.9 

Ее горизонтальная проекция симметрична относительно δ′, а фронтальные про-
екции симметричных половин совпадают (обозначение точек приведено лишь на одной 
симметричной половине кривой пересечения). 
 Точки 1 и 2, расположенные на очерках фронтальных проекций конуса и сферы, 
очевидны и определяются без дополнительных построений. 
 Точка 3 на экваторе сферы построена с помощью горизонтальной плоскости α 
(α″), пересекающей конус по окружности радиуса R. В пересечении горизонтальных 
проекций этой окружности и экватора находится горизонтальная проекция 3′ точки 3 и 
профильную 3″′ проекции точки 3 определим с помощью линии связи. Точка 3 на гори-
зонтальной проекции разделяет кривую на видимую и невидимую части. 
 Точки 4 и 5, расположенные на очерковых образующих фронтальных проекций 
конуса, определим с помощью профильной плоскости β (β″), пересекающей сферу по 
окружности радиуса R1. В пересечении профильных проекций этой окружности и очер-
ковых образующих конуса находятся профильные проекции 4″′ и 5″′ точек 4 и 5. 

С помощью линий связи определим фронтальные и горизонтальные проекции 
этих точек. 
 Так как пересекающиеся оси конуса и сферы образуют плоскость, параллельную 
плоскости π2, то наряду с секущими плоскостями можно применять и секущие сферы с 
центром в точке О. Так для построения крайней правой точки кривой использована 
вспомогательная сфера Сф.1, вписанная в конус (т.е. имеющая наименьший радиус). В 
пересечении фронтальной проекции окружности касания и фронтальной проекции ок-
ружности пересечения со сферой находится фронтальная проекция 6″ точки 6.  
 Подобным образом определена точка 7, расположенная на профильном меридиа-
не сферы. Радиус Rz этой сферы взят таким, чтобы она пересекала сферу по профильно-
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му меридиану. Точка 7 на профильной проекции разделяет кривую на видимую и неви-
димую части. 

Все построенные выше точки являются опорными. 
 Промежуточная точка 8 построена с помощью горизонтальной плоскости γ (γ″). 

 На рис. 12.9 также изображены в масштабе увеличения фрагменты профильной 
проекции. 

Пример 2. Построить линию пересечения поверхности тора с цилиндром враще-
ния (рис.12.10). 
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Рис. 12. 10 

Решение. Анализ графического условия задачи показывает, что применение спо-
соба вспомогательных секущих плоскостей в данном примере нерационально, т.к. нель-
зя в общем случае подобрать секущие плоскости так, чтобы они пересекали заданные 
поверхности по простым линиям (прямым или окружностям). 
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Так как оси тора или цилиндра пересекаются и параллельны фронтальной плос-
кости проекций, то для решения задачи применим способ вспомогательных концентри-
ческих сфер с центром в точке О. Кривая линия пересечения симметрична относительно 
плоскости, образованной пересекающими осями заданных поверхностей, а фронтальные 
проекции симметричных половин совпадают. 

Точки 1 и 2, расположенные на пересечении очерков фронтальных проекций тора 
и цилиндра, очевидны. 

С помощью сферы Сф.1, вписанной в тор (т.е. имеющий наименьший радиус), 
построена фронтальная проекция точки 3 – левой  точки кривой пересечения. Вспомога-
тельная сфера Сф.1 касается поверхности тора по окружности радиуса R и пересекает 
поверхность цилиндра по окружности, определяемой точками пересечения образующих 
цилиндра сферой. В пересечении этих окружностей получается фронтальная проекция 
точки 3 (обозначение точек приведено лишь на симметричной половине кривой). С по-
мощью вспомогательных сфер Сф.2 и  Сф.3 построены фронтальные проекции точек 4, 
5, 6.   

Полученные фронтальные проекции точек соединяем плавной кривой и отмечаем 
точку 7″ пересечения ее с осью цилиндра. 

Горизонтальные проекции точек кривой пересечения построены из условия при-
надлежности их соответствующим параллелям (окружностям) тора. Так точка 3 нахо-
дится на окружности радиуса R. 

Горизонтальная проекция 7′, расположенной на очерковой образующей цилинд-
ра, разделяет проекцию кривой на видимую и невидимую части. 

Эллипс – горизонтальная проекция основания цилиндра – построен по двум ее 
осям с помощью вспомогательных окружностей. 

 
12.5. Вопросы для контроля 

  
1. В чем сущность общего способа пересечения одной поверхности другою? 
2. Как подбирают положение вспомогательных секущих плоскостей при пересе-

чении поверхностей вращения? 
3. Какие точки пересечения называются опорными (характерными)? 
4. По каким линиям пересекаются между собой: а) цилиндры с параллельными 

осями; б) конусы с общей вершиной? 
5. Какие линии получаются при взаимном пересечении двух поверхностей вра-

щения, описанных вокруг общей для них сферы или вписанных в сферу? 
6. По каким линиям пересекаются между собой соосные поверхности вращения? 
7. Какие условия должны быть выполнены для применения способа вспомога-

тельных концентрических сфер? 
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Глава 13. АКСОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЕКЦИИ 
 

13.1 Общие сведения 
 

Аксонометрическая проекция, или аксонометрия, дает наглядное изображение 
предмета на одной  плоскости. Слово аксонометрия означает осеизмерение. 

Способ аксонометрического проецирования состоит в том, что данную фигуру  
вместе с осями прямоугольных координат, к которым она отнесена в пространстве, па-
раллельно проецируют на некоторую плоскость, принятую за плоскость аксонометриче-
ских проекций (ее называют также картинной плоскостью). При различном взаимном 
расположении осей координат в пространстве и плоскости аксонометрической проек-
ции, а также при разном направлении проецирования можно получить множество аксо-
нометрических проекций, отличающихся одна от другой направлением аксонометриче-
ских осей и масштабами по ним.  

В конструкторской документации аксонометрические проекции стандартизованы 
в ГОСТ 2.317-69. Он предусматривает три частных вида аксонометрических проекций:  

− ортогональная изометрия,  
− ортогональная диметрия,  
− фронтальная (косоугольная) диметрия. 
Рассмотрим, как будут направлены аксонометрические оси, а также как будет 

осуществляться масштабирование по ним в случае направления проецирования, перпен-
дикулярного аксонометрической плоскости проекций, т.е. для прямоугольной аксоно-
метрической проекции. 

На рис. 13.1 изображена пространственная система ортогональных координат Ox, 
Oy, Oz, а также единичные отрезки e на осях координат и их проекции в направлении S 
на некоторую (картинную) плоскость ε, являющуюся аксонометрической плоскостью 
проекций.  
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Рис. 13.1 

 
Проекции ex, ey, ez отрезка e на соответствующих аксонометрических осях Oεx, 

Oεy, Oεz в общем случае не равны отрезку e и не равны между собой. Эти проекции яв-
ляются единицами измерения по аксонометрическим осям – аксонометрическими мас-
штабами. 
Отношения: ex / e = k; ey / e = m; ez / e = n называют коэффициентами искажения по аксо-
нометрическим осям. 

В частном случае положение картинной плоскости можно выбрать таким, что ак-
сонометрические единицы – отрезки  ex, ey, ez – будут равны между собой или будет 
равна между собой пара этих отрезков. 
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При ex = ey =  ez (k = m = n) аксонометрическую проекцию называют изометриче-
ской, искажения по всем осям в ней одинаковы.  

При равенстве аксонометрических единиц по двум осям, обычно при ex = ey ≠ ez (k 
= m ≠ n), имеем диметрическую проекцию.  

Если ex ≠ ey ≠ ez (k ≠ m ≠ n), то проекцию называют триметрической. 
Отрезки Oεx, Oεy, Oεz  являются  аксонометрическими проекциями отрезков Ox, 

Oy, Oz. Обозначим углы между осями координат и их проекциями на плоскости ε через 
α, β, γ. 

Тогда  Oεx / Ox = cosα; Oεy/Oy = cosβ; Oεz/Oz = cosγ. Эти отношения являются ко-
эффициентами искажения, т.е. k = cosα; m = cosβ; n = cosγ. Поскольку треугольники 
OεxO, OεyO и  OεzO прямоугольные, то сумма квадратов направляющих косинусов равна 
единице: 

cos2(π/2-α) + cos2(π/2-β) + cos2(π/2-γ) = 1. 
Отсюда   sin2α + sin2β + sin2γ = 1, или  1 - cos2 α + 1 - cos2 β + 1 - cos2 γ = 1, 

следовательно, cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 2. 
Таким образом: k2 + m2 + n2 = 2, т.е. сумма квадратов коэффициентов искажения 

равна 2. 
 

13.2 Ортогональная изометрическая проекция 
 

Ортогональная (прямоугольная) изометрическая проекция образуется при прямо-
угольном проецировании предмета и связанных с ним координатных осей на плоскость 
аксонометрических проекций, одинаково наклоненную к каждой координатной оси. 

При таком проецировании все три коэффициента искажений будут равны между 
собой: k = m = n;  k2 + m2 + n2 = 2, тогда   3k2= 2, 
откуда  82,03/2 ≈=k .      Углы между аксонометрическими осями будут равны 120°.    

При построении изометрической проекции размеры предмета, откладываемые по 
аксонометрическим осям, необходимо умножать на 0,82. Поскольку такой перерасчет 
размеров неудобен, изометрическую проекцию для упрощения выполняют без умень-
шения размеров (искажения) по осям x, y, z, т.е. принимают приведенный коэффициент 
искажения равным единице. При этом увеличение изображения предмета составляет 
22% (1/0,82 = 1,22). Каждый отрезок, направленный по осям x, y, z или параллельно им, 
сохраняет свою величину.  

Расположение осей изометрической проекции показано на рис. 13.2, а. Аксоно-
метрические оси изометрической проекции, а также отрезки прямых, параллельные этим 
осям, удобно строить с помощью угольника с углами 30 и 60°. 
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Рис. 13.2 
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Все отрезки прямых, которые были параллельны осям x, y  и z на комплексном 

чертеже, останутся параллельными соответствующим осям в изометрической проекции 
(рис. 13.2, б). 
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Рис. 13.3 

На рис 13.3 показано построение эллипсов, в которые проецируются окружности, 
лежащие в плоскостях проекций или в плоскостях, параллельных им. Размер большой 
оси эллипса равен 1,22d, малой – 0,71d, где d – диаметр окружности. В учебных черте-
жах рекомендуется вместо эллипсов применять овалы, очерченные дугами окружностей. 
На этом же рисунке показано расположение осей овалов и один из способов построения 
овалов  в прямоугольной изометрической проекции. 

На рис. 13.4 приведен  пример изометрической проекции цилиндрической детали, 
усеченной несколькими плоскостями. 
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Рис. 13.4 
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13.3. Ортогональная диметрическая проекция 

Ортогональная диметрическая проекция образуется при прямоугольном проеци-
ровании предмета и связанных с ним координатных осей на плоскость аксонометриче-
ских проекций, одинаково наклоненную к двум координатным осям. 

Коэффициенты искажений в диметрической проекции имеют следующие значе-
ния:  k = n; m = 1/2k. Тогда  2k2 + 1/4k2 = 2;    94,09/8 ≈=k ; m ≈ 0,47.    

В целях упрощения построений в  соответствии с ГОСТ 2.317 – 69, как и в изо-
метрических проекциях, приведенные коэффициенты искажений по осям x и z  прини-
мают равным единице; а по оси y  коэффициент искажения равен 0,5. Следовательно, по 
осям x и z  или параллельно им все размеры откладывают в натуральную величину, а по 
оси y размеры уменьшают вдвое. Увеличение в этом случае составляет 6% (выражается 
числом 1,06 = 1/0,94). 
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Рис. 13.5 

 
 

Расположение осей x и y в димет-
рической проекции, полученное расчет-
ным путем, показано на рис. 13.5. Ось x 
наклонена по отношению к горизонталь-
ной линии под углом 7°10', а ось y – под 
углом 41°25'. 

С достаточной для практических 
целей точностью в прямоугольной ди-
метрии оси x и y можно строить по тан-
генсам углов: 
           tg7° 10′ ≈ 1/8;    tg42° 25′ ≈ 7/8. 

Продолжение оси y за центр Oε 
(рис. 13.1) является биссектрисой угла 
xOεz, что также может быть использова-
но для построения оси y. 

В диметрической проекции изображения геометрических тел строят так же, как в 
изометрической, с учетом коэффициента искажений по оси y, вдоль которой размеры 
уменьшаются вдвое. Все отрезки прямых, которые были параллельны осям x, y  и z на 
комплексном чертеже, останутся параллельными соответствующим осям в диметриче-
ской проекции. На рис. 13.6 приведены окружности в  диметрической проекции с указа-
нием соответствующих значений величин осей эллипсов. 
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Рис. 13.6 
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Большая ось AB эллипсов во всех случаях равно 1,06d, где d – диаметр окружно-
сти.  Малые оси CD эллипсов, расположенных на плоскостях, параллельных плоскостям 
проекций π1 и  π3 , равны 0,35d, а на плоскости, параллельной фронтальной плоскости 
π2,– 0,95d.  

13.4. Косоугольная фронтальная диметрия 
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Рис. 13.7 
 

На практике часто бывает полез-
ным построение такой аксонометриче-
ской проекции, в которой хотя бы одна 
из координатных плоскостей не искажа-
лась. Очевидно, что для выполнения это-
го условия плоскость проекций должна 
быть параллельна одной из координат-
ных плоскостей. При этом нельзя поль-
зоваться ортогональным проецировани-
ем, так как координатная ось, перпенди-
кулярная указанной координатной плос-
кости, изобразится точкой и изображе-
ние будет лишено наглядности. Поэтому 
пользуются косоугольным проецирова-
нием, при котором направление оси y 
выбирают так, чтобы углы между ней и 
осями x и z равнялись бы 135° (рис. 
13.7), а показатель искажения 0,5.   

Такую косоугольную аксонометрию называют фронтальной диметрией. Коэффици-
енты искажений по осям x и z равны 1, а по оси y  коэффициент искажений равен 0,5. 
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                              Рис. 13.8    

На рис. 13.8 показаны проек-
ции окружностей, расположенных в 
плоскостях, параллельных коорди-
натным.  

Окружность, расположенная в 
плоскости xOz, проецируется на 
плоскость проекций без искажения, а 
окружности, расположенные в плос-
костях, параллельных координатным 
плоскостям xOy и xOz, спроецируют-
ся в виде эллипсов. Эти эллипсы 
обычно строят по сопряженным диа-
метрам. Большая ось эллипсов равна 
1,07d, а малая ось – 0,33d (d – диа-
метр окружности).  
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13.5. Примеры решения задач к главе 13 
Пример 1. Построить  изометрическую проекцию точки A, представленной орто-

гональными проекциями A' и A'' (рис. 13.9, а).   
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Рис. 13.9 

Решение задачи приведено на рис. 13.9, б. Если даны ортогональные проекции 
точки, то это значит, что известны все три координаты x, y и z, позволяющие построить 
изометрическую проекцию. Построение начинают с изометрических осей, которые про-
водят под углом 120° друг к другу. Далее от начала координат O по оси x откладывают 
отрезок OAx. Из полученной точки Ax проводят прямую, параллельную оси y, и на ней 
откладывают отрезок  AxA'. Из точки A' проводят прямую, параллельную оси z, на кото-
рой откладывают отрезок, равный координате z  точки A –  AxA''.  Полученная точка A – 
искомая изометрическая проекция точки A.  
 

x y

z

a

a
2

 
 

Рис.  13.10 
 

Пример 2. Построить изометри-
ческую проекцию куба.  

Решение задачи представлено на 
рис. 13.10.  Центр нижнего основания 
куба размещен в точке O пересечения 
изометрических осей. В направлении 
осей x, y откладываются расстояния, рав-
ные половине длины стороны куба a/2. 
Из полученных точек проводятся  сторо-
ны основания куба, равные полной дли-
не a. Линии проводят параллельно осям. 
Затем из точки O вдоль оси z вверх от-
кладывается расстояние a и строится 
верхнее основание куба. Вершины ниж-
него и верхнего оснований соединяют 
вертикальными линиями.  

Пример 3. Построить изометрическую проекцию  правильного шестиугольника 
(рис. 13.11). 

Решение. На рисунке 13.11, а за оси координат приняты оси симметрии шести-
угольника – x и y. Для построения изометрической проекции от начала аксонометриче-
ских осей O по оси x отложены отрезки ∆X (влево и вправо). Коэффициенты искажений 
по всем осям приняты равными единице. Замечая, что оставшиеся вершины симметрич-
ны относительно осей координат, откладываем вдоль оси y отрезки ∆Y (вверх и вниз). 

Затем через точки 1 и 2 проводят отрезки, параллельные оси x. Длина каждого от-
резка равна удвоенной величине Xb,  которая замеряется по исходному шестиугольнику. 
Полученные точки A, B, C, D, E, F соединяют отрезками прямых линий.  
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Рис. 13.11 
Пример 4.  По заданным прямоугольным проекциям построить изометрическую 

проекцию  цилиндра и  точки М, лежащей на его боковой поверхности. Начало коорди-
нат находится в центре нижнего основания (рис. 13.12). 
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Рис. 13. 12 

Решение. Проводим изометрические оси x, y и строим эллипс нижнего основания 
(расчет длин осей и порядок построения эллипсов приведены на рис. 13.3). Затем опре-
деляем центр верхнего основания цилиндра и строим второй эллипс. Оба эллипса соеди-
няем вертикальными образующими. Для построения точки M отмечаем точку M'  на 
нижнем основании цилиндра (например, на пересечении с осью y), затем на заданной 
высоте проводим линию h на боковой поверхности цилиндра (строим эллипс) и на пере-
сечении с вертикальной образующей, проходящей из точки M', отмечаем точку M.  

x

y

z

a

a2

a

 

Рис. 13.13 

Пример 5. Построить прямоуголь-
ную диметрическую проекцию куба со 
стороной, равной a. Решение задачи пред-
ставлено на рис. 13.13. Расположение 
осей прямоугольной 
диметрической проекции приведено на 
рис. 13.4. Нижнее основание куба разме-
щено в  плоскости  xOy. В направлении 
оси x откладывается расстояние, равное 
полной длине куба a.   В направлении оси 
y откладывается расстояние, равное поло-
вине длины стороны куба a/2. Из полу-
ченных точек проводятся  стороны осно-
вания куба параллельно осям x и y.  
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Затем из точки O вдоль оси z вверх откладывается расстояние a и строится верх-
нее основание куба аналогично нижнему. Вершины нижнего и верхнего оснований со-
единяют вертикальными линиями. 

Пример 6. Построить фронтальную косоугольную диметрическую проекцию 
шестигранника. Решение задачи представлено на рис. 13.14.  
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Рис. 13.14 

Расположение осей косоугольной 
диметрической проекции приведено на 
рис. 13.7. Разместим основание шести-
угольной призмы A, B, C, D, E, F парал-
лельно плоскости xOz. В этом случае 
шестиугольник проецируется на аксоно-
метрическую плоскость проекций без ис-
кажений. Затем из вершин шестиуголь-
ника A, B, C, D, E, F  проводим прямые, 
параллельные оси y. На этих прямых от-
кладываем отрезки, равные половине вы-
соты призмы. Соединив полученные  
точки, получаем второе основание приз-
мы. В заключении определяем видимые и 
невидимые линии призмы. Невидимые 
линии изображаются штриховыми ли-
ниями.  

 
13.6. Контрольные вопросы и задания 

 
1. Что такое аксонометрия? 
2. Как получается аксонометрический чертеж? 
3. Что такое показатель (коэффициент) искажения? 
4. Какие виды аксонометрии вы знаете? 
5. Как располагаются оси прямоугольной изометрии? 
6. Чему равны натуральные и приведенные показатели искажения в прямо-

угольной изометрии? 
7. Каков масштаб изображения в стандартной прямоугольной изометрии? 
8. Постройте в прямоугольной диметрии шестигранную призму. 
 


