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ДОСТАТОЧНОЕ УСЛОВИЕ СТАБИЛИЗАЦИИ 
ДЛЯ ОДНОЙ СИСТЕМЫ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА 

В публикации рассматривается достаточное условие стабилизации для стационарной дина-
мической системы с запаздывающим аргументом нейтрального типа с одним входом и одним 
запаздыванием по состоянию. Дается определение задачи стабилизации для исследуемой систе-
мы. Показано, что при выполнении определенных условий и с определенными регуляторами  
исследование системы нейтрального типа можно заменить исследованием эквивалентной ей сис-
темы запаздывающего типа. Системы запаздывающего типа гораздо более просты для изучения, 
чем системы нейтрального типа. Были получены различные достаточные условия для их стаби-
лизации, одно из которых применено к рассматриваемой системе нейтрального типа. 
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гуляторы, обратная связь, запаздывание. 
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SUFFICIENT CONDITION OF STABILIZATION  
FOR ONE NEUTRAL TYPE SYSTEM 

The article obtained a sufficient stabilization condition for a stationary dynamical system with a de-
layed argument of neutral type with one input and one delay by state. The definition of the stabilization 
problem for the system under study is given. It is shown that, under certain conditions and with certain re-
gulators, the study of a neutral type system can be replaced by a study of an equivalent system of  
a delayed type. Delayed systems are much simpler to learn than neutral systems. Various sufficient condi-
tions were obtained for their stabilization, one of which was applied to the considered system of neutral type. 

Key words: neutral type systems, delayed systems, stabilization, regulators, feedback control, lag. 

Введение. Задача стабилизации является од-
ной из основных задач теории управления. Такая 
задача хорошо изучена для систем без запазды-
вания. Для систем с запаздывающим аргументом 
и систем нейтрального типа [1–9] решение зада-
чи модального управления значительно слож-
нее. Это обусловлено тем, что пространство со-
стояний таких систем, как правило, бесконечно-
мерно. В свою очередь, исследование запазды-
вающих систем проще, чем систем нейтрального 
типа. Такие системы исследованы гораздо более 
полно, чем системы нейтрального типа. В статье 
предлагается способ перехода от изучения си-
стемы нейтрального типа к изучению системы 
запаздывающего типа. 

Основная часть. Рассмотрим линейную 
стационарную систему с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа с одним входом и 
одним запаздыванием по состоянию: 

 ( ) ( ) ( )0 1= + − +�x t A x t A x t h   

 ( ) ( )2 , 0,+ − + >�A x t h bu t t    (1) 

где , 0, 1, 2=iA i  – постоянные (n×n)-матрицы; 
0>h – постоянное запаздывание; b – ненуле-

вой n-вектор. Не ограничивая общности, счи-
таем [0, 0, , 0, 1]′ = …b (« ' » означает транспо-
нирование). 

Присоединим к системе (1) регулятор  
вида 
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 ( ) ( ) ( )0 .≡x t x t   

Определение. Система (1) стабилизируема 
регулятором вида (2), если найдется такой ре-
гулятор, при котором нулевое решение замкну-
той системы (1), (2) будет устойчиво по Ляпу-
нову или асимптотически устойчиво. 

Пусть выполнено условие 

  2 1
2 2 2det , , , , 0.−⎡ ⎤ ≠⎣ ⎦… nb A b A b A b   (3) 

Из (3) следует, что векторы 2
2 2, , , ,…b A b A b  

1
2
−nA b  образуют базис в .\n  Следовательно, 

имеет место разложение 

            
1

0
.

−

=

= α∑
n

n i
i

i
A b A b         (4) 

Рассмотрим матрицу [ ]1 2, , , ,= … nT t t t  где 

;=nt b  

1 1 ;− −= −αn nt Ab b  

2
2 1 2 ;− − −= −α −αn n nt A b Ab b  

#  

1 2
1 2 ;− −

− − − −= − α −α − −α"j j j
n j n n n jt A b A b A b b  

0, 1, , 1.= −…j n  

Очевидно, что 

2 1
2 2 2det det , , , 0.−⎡ ⎤= ≠⎣ ⎦… nT b A b A b A b  

Введем новый вектор переменных y по 
формуле .=x Ty  Несложно убедиться, что с но-
выми переменными система (1) перепишется в 
эквивалентной форме: 

 ( ) ( ) ( )0 1= + − +� ��y t A y t A y t h   

       ( ) ( )2 ,+ − +� �A y t h bu t         (5) 

где 1
0 0 ,−=�A T A T  1

1 1 ,−=�A T AT  а матрица 2
�A  

имеет вид 

2

0 1 2 2 1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

,
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
α α α α α⎢ ⎥⎣ ⎦

"
"
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"
"
" n n

A  

где , 0, 1, , 1α = −…i i n  – определены по фор-
муле (4). Возьмем в системе (5) в качестве ре-
гулятора ( )u t  следующий регулятор: 

( ) [ ]0 1 1−= −α −α −α ×" nu t  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 .′× ⎡ − − − ⎤ +⎣ ⎦� � �" ny t h y t h y t h u t  

Тогда система (5) перепишется в виде 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 1 ,= + − + − +� �� �y t A y t A y t h A y t h bu t   (6) 

где 2A  имеет вид 

2

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

.
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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= ⎢ ⎥
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"

A  

Перенесем слагаемое ( )2 −�A y t h  в левую 
часть системы (6). Тогда (6) перепишется в виде 

   ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 ,= + − +� ��Dy t A y t A y t h bu t    (7) 

где 
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m – оператор сдвига ( ) ( )( ).= −m x t x t h  Оче-
видно, что det 1=D . Тогда матрица D–1 суще-
ствует и имеет вид 
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Умножим обе части соотношения (7) слева 
на матрицу 1.−D  Тогда (7) в операторном виде 
перепишется  

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ,= +�y t A m y t b m u t  (8) 

где ( )
1

,
=

=∑
n

i
i

i
A m A m  элементы матриц iA  одно-

значно выражаются через элементы матриц 0
�A  

и 0
�A  из (7), вектор ( )b m  имеет вид 

 ( ) 1 2 1 .− − ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦"n nb m m m m   

Система (8) является системой запаздыва-
ющего типа с запаздываниями как по состоя-
нию, так и по управлению. Такие системы иссле-
довались многими авторами. В частности, в ра-
боте [4] было получено достаточное условие 
стабилизации для системы (8): 

Система (8) будет стабилизируема, если кор-
ни уравнения относительно ∈^m  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1det , , , 0−⎡ ⎤ =⎣ ⎦… nb m A m b m A m b m   

будут лежать вне круга 1.≤m  

Если ( )1 ,u m y  – регулятор вида (2), стаби-
лизирующий систему (8), то регулятор 

( ) [ ]0 1 1, −= −α −α −α ×" nu m y  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 ,′× ⎡ ⎤ +⎣ ⎦� � �" nmy t my t my t u m y  

стабилизирует систему (5). Тогда регулятор 

( )1, −u m T x  стабилизирует систему (1). 

Замечание. Такой метод исследования ста-
билизации системы нейтрального типа может 
быть обобщен и на большее число запаздыва-
ний, кратных .h  

Пример. Исследуем на стабилизируемость 
следующую систему нейтрального типа 

( ) ( ) ( )0 1= + − +�x t A x t A x t h  

( ) ( ) ( )2 32 , 0,+ − + − + >�A x t h A x t h bu t t  

где  

0
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Условие (3) для матрицы 3A  примет вид 

2
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Нетрудно убедиться, что матрица T  имеет вид 
0 1 0
1 2 0 .

1 3 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −⎢ ⎥
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Регулятор в системе (5) примет вид 

( ) [ ]7 16 7= − − ×u t  

( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 1 .′× ⎡ − − − ⎤ +⎣ ⎦� � �y t h y t h y t h u t  

Матрица ( )A m  в (8) примет вид 

( ) =A m 311
4 4
13 91
4 2 4

2 2 0
1 2 3 .

3

+ +⎡ ⎤
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m m
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Достаточное условие стабилизируемости: 
корни уравнения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1det , , , 0−⎡ ⎤ =⎣ ⎦… nb m A m b m A m b m  

лежат вне круга 1≤m  на комплексной плоско-
сти. Для нашего примера векторы имеют вид 
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Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2det , ,⎡ ⎤ =⎣ ⎦b m A m b m A m b m  

( )( ) ( )2 61
64 2 3 2 0.= − + − − =m m m  
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Очевидно, что корни этого уравнения 
1 2,= −m  2 3=m  (кратности 2) и 3 2=m  (крат-

ности 6) лежат вне круга 1≤m  на комплекс-
ной плоскости. 

Заключение. В статье получен способ пре-
образования системы с запаздывающим аргу-
ментом нейтрального типа в систему запазды-

вающего типа. Это возможно при выполнении 
условия (3). Для полученной системы примене-
ны известные достаточные условия стабилизи-
руемости. С использованием обратных преобра-
зований получено новое достаточное условие 
стабилизируемости для рассматриваемой систе-
мы. Также рассмотрен иллюстративный пример. 
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