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ВВЕДЕНИЕ 
 
Сопротивление материалов в рамках общего курса прикладной 

механики является одной из основных общеобразовательных инже-
нерных дисциплин и играет существенную роль при формировании 
инженера почти любой специальности. Зачастую, от не совсем добро-
совестных студентов приходится слышать одну и ту же фразу: «А нам 
это не пригодится в нашей специальности!» Предвосхищая данную 
реплику, можно сказать следующее: «Уважаемые студенты, Вы в пер-
вую очередь получаете образование, а не специальность!» И сопро-
тивление материалов, наряду с другими общеинженерными дисцип-
линами, призвана выработать у студента способность мыслить, мыс-
лить именно в инженерном русле, уметь использовать полученные 
знания, справляться с нестандартными ситуациями. Это достаточно 
сложная задача, поэтому при выполнении расчетно-проектировочных 
работ студент должен действовать не по заранее написанному шабло-
ну (решенной на практическом занятии задаче), а шаг за шагом обду-
мывать каждое свое действие при решении своей задачи, только так 
он научится мыслить самостоятельно, творчески и с пользой. 

Данное пособие написано таким образом, что у студента при вы-
полнении расчетно-проектировочных работ практически отпадает не-
обходимость пользоваться многочисленными справочниками, все 
справочные данные, которые могут потребоваться для решения задач 
расчетных работ, размещены в приложениях этого пособия. Кроме то-
го, в пособии достаточно подробно отражены необходимые для реше-
ния теоретические сведения. Безусловно, пособие не является курсом 
лекций по дисциплине, однако оно может служить хорошим дополне-
нием при подготовке к экзамену. 

Хотелось бы выразить надежду, что выполнение программы курса 
прикладной механики не ляжет тяжким бременем на студенческие 
плечи, а будет интересным и полезным, как для студентов, так и для 
преподавателей. 



 
 

5

КАК ПОЛЬЗОВАТЬСЯ ДАННЫМ ПОСОБИЕМ 
 
Пособие структурно разбито на три части. В первой части изло-

жены сведения об используемых величинах, единицах измерений и их 
преобразованиях. Во второй части представлены теоретические све-
дения, необходимые для выполнения заданий расчетно-
проектировочных работ. Материал изложен достаточно кратко, одна-
ко содержит все базовые принципы изучаемой дисциплины. Изложе-
ние сопровождается весьма информативными рисунками, из которых 
интуитивно понятен смысл рассматриваемого вопроса. После каждой 
разобранной темы приводятся примеры задач с подробнейшим пояс-
нением хода их решений. В третьей части размещены технические 
задания на выполнение работ, варианты заданий в виде соответст-
вующих расчетных схем и исходных данных. В приложениях пособия 
содержатся все необходимые табличные данные для решения задач. 

На практических занятиях студент уже должен обладать, по край-
ней мере, эскизными знаниями по соответствующей теме занятия. 
Подготовка к занятию осуществляется с использованием лекционного 
материала и соответствующего раздела данного пособия, при этом, 
перед занятием студент самостоятельно разбирает задачи, приве-
денные в пособии, отрабатывает навыки на практическом занятии, и 
закрепляет их, выполняя свой вариант задания расчетной работы. 

Перед выполнением расчетно-проектировочных работ студент дол-
жен ОБЯЗАТЕЛЬНО ознакомиться с требованиями к выполнению и 
оформлению работ, расположенных на следующей странице пособия. 
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ТРЕБОВАНИЯ К ВЫПОЛНЕНИЮ И ОФОРМЛЕНИЮ 
РАСЧЕТНО-ПРОЕКТИРОВОЧНЫХ РАБОТ 

 
1) Студент выполняет необходимое количество заданий, в соот-

ветствии со своими номером схемы и исходными данными, которые 
задаются преподавателем каждому студенту индивидуально. 

2) Расчетно-проектировочная работа выполняется на белой бума-
ге формата А4 на одной стороне листа. Сдается в скрепленном виде 
(скоросшиватель, файл, степлер и т. п.). 

3) Титульный лист оформляется согласно образцу, приведенному 
в приложении 5 (см. стр.124), набранный на компьютере, либо напи-
санный четко от руки. 

4) Текст задания выполняется темными чернилами, четким под-
черком. Рисунки выполняются карандашом с применением чертеж-
ных принадлежностей. 

5) Каждая работа должна включать следующие структурные эле-
менты:  
а) тема задания и полное условие задачи с исходными данными;  
б) схема, для которой проводится решение с обязательным указанием 
на ней численных значений всех величин, необходимых для расчета; 
в) решение должно быть обязательно с краткими пояснениями без со-
кращения слов и с выделением основных этапов расчета. При выпол-
нении этого пункта следует все расчетные формулы написать сначала 
в общем (буквенном) виде, а затем вместо букв проставить их числен-
ные значения в системе СИ и записать конечный результат с указани-
ем его размерности. 
г) заключение, в котором приводятся и обосновываются результаты 
расчетов. 

 
Работы, не оформленные в соответствии с указанными требова-

ниями, возвращаются преподавателем без проверки. 
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1. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ВЕЛИЧИНЫ.  
ЕДИНИЦЫ ИЗМЕРЕНИЙ И ИХ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

 
Приведем основные используемые в сопротивлении материалов 

величины и их единицы измерения (табл. 1). 
 

Таблица 1 
Некоторые основные геометрические и физические  

величины и их единицы измерения (СИ) 

Величины Обозначение
единицы Обозначения Наименование 

l, a, b, c Длина м 
А Площадь поперечного сечения м2 

Sx, Sy
 Статические моменты сечения м3 

Ix, Iy
 Осевые моменты инерции сечения м4 

Ip
 Полярный момент инерции сечения м4 

Wx, Wy
 Осевые моменты сопротивления сечения м3 

Wp
 Полярный момент сопротивления сечения м3 

ix, iy
 Радиусы инерции сечения м 

F Внешняя сила Н 
N Внутренняя продольная сила Н 

Qx, Qy
 Внутренние поперечные силы Н 

m Внешний изгибающий момент Н·м 
T Внешний крутящий момент Н·м 

Mкр
 Внутренний крутящий момент Н·м 

Mx, My
 Внутренние изгибающие моменты Н·м 

q Распределенная нагрузка Н/м 
σ Нормальные напряжения Па=Н/м2 
τ Касательные напряжения Па=Н/м2 

E Модуль упругости первого рода  
(модуль Юнга) Па=Н/м2 

G Модуль упругости второго рода  
(модуль сдвига) Па=Н/м2 

μ Коэффициент приведения длины б/р 
 

В рамках выполнения расчетно-проектировочных работ студенты 
зачастую сталкиваются с трудностями перевода единиц измерения 
высоких порядков. Как, например 1 см4  перевести в 1 м4 и обратно? В 
этом случае нет необходимости вспоминать, что в 1 см 0,01 м. Необ-
ходимо знать приставки перед основными единицами и множитель, 
который соответствует этой приставке (см. табл. 2).  
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Таблица 2 
Приставки и множители для образования десятичных  

кратных и дольных единиц 

Множитель Приставки Обозначение 
русская международная русское международное 

1012 тера Tera Т T 
109 гига Giga Г G 
106 мега Mega М M 
103 кило kilo к k 
102 гекто hecto г h 
101 дека deca да da 
10-1 деци deci д d 
10-2 санти centi с c 
10-3 милли milli м m 
10-6 микро micro мк µ 
10-9 нано nano н n 
10-12 пико pico п p 

 
Что означает в нашем примере «с» перед «метром» – это приставка 

«санти», множитель, ей соответствующий 10-2. Все, что остается сде-
лать при переводе 1 см4  в 1 м4– это заменить приставку «с» на ее мно-
житель 10-2. К примеру, нам необходимо перевести 6 см4 в м4, получаем 

 
4 2 4 8 46 см 6 (10 м) 6 10  м .− −= = ⋅  

Перевести 33 мм  в 3м . Помним, что приставке «м» (милли) соответ-
ствует множитель 310 −  (см табл. 1) 

 
3 3 3 9 33 мм 3 (10 м) 3 10 м .− −= ⋅ = ⋅  

Перевести 800 см2 в м2: 

 
2 2 2 4 2 2 2800 см 800 (10 м) 800 10 м 8 10 м .− − −= ⋅ = ⋅ = ⋅  

Теперь обратный перевод. Необходимо перевести м3 в см3. В этом 
случае наоборот мы дописываем к «м» приставу «с» (множитель 10-2). 
И чтобы результат не изменился, мы должны домножить получив-
шийся «см» на 102. К примеру, нам необходимо перевести 5 34 10 м−⋅  в 

3см , получаем 

 
5 3 5 2 3 5 6 3 34 10 м 4 10 (10 см) 4 10 10 см 40 см .− − −⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =  
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Перевести 8·10-3 м4 в мм4: 

 
3 4 3 3 4 3 12 4 9 48 10 м 8 10 (10 мм) 8 10 10 мм 8 10  мм .− − −⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅  

Перевести 12·10-4 см4 в мм4: 

 
4 4 4 1 4 4 4 4 412 10 см 12 10 (10 мм) 12 10 10 мм 12 мм .− − −⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ =  

Еще один важный момент! При подстановке численных значений 
физических величин в расчетные формулы необходимо помнить, что 
численные значения должны быть подставлены в единицах СИ. 

Например, стержень длиной l =60 cм и площадью поперечного 
сечения А = 12 мм2 растягивается силами F = 2 кН. Определить удли-
нение стержня Δl, если он изготовлении из стали, для которой модуль 
упругости первого рода Е = 2·105 МПа. 

Решение. Данная задача решается с помощью закона Гука, кото-
рый в данном случае можно записать в виде 

 Fll
EA

Δ = . 

В эту формулу численные значения величин должны быть под-
ставлены в единицах СИ, т. е. необходимо перевести кН в Н, мм2 в м2, 
МПа в Па и т. д. 

 
3 2

4
5 6 6

2 10 60 10 30 10 м=3 мм.
2 10 10 12 10

Fll
EA

−
−

−

⋅ ⋅ ⋅
Δ = = = ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
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2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ И  
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

 
2.1. Основные критерии работоспособности конструкций 

 

Детали машин, элементы конструкций должны удовлетворять оп-
ределенным требованиям, без выполнения которых их работа невоз-
можна. Эти критерии называются критериями работоспособности. К 
основным критериям работоспособности относятся прочность, жест-
кость и устойчивость. 

Прочность – способность деталей и элементов инженерных со-
оружений не разрушаться под действием внешней нагрузки. 

Математически этот критерий формулируется с помощью условия 
прочности, которое в общем виде представляется неравенством 

 max [ ].σ ≤ σ  

Максимальное напряжение σmax, возникающее в конструкции, не 
должно превышать допускаемое напряжение [σ]. Выполнение данного 
условия гарантирует, что данная конструкция не разрушится под дей-
ствием внешней нагрузки. 

Жесткость – способность деталей и элементов инженерных со-
оружений сопротивляется изменению формы и размеров, вызванных 
внешней нагрузкой. При заданных нагрузках деформации не должны 
превышать определенных величин, установленных в соответствии с 
требованиями к конструкции. 

Математически этот критерий формулируется с помощью условия 
жесткости, которое в общем виде представляется неравенством 

 max [ ].ε ≤ ε  

Максимальная деформация εmax, возникающая в конструкции, не 
должна превышать допускаемой деформации [ε]. Выполнение данно-
го условия гарантирует, что деформация конструкции не превысит за-
данной величины. 

Устойчивость – способность элементов конструкции сохранять 
первоначальную форму равновесия под действием внешней нагрузки. 

Математически этот критерий формулируется с помощью условия 
устойчивости, которое в общем виде представляется неравенством 

 y[ ] .σ ≤ σ  
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Напряжения, которые возникают в сжатых стержнях под действи-
ем внешней нагрузки, не должны превышать допускаемое напряжение 
на устойчивость. Выполнение данного условия гарантирует, что эле-
мент конструкции не потеряет первоначальную форму равновесия, т.е. 
будут устойчив под действием внешней нагрузки. 

Это основные критерии, удовлетворение которых гарантирует ра-
ботоспособность данной конструкции или детали. Наша задача нау-
читься пользоваться условиями прочности, жесткости и устойчивости, 
уметь определять напряжения и деформации при различных видах на-
гружения деталей и конструкций. 

 
2.2. Внутренние силовые факторы. Метод сечений 

 
Внутренние силы являются одними из основных объектов изуче-

ния в сопротивлении материалов, так как знание их позволяет опреде-
лять напряжения и деформации, а по ним, в свою очередь, судить о 
прочности и жесткости конструкции. 

Внутренние силы определяются с помощью метода сечений. Если 
известна внешняя нагрузка, действующая на тело, то с помощью метода 
сечений всегда можно определить внутренние силы (см. рис. 1). 

 

 
Рис.1. Метод сечений 

 
Основная идея метода сечений заключается в следующем: если тело 

находится в равновесии, то в равновесии будет находиться и любая его 
мысленно рассматриваемая часть. Эта часть тела будет находиться в 
равновесии под действием внешних сил, приложенных к ней, и внут-
ренних сил, возникающих в сечении. Внутренние силы для тела как це-
лого (левая часть рисунка 1) для мысленно отсеченной части тела (для I 
или II правый рисунок) рассматриваются как внешние. Это позволяет 
включать их в уравнения равновесия отсеченной части точно так же, как 
и действующие на нее внешние силы и, решая эти уравнения, получать 
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главный вектор и главный момент внутренних сил. Внешние силы по-
мечены индексом «е» (от англ. external − внешний), внутренние − индек-
сом «i» (от англ. internal − внутренний). 

Примечание. Составление уравнений равновесия возможно только 
для свободных тел (частей тел). Поэтому при рассмотрении нагружения 
закрепленных тел, их вначале условно делают свободными (выделяют 
объект равновесия), отбрасывая связи и заменяя их действие реакциями 
связи. 

Если ввести систему координат (как показано на рис. 2) и спрое-
цировать на нее главный вектор и главный момент внутренний сил, 
мы получим шесть проекций (три проекции главного вектора и три 
проекции главного момента, рис. 2). 

 

 
Рис. 2. Внутренние силовые факторы 

 
Эти проекции называются внутренними силовыми факторами и 

имеют свои обозначения: N – продольная сила, Qx, Qy − поперечные 
силы, Mкр – крутящий момент, Мx, My – изгибающие моменты. 

В соответствии с количеством внутренних силовых факторов од-
новременно действующих в поперечном сечении различают простое 
и сложное нагружение. 

Нагружение называется простым, если в поперечном сечении 
элемента конструкции возникает только один внутренний силовой 
фактор. Различают четыре вида простых нагружений 

1) центральное растяжение (сжатие) – в поперечном сечении 
действует только продольная сила N; 

2) чистый сдвиг – в поперечном сечении действует только попе-
речная сила Q; 

3) чистый изгиб – в поперечном сечении действует только изги-
бающий момент Mиз = Мx или Mиз = Мy. 
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4) кручение – в поперечном сечении действует только крутящий 
момент Mкр = Мz  

Нагружение называется сложным, если в поперечном сечении 
одновременно возникают несколько внутренних силовых факторов. 
Мы рассмотрим три вида сложного нагружения: 

1) поперечный изгиб – в поперечном сечении одновременно дей-
ствуют поперечная сила Q и изгибающий момент Mиз  

2) внецентренное растяжение (сжатие) – в поперечном сечении 
одновременно действуют продольная сила N и изгибающие 
моменты Мx и My. 

3) совместное действие изгиба и кручения – в поперечном сече-
нии одновременно действуют изгибающие моменты Мx, My, 
крутящий момент Mкр и поперечные силы Qx, Qy. 

 
2.3. Виды расчетов в механике материалов 

 
Как правило, любое условие (прочности, жесткости, устойчиво-

сти) позволяет делать три вида расчета: проверочный, конструктор-
ский и определение допускаемой нагрузки. Рассмотрим подробнее эти 
виды расчета на примере условия прочности, которое при простых 
видах нагружения можно записать в общем виде 

 
[ ]  

  
внутренний силовой факторнапряжение напряжение

геометрическая характеристика сечения
= ≤  (1) 

При проверочном расчете геометрические размеры конструкции 
заданы. В этой конструкции определяется опасное сечение (сечение, в 
котором возникает максимальный внутренний силовой фактор) и в 
этом сечении определяются максимальные напряжения. Если нера-
венство (1) удовлетворяется, то это означает, что конструкция не раз-
рушится под действием заданной нагрузки. Если неравенство не 
удовлетворяется, то необходимо вносить изменения в конструкцию, 
либо уменьшать внешнюю нагрузку. 

При конструкторском расчете из условия прочности определя-
ется геометрическая характеристика сечения (площадь A, момент 
сопротивления W) и далее подбирается необходимое сечение. 

При определении допускаемой нагрузки из условия прочности оп-
ределяется допускаемое значение внутреннего силового фактора, по 
которому рассчитывается допускаемая внешняя нагрузка. 
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Чаще всего при конструкторском расчете пользуются условием 
прочности, а условие жесткости используют в качестве проверочного.  

 
2.4. Центральное растяжение (сжатие) 

 
Центральное растяжение (сжатие) – это такой вид нагружения, 

при котором в поперечном сечении стержня возникает только один 
внутренний силовой фактор – продольная сила N (остальные состав-
ляющие главного вектора и главного момента внутренний сил равны 
нулю, см. пункт 2.2). Растяжение (сжатие) называется центральным, 
так как линии действия внешних продольных сил F проходят через 
центры тяжести сечений стержня, т.е. силы действуют вдоль продоль-
ной оси стержня. 

 
При растяжении (сжатии) в каждой точке поперечного сечения 

стержня возникают только нормальные напряжения σ, которые опре-
деляются по формуле 

 
.N

A
σ =  (2) 

Эти напряжения одинаковы в каждой точке поперечного сечения, 
т.е они распределены по сечению равномерно и направлены перпен-
дикулярно плоскости этого сечения (см. рис. 3) 

 

 
Рис. 3. Центральное растяжение стержня. Распределение нормальных  

напряжений в поперечном сечении стержня (эпюра σ) 
 
Из формулы (2) видно, что максимальные напряжения будут в се-

чении, где действует максимальная продольная сила Nmax – это сече-
ние будет опасным.  

Условие прочности при центральном растяжении (сжатии) вы-
ражает требование, чтобы максимальное расчетное напряжение в 
стержне не превышало значения допускаемого напряжения 
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max

max [ ].N
A

σ = ≤ σ  (3) 

Условие жесткости формулируется на основании закона Гука и 
выражает требование, чтобы расчетное удлинение стержня не превы-
шало допускаемого удлинения 

 
[ ].Nll l

EA
Δ = ≤ Δ  (4) 

Условие прочности (3) позволяют решать следующие задачи (см. 
пункт 2.3): 

1) Проверять прочность стержня (проверочный расчет), т. е. 
определять по заданным нагрузке и размерам поперечного сечения 
стержня максимальные напряжения и сравнивать их с допускаемыми. 
Максимальные напряжения не должны отклоняться от допускаемых 
более чем на ±5%. Перенапряжение больше этого значения недопус-
тимо с точки зрения прочности, а недонапряжение свидетельствует о 
перерасходе материала. 

2) Определять размеры поперечного сечения стержня (конструк-
торский расчет) по известным нагрузке и допускаемому напряжению: 

 
max

[ ]
NA ≥
σ

. 

3) Определять допускаемую продольную силу по заданным размерам 
поперечного сечения стержня и известному допускаемому напряжению: 

 [ ] [ ]N A≤ σ . 

Определив допускаемую внутреннюю продольную силу и устано-
вив ее связь с внешней нагрузкой (методом сечений), можно опреде-
лить и допускаемую внешнюю нагрузку. 

Следует иметь в виду, что сжатые стержни кроме расчета на 
прочность в наиболее ослабленном сечении должны также рассчиты-
ваться на устойчивость (см. пункт 2.10), так как при определенном 
значении сжимающей силы может произойти выпучивание (продоль-
ный изгиб) сжатого стержня. 

Аналогичные задачи можно решать с помощью условия жестко-
сти (4). На практике, как правило, конструкторский расчет осуществ-
ляется из условия прочности, а проверочный расчет делается из усло-
вия жесткости. 
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Пример 1. К конструкции, указанной на рис. 4, подвешен груз 
массой m=1000 кг. Брус AB абсолютно жесткий, удерживается в рав-
новесии при помощи стержня CD. Материал стержня CD – сталь 
Ст. 3, для которой [σ]=160 МПа, E = 2·105 МПа. Геометрические па-
раметры конструкции известны: а = 2 м; в = 1 м; с = 1 м; α = 45°.  

Требуется: 
1) из условия прочности определить диаметр стержня CD; 
2) проверить конструкцию на жесткость (перемещение правого края 
бруса АВ в вертикальном направлении не должно превышать 5 мм) и, 
при необходимости, пересчитать диаметр стержня CD из условия же-
сткости. 
 

 
Рис. 4. Схема конструкции 

 
Решение 
1. Подбор сечения из условия прочности. Выделяем объект равно-

весия (тело, освобожденное от связей, действие которых на тело заме-
нено реакциями связей). В рассматриваемой задаче объектом равнове-
сия является брус АВ (рис. 5). Согласно методу сечений (см. пункт 
2.2) рассекаем стержень CD в произвольном месте. В рассматривае-
мом сечении будет действовать продольная сила N, которую мы ус-
ловно направляем от сечения. Связь, наложенную шарнирно-
неподвижной опорой, заменяем двумя составляющими реакции связи 

,z y
A AR R . Силу тяжести груза G = mg приводим в точку Е. Расчетная 

схема составлена. 
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Рис. 5. Расчетная схема 

 
Для определения продольной силы N  в стержне CD воспользуем-

ся уравнением равновесия. Сумма моментов всех сил относительно 
точки А должна быть равна нулю 

 ( )( ) 0;    sin 0.А k
k

M F G а b Na= − + + α =∑  

Из этого уравнения определяем усилие в стержне СD.  

 

( ) 1000 9,81 (2 1) 20,8 кН.
sin 2 0,707

G a bN
a

+ ⋅ ⋅ +
= = =

α ⋅
 

Следует отметить, что из уравнений равновесия можно также най-
ти и составляющие реакции в шарнирной неподвижной опоре А, одна-
ко согласно условию задачи в их определении нет необходимости. 

Для проведения конструкторского расчета стержня CD (подбора 
размеров поперечного сечения) воспользуемся условием прочности 
при центральном растяжении (сжатии) (3) 

 
max

max [ ].N
A

σ = ≤ σ  

Конструкторский расчет заключается в том, что из условия проч-
ности определяется геометрическая характеристика сечения (см. 
пункт 2.6) При центральном растяжении (сжатии) этой характеристи-
кой является площадь поперечного сечения 

 
max .

[ ]
NA≥
σ

 (5) 

Очевидно, что вдоль стержня CD продольная сила N  не изменя-
ется, поэтому Nmax = N. 

По условию задачи поперечное сечение стержня CD круглое. 
Площадь кругла А = πd2/4. В итоге, разрешая неравенство (5) относи-



 
 
18

тельно диаметра d , имеем  

 

3
3

6

4 4 20,8 10= 12,8 10 м 12,8мм
[ ] 3,14 160 10
Nd −⋅ ⋅

≥ = ⋅ =
π σ ⋅ ⋅

. 

Если стержень круглого поперечного сечения будет изготовлен 
диаметром d ≥ 12,8 мм, то можно гарантировать, что он не разрушит-
ся под действием приложенной внешней нагрузки. 

2. Проверочный расчет на жесткость. Вторая часть задачи за-
ключается в проверке жесткости рассматриваемой конструкции. По 
условию задачи жесткость будет обеспечена, если под действием 
внешних сил вертикальное перемещение правого края бруса АВ  
(точка В) не будет превышать δB = 5 мм. Запишем условие жесткости 
(4) для стержня CD: 

 
[ ],CD

CD CD
Nll l
EA

Δ = ≤ Δ  (6) 

где ΔlCD – фактическое удлинение стержня CD, [ΔlCD] − допускаемое 
удлинение, которое очевидно связано с максимально допустимым пе-
ремещением правого края бруса АВ, lCD = a/cos α = 2,83 м − длина не-
деформированного стержня CD (см. рис. 4). 

Так как диаметр стержня был определен из условия прочности, а 
2 4A d= π , то фактическое удлинении стержня CD будет 

 ( )
3

3
22 11 3

4 4 20,8 10 2,83 2,3 10 м=2,3 мм.
2 10 3,14 12,8 10

CD CD
CD

Nl Nll
EA E d

−

−

⋅ ⋅ ⋅
Δ = = = = ⋅

π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Рассчитаем допускаемое удлинение [ΔlCD] стержня CD, т.е удли-
нение, при котором точка В переместится на расстоянии 5 мм. Для 
этого изобразим конструкцию в деформированном виде (см рис. 6). 
Под действием силы G брус AB будет поворачиваться относительно 
шарнирно-неподвижной опоры А. При этом все точки изначально не-
нагруженного бруса АВ (кроме точки А) переместятся по дугам ок-
ружности в новое положение, показанное на рис. 6 штриховым конту-
ром. Так как рассматриваемые деформации являются малыми, то при 
дальнейших расчетах с большой степенью точности полагаем, что уг-
лы, определяющие положение стержня до деформации (угол α) оста-
ются неизменным и после деформации, а перемещение точек бруса 
происходит по прямым вертикальным линиям (см. рис. 6). 
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Рис. 6. Конструкция в деформированном виде 

 
Так как брус АВ абсолютно жесткий (согласно условию задачи), 

то вертикальное перемещение точки D определяем исходя из подобия 
треугольников ABB΄ и ADD΄ (треугольники прямоугольные и имеют 
общий угол). 

 

' ' ' ' .
( ) ( ) ( )B

BB DD a aDD BB
a b c a a b c a b c

= => = = δ
+ + + + + +

 

Искомое допускаемое удлинение стержня [ ] ' ''CDl D DΔ =  опреде-
ляется из прямоугольного треугольника ' ''DD D  

 
[ ] ' '' 'sin sin

( )
2 25 1,8 мм.

(2 1 1) 2

CD B
al D D DD

a b c
Δ = = α = δ α =

+ +

= =
+ +

 

Очевидно, что условие жесткости (6) не выполняется, так как  
 2,3мм > [ ] 1,8мм.CD CDl lΔ = Δ =  

Работоспособность конструкции требует одновременное выпол-
нение и условия прочности и условия жесткости. В нашем случае ус-
ловие жесткости не выполняется, поэтому сделаем конструкторский 
расчет из условия (6) 

 
.

[ ]
CD

CD

NlA
E l

≥
Δ

 (7) 

Так как сечение стержня круглое, из условия (7) получаем расчет-
ный диаметр стержня CD 
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3
3

11 3

4 4 20,8 10 2,83 14,4 10 м 14,4 мм.
[ ] 3,14 2 10 1,8 10

CD

CD

Nld
E l

−
−

⋅ ⋅ ⋅
≥ = = ⋅ =

π Δ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
Заключение. Таким образом, окончательно принимаем к проекту 

диаметр стержня СD d = 14,4 мм, который удовлетворяет и условию 
прочности, и условию жесткости конструкции (см. пункт 2.1). 

 
2.5. Статически неопределимые задачи  

при растяжении (сжатии) 
 
Системы, в которых неизвестные реактивные силы могут быть 

определены с помощью только уравнений равновесия (уравнений ста-
тики), называются статически определимыми. Для того чтобы систе-
ма была статически определимой, число неизвестных не должно пре-
вышать числа уравнений статики, которые можно сформулировать 
для данной системы. Так, плоская произвольная система сил, для ко-
торой можно записать три независимых уравнения равновесия будет 
статически определимой, если она будет содержать три неизвестные 
силы. Для пространственной системы сил можно сформулировать 
шесть уравнений равновесия (три уравнения для сил и три уравнения 
для моментов), поэтому для статической определимости такая система 
может содержать шесть неизвестных сил. Например, в ранее рассмот-
ренной задаче (пример 1) конструкция из бруса AB и стержня CD яв-
ляется статически определимой, так как количество неизвестных сил 
равно числу независимых уравнений статики. 

Если число неизвестных реактивных сил больше, чем количество 
уравнений статики, которые можно сформулировать для рассматри-
ваемой системы, то система становится статически неопределимой. 

На практике статически неопределимые системы встречаются до-
вольно часто. Например, в стержневых конструкциях вводят дополни-
тельные или «лишние» стержни для повышения жесткости системы. 
Здесь термин «лишний» стержень или, в общем, «лишняя» связь сле-
дует понимать как некоторый элемент конструкции, который не явля-
ется необходимым для сохранения равновесия, т.е. без «лишней» свя-
зи конструкция сохраняет свою работоспособность и может находить-
ся в равновесии, однако жесткость и прочность ее в этом случае, как 
правило, значительно ниже. Число «лишних» неизвестных определяет 
степень статической неопределимости. Если система имеет одну, 
две и т.д. «лишних связей», то ее называют один раз, два раза и т.д. 
статически неопределимой. 
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Степень статической неопределимости системы определяется 
разностью между числом неизвестных, подлежащих определению, и 
числом уравнений статики. Степень статической неопределимости 
фактически показывает число дополнительных уравнений, которые 
необходимо сформулировать, чтобы полная система уравнений оказа-
лась замкнутой (решаемой). Следовательно, для решения статически 
неопределимых задач необходимо, в дополнение к уравнениям стати-
ки, составлять уравнения совместности деформаций. Любой матери-
ал под действием внешней нагрузки в той или иной степени деформи-
руется. Если между деформациями отдельных элементов конструкции 
установить геометрическую взаимосвязь, т.е. составить уравнения 
совместности деформаций, то, используя закон Гука, можно опреде-
лить зависимости между внутренними усилиями в этих же элементах. 
Эти дополнительные зависимости позволяют совместно с уравнения-
ми статики раскрыть статическую неопределимость и найти все не-
известные силы в системе. Количество дополнительных уравнений 
должно быть равно степени статической неопределимости. 

Решение статически неопределимых задач проводят в четыре этапа. 
1. Статическая сторона задачи. Составляют возможные для 

данной системы уравнения равновесия. Определяют степень статиче-
ской неопределимости системы. 

2. Геометрическая сторона задачи. Представляют систему в де-
формированном виде и устанавливают связь между деформациями 
отдельных элементов конструкции. Полученные уравнения называют-
ся уравнениями совместности деформаций. 

3. Физическая сторона задачи. В уравнениях совместности де-
формаций выражают деформации через неизвестные усилия на осно-
вании закона Гука. 

4. Синтез. Решают совместно полученные уравнения относитель-
но искомых неизвестных усилий. 

 
Пример 2. К конструкции, указанной на рис. 7, подвешен груз 

массой m=1000 кг. Брус AB абсолютно жесткий, удерживается в рав-
новесии при помощи стержней CD и KD одинакового поперечного се-
чения. Материал стержней – сталь Ст. 3, для которой [σ]=160 МПа, 
E = 2·105 МПа. Геометрические параметры конструкции известны: 
а=2 м; в=1 м; с=1 м; α=45°. Требуется из условия прочности опреде-
лить диаметры стержней CD и KD. 
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Поставленная задача аналогична рассмотренной в примере 1, с 
той лишь разницей, что для повышения жесткости в конструкцию 
введена «лишняя» связь – дополнительный стержень DK (рис. 7). Ис-
ходные данные остались прежними. Это позволит проанализировать 
влияние «лишней» связи на прочность и жесткость конструкции. 

 

 
Рис. 7. Схема конструкции 

 
Решение  
1. Статическая сторона задачи. Выделяем объект равновесия – 

брус АВ (рис. 7). Согласно методу сечений (см. пункт 2.2) рассекаем 
стержни CD и KD в произвольных местах. В сечениях стержней будут 
действовать продольные силы: N1 и N2. Связь, наложенную шарнирно-
неподвижной опорой, заменяем двумя составляющими реакции связи 

,z y
A AR R . Силу тяжести груза G = mg приводим к точке Е. Расчетная 

схема составлена (рис. 8). 
 

 
Рис. 8. Расчетная схема 

 
Вводим систему координат yz. Для плоской произвольной системы 

сил, показанной на рис. 8, можно составить три уравнения равновесия. 
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 10; cos 0;z
kz A

k

F R N= − α =∑  (i) 

 20; 0;y
ky A

k

F R G N= − + =∑  (ii) 

 2 1( ) 0; ( ) sin 0.A k
k

M F G a b N a N a= + − − α =∑  (iii) 

Полученная система уравнений имеем четыре неизвестных силы. 
Находим степень статической неопределимости системы как разни-
цу между числом неизвестных и числом уравнений статики. Очевид-
но, что степень статической неопределимость равна единице, т. е. 
система один раз статически неопределима. Для того, чтобы система 
оказалась замкнутой, ее необходимо дополнить еще одним уравнени-
ем, которое получим на основе уравнения совместности деформаций. 

2. Геометрическая сторона задачи. Установим взаимосвязь меж-
ду деформациями стержней CD и KD. Для этого рассмотрим конст-
рукцию после нагружения силой G, т.е. в деформированном виде 
(рис. 9). Отметим, что деформации считаются малыми, поэтому зна-
чения углов, определяющих положения стержней до деформации, ос-
таются практически таким же и после деформации. 

 

 
Рис. 9. Система в деформированном виде 

 
Из рис. 9 видно, что стержень KD растягивается и его абсолютное 

удлинение 'KDl DDΔ = . Стержень CD тоже растягивается, но при этом 
поворачивается относительно точки С. В этом случае абсолютное уд-
линение стержня CD ' ''CDl D DΔ = .  
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Так как треугольник ' ''DD D  прямоугольный (здесь учтено, что 
при малых деформациях угол α не изменяется), то между абсолютны-
ми деформациями стержней CD и KD нетрудно установить взаимо-
связь (см. увеличенный рис. 9). 
 sinCD KDl lΔ = Δ α . 

Это уравнение является уравнением совместности деформаций. 
Оно устанавливает связь между деформациями в стержнях CD и KD. 

3. Физическая сторона задачи. Выразим величины абсолютных де-
формаций стержней через внутренние усилия при помощи закона Гука. 

 1 2 sinCD КDN l N l
EA EA

= α . 

Так как стержни изготовлены из одинакового материала и имеют 
одинаковое поперечное сечение, то произведение EA можно сокра-
тить. Длина стержня CD 2CDl a= , длина стержня KD KDl a= , угол 
α = 45°. Тогда 

 2
1 2 1

22
2 2

NN a N a N= ⇒ = . (iv) 

4. Синтез. Уравнение (iv) совместно с уравнениями равновесия 
образуют замкнутую систему уравнений, из которой определим усилия 
N1 и N2. Из уравнения моментов (iii), выражая N2 через N1 на основе 
(iv), получим 
 1 1( ) 2 sin 0G a b N a N a+ − − α = . 

 1
( ) 1000 9,81 (2 1) 5,44 кН.

2 sin 2 2 2 0,707
G a bN
a a

+ ⋅ ⋅ +
= = =

+ α ⋅ + ⋅
 

Из уравнения (iv) 
 2 12 2 5,44 10,88 кН.N N= = ⋅ =  

Замечание. В статически неопределимых задачах усилия в эле-
ментах конструкций зависят не только от внешней нагрузки, но и от 
материала, из которого изготовлены эти элементы, и площадей их по-
перечных сечений (в общем случае в уравнении (iv) произведение EA 
не сокращается). 

Определим диаметры стержней CD и KD из условия прочности. 
При этом следует учесть, что размеры поперечного сечения обоих 
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стержней должны быть одинаковыми. Иначе сокращение на EA при по-
лучении уравнения (iv) становится неправомерным и, в конечном итоге, 
действительные усилия в стержнях будут отличаться от расчетных. 

Расчет диаметра стержней ведем по наиболее нагруженному 
стержню KD (т.к. N2=2N1), соответственно второй стержень CD будет 
недогружен. 

Из условия прочности (3) 

 2

[ ]
NA ≥
σ

. 

По условию задачи поперечное сечение стержня CD круглое. 
Площадь кругла 2 4A d= π . В итоге расчетный диаметр стержней 
CD и KD 

 

3
32

6

4 4 10,88 10= 9,3 10 м 9,3мм
[ ] 3,14 160 10
Nd −⋅ ⋅

= = ⋅ =
π σ ⋅ ⋅

. 

Очевидно, что по сравнению с задачей из примера 1 расчетный 
диаметр стержней уменьшился, что естественно, так как они оба вос-
принимают внешнюю нагрузку. 

Проверим жесткость конструкции. В примере 1 было указано, 
что для обеспечения жесткости конструкции удлинение стержня CD 
ΔlCD не должно превышать допускаемого значения [ΔlCD] = 1,8 мм. 

 
( )

3
31 1

22 11 3

4 4 5,44 10 2,83 1,1 10 м=1,1 мм.
2 10 3,14 9,3 10

CD CD
CD

N l N ll
EA E d

−

−

⋅ ⋅ ⋅
Δ = = = = ⋅

π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Из расчета видно, что жесткость конструкции при добавлении 
дополнительной («лишней») связи увеличивается (в примере 1 
ΔlCD = 2,3 мм). Очевидно, что условие жесткости в этом примере вы-
полняется, т. к. ΔlCD < [ΔlCD].  

Аналогичный результат получится, если проверять жесткость 
конструкции по стержню KD (см. уравнение совместности дефор-
маций). 

Оценим теперь расход материала на изготовление стержней в 
обоих случаях. 

Объем стержня CD в примере 1 

 
2 3 2

4 3
1

3,14 (14,4 10 ) 2 2 4,61 10 м .
4 4CD
dV l

−
−π ⋅ ⋅

= = = ⋅  
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Объем обоих стержней в рассматриваемом примере 

 
2 3 2

4 3
2

3,14 (9,3 10 )( ) (2 2 2) 3,29 10 м .
4 4CD KD
dV l l

−
−π ⋅ ⋅

= + = + = ⋅  

Процент экономии материала при введении дополнительной связи 
составит 

 
4 4

1 2
4

1

4,61 10 3,29 10100% 100% 29%.
4,61 10

V V
V

− −

−

− ⋅ − ⋅
= =

⋅
 

Заключение. Таким образом, введение «лишней» связи в конст-
рукцию помимо повышения жесткости конструкции, позволяет сни-
зить расход материала на ее изготовление. 

 
2.6. Геометрические характеристики сечений 

 
В расчетах на прочность, жесткость и устойчивость используются 

определенные геометрические характеристики поперечных сечений. К 
ним относятся:  
1) площадь поперечного сечения 

A

A dA= ∫ ;  

2) статические моменты сечения x
A

S ydA= ∫ , y
A

S xdA= ∫ ; 

3) моменты инерции  
а) осевые 2

x
A

I y dA= ∫ , 2
y

A

I x dA= ∫ ; 

б) центробежный xy
A

I xydA= ∫ ; 

в) полярный 2

A

I dAρ = ρ∫ ; 

4) моменты сопротивления Wx = IXc/ymax, Wy = IYc/xmax; 
5) радиусы инерции ix = IXc/A, iy = IYc/A. 

Формулы, для вычислений этих характеристик для простых сече-
ний приведены в приложении 2. 

Все расчеты в сопротивлении материалов производятся отно-
сительно главных центральных осей – оси, проходящие через центр 
тяжести сечения и относительно которых центробежный момент 
инерции равен нулю. Для простых сечений определение положения 
этих осей не представляет труда, однако в конструкциях часто приме-
няются балки сложного поперечного сечения. В пределах нашего кур-
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са мы будем сталкиваться со сложными поперечными сечениями, 
имеющими одну ось симметрии, например, такими, как показано на 
рис. 10. 

 

 
Рис. 10. Сложное поперечное сечение 

 
Если сложное сечение можно разложить на простые элементы (на 

рис. 10 сплошной прямоугольник 1 и прямоугольный вырез 2), то 
площадь поперечного сечения, очевидно, рассчитывается по формуле 

 ,iA A=∑  (8) 

где Ai – площадь i-го элемента. Замечание: если элемент является вы-
резом, то его площадь берется со знаком «–». 

Положение центральных осей (оси, проходящие через центр тя-
жести сечения) определяется по формулам (9) 

 
,    ,i i i i

C C
i i

x A y A
x y

A A
= =∑ ∑
∑ ∑

 (9) 

где xi и yi – координаты, отсчитываемые от начальных осей x0, y0 до 
центра тяжести i-го элемента соответственно (координаты центра тя-
жести i-го элемента в системе начальных осей  x0, y0). Выбор началь-
ных осей абсолютно произволен и для удобства его лучше совмещать 
с осями какого-нибудь i-го элемента. 

Если одна из центральных осей совпадает с осью симметрии се-
чения, то эти центральные оси будут главными центральными осями 
(оси XC, YC на рис. 10). 
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Моменты инерции относительно главных центральных осей для 
симметричных сечений представляются в виде  

 ( ) ( )2 2,    ,
C сi C сiX x i i Y y i iI I a A I I b A= + = +∑ ∑  (10) 

где ,
сixI  

сiyI – моменты инерции простого i-го элемента относительно 
осей, проходящих через его центр тяжести. Замечание: если элемент яв-
ляется вырезом, то его моменты инерции берутся со знаком «–». 
ai = yi − yC, bi = xi − xC – координаты, отсчитываемые от главных цен-
тральных осей XC, YC до центра тяжести i-го элемента (координаты цен-
тра тяжести i-го элемента в системе главных центральных осей XC, YC). 

 
2.7. Изгиб 

 
Изгибом называется такой вид нагружения, при котором в попе-

речном сечении балки возникает изгибающий момент Mиз = Мx, если 
изгиб происходит в плоскости YZ или Mиз = Мy, если изгиб происходит 
в плоскости XZ. Если изгибающий момент является единственным 
внутренним силовым фактором, то изгиб называется чистым. Если в 
поперечном сечении балки помимо изгибающего момента возникает 
поперечная сила Q, то изгиб называется поперечным. 

При изгибе балки всегда возникают растянутые и сжатые волокна 
(см. рис. 11). 

 

 
Рис. 11. Изгиб балки. Распределение нормальных  

напряжений в поперечном сечении балки при изгибе (эпюра σ) 
 
Между областью растяжения и сжатия существует слой, в кото-

ром длина волокон не изменяется. Этот слой называется нейтральной 
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плоскостью (слоем). Пересечение поперечного сечения балки с ней-
тральной плоскостью происходит по линии, которая называется ней-
тральной линией (рис. 11). 

При изгибе в точках поперечного сечения стержня возникают 
нормальные напряжения σ, которые определяются по формуле 

 
из ,
Xc

M y
I

σ =  (11) 

где y – расстояние от нейтральной линии до рассматриваемой точки, 
IXc – момент инерции сечения относительно главной центральной оси 
XC (см. пункт 2.6). При плоском поперечном изгибе нейтральная линия 
всегда совпадает с одной из главных центральных осей (на рис. 11 
нейтральная линия совпадает с осью XC). 

Формула (11) показывает, что нормальные напряжения при изги-
бе распределены по высоте сечения неравномерно и изменяются по 
линейному закону. По одну сторону от нейтральной линии возникают 
напряжения растяжения, по другую – напряжения сжатия (на рис. 11 
выше нейтральной линии возникают напряжения растяжения, ниже − 
напряжения сжатия). 

Из формулы (11) видно, что напряжения равны нулю на нейтраль-
ной линии (при y = 0, σ =0) и принимают наибольшее значение в точках, 
наиболее удаленных от нейтральной линии (при y = ymax, σ = σmax). 

На основе (11) можно сформулировать условие прочности при из-
гибе. Максимальные напряжения, которые возникают в опасном сече-
нии (сечение, в котором изгибающий момент Mиз максимален) в точ-
ках, наиболее удаленных от нейтральной линии (опасные точки), не 
должны превышать допускаемого напряжения 

 

max
из max

max [ ].
Xc

M y
I

σ = ≤ σ  (12) 

При подборе сечений для балок с поперечным сечением, симмет-
ричным относительно нейтральной линии (круг, двутавр, швеллер и 
т.д.) удобно пользоваться другой формой записи условия прочности 
(12) через момент сопротивления 

 

max
из

max [ ],
x

M
W

σ = ≤ σ  (13) 

где maxx XcW I y=  − момент сопротивления сечения относительно оси XC. 
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Условие прочности при изгибе позволяет решать три вида задач 
(см. пункт 2.3): 

1) Производить проверочный расчет. При этом определяются на-
пряжения в опасных точках σmax и сравниваются с допускаемым [σ]. 
Допускается превышение [σ] на 5% (перегрузка) и недогрузка 10%. 

2) Определять размеры поперечного сечения (конструкторский 
расчет). Из условия прочности (13) определяется геометрическая ха-
рактеристика сечения – момент сопротивления Wx 

 [ ]
max
из

x
MW ≥
σ

. 

3) Находить допускаемый изгибающий момент 

 [ ]из xM W⎡ ⎤ ≤ σ⎣ ⎦ , 

а по нему допускаемую внешнюю нагрузку. 
Для того, чтобы воспользоваться условиями прочности (12) или 

(13), нужно знать максимальный изгибающий момент max
из .M  Он опре-

деляется из эпюр внутренних силовых факторов. 
При плоском поперечном изгибе от действий внешних нагрузок в 

поперечном сечении балки возникают поперечная сила Q и изгибающий 
момент Mиз, которые определяются методом сечений (см. пункт 2.2) с ис-
пользованием правила знаков (см. рис. 12, рис. 13). 

Правило знаков для Q. Внешняя поперечная сила входит в урав-
нение для определения поперечной силы Q со знаком «+», если она 
стремится повернуть отсеченную часть балки (левую или правую) по 
ходу часовой стрелки и со знаком «–», если против хода часовой 
стрелки (см. рис. 12). 

 
Рис. 12. Правило знаков для Q 

 
Чтобы определить поперечную силу Q в сечении балки, нужно за-

писать алгебраическую сумму внешних поперечных сил (согласно 
правилу знаков) действующих справа или слева от рассматриваемого 
сечения (см. правило знаков на рис. 12 и примеры 3, 4). 
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Правило знаков для Mиз. Момент внешней силы и сосредоточен-
ный внешний момент входят в уравнение для определения изгибаю-
щего момента Mиз со знаком «+», если они вызывают сжатие верхних 
волокон балки, и со знаком «–», если вызывают сжатие нижних воло-
кон (см. рис. 13), т. е. эпюра изгибающих моментов строится на 
сжатых волокнах. 

 
Рис. 13. Правило знаков для Миз 

 
Для определения изгибающего момента Mиз в сечении балки нуж-

но записать алгебраическую сумму моментов внешних сил и внешних 
сосредоточенных моментов относительно рассматриваемого сечения 
(согласно правилу знаков), действующих справа или слева от сечения 
(см. примеры 3, 4). 

Большинство ошибок при решении задач связано с построением 
эпюр поперечных сил Q и изгибающих моментов Mиз. Для проверки 
правильности их построения приведем основные правила проверки. 

Правила проверки эпюры Q.  
1) При проверке эпюры Q слева направо эпюра делает «скачок» в точке 
приложения внешней поперечной силы на величину этой силы и в на-
правлении этой силы (реакции опор тоже относятся к внешним силам).  
2) На участке балки, где действует равномерно распределенная на-
грузка, поперечная сила Q изменяется по линейному закону (см. при-
меры 3, 4), на остальных участках поперечная сила постоянна. 

Правила проверки эпюры Mиз.  
1) Эпюра Mиз делает «скачок» в точке приложения внешнего сосредо-
точенного момента на величину этого момента (реактивный момент 
в заделке также является внешним).  
2) На участке балки, где действует равномерно распределенная на-
грузка, изгибающий момент Mиз изменяется по квадратичному закону, 
т.е. эпюра на этом участке представляет собой ветвь параболы, вы-
пуклость которой направлена навстречу распределенной нагрузке. 

Замечание. Если под равномерно распределенной нагрузкой на 
эпюре Q имеется точка, где поперечная сила равна нулю, то на эпюре 
Mиз в этой точке будет максимум или минимум. Для нахождения по-
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ложения этой точки следует уравнение поперечной силы Q(z) на этом 
участке приравнять к нулю и определить значение z. Затем это рас-
стояние необходимо подставить в уравнение изгибающего момента 
Mиз(z) для этого участка и определить численное значение максимума 
или минимума (см. примеры 3, 4). 

 
Пример 3. Для балки, показанной на рис. 14, построить эпюры 

поперечной силы и изгибающего момента. Из условия прочности на 
изгиб подобрать сечение балки (круглое, прямоугольное с соотноше-
нием сторон, h/b = 2 двутавровое). Сделать вывод, какое из сечений 
будет наиболее рациональным. Допускаемое напряжение принять 
[σ] = 160 МПа. 

 

 
Рис. 14. Балка с защемленным концом 

 
Решение 
В общем случае решение задачи состоит из трех этапов. Сначала 

необходимо определить реакции связей. Затем требуется построить 
эпюры поперечных сил и изгибающих моментов. На заключительном 
этапе следует определить опасное сечение и подобрать размеры необхо-
димого сечения. 

1. Определение реакций связей. В качестве объекта равновесия 
выбираем балку АB (см. рис. 15). Указываем реакции в заделке ( y

AR , 
z
AR ) и реактивный момент mA. В результате получили плоскую произ-

вольную систему сил, действующих на балку АB. Неизвестные реак-
ции определим, составив три уравнения равновесия: 

 0;kzF =∑   0;z
AR =  

 0;kyF =∑   4 0;y
AR F q− − ⋅ =  

 4 20 40 60 кН;y
AR F q= + ⋅ = + =  
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 ( ) 0;A kM =∑ F   
44 4 0;
2Am q F m− ⋅ ⋅ − ⋅ + =  

 8 4 80 80 30 130 кНм.Am q F m= ⋅ + ⋅ − = + − =  
Для проверки правильности произведенных расчетов убедимся в 

том, что соблюдается уравнение моментов относительно произвольной 
точки, к примеру, относительно точки C: 

 ( ) 0;C kM =∑ F   
44 4 0;
2

y
A AR q m m− ⋅ + ⋅ ⋅ + + =  

 240 80 130 30 0.− + + + =  
Условие равновесия выполнено, следовательно, реакции опреде-

лены верно. 
 

 
Рис. 15. Эпюры внутренних силовых факторов 

 
2. Построение эпюр внутренних силовых факторов. При по-

строении эпюр балка мысленно рассекается на участки. Сечения про-
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водятся между точками приложения внешних нагрузок (см. рис. 15) и 
изменяются в пределах своих участков. Причем рассматривать можно 
как правую, так и левую части рассеченной балки. 

Составим уравнения для поперечной силы Q и изгибающего мо-
мента Mиз в сечениях на каждом из участков (см. пункт 2.7, стр. 30) и 
рассчитаем их значения на краях интервалов. 

Участок 1      10 4 м.z≤ ≤  

( )1 1;
y
AQ z R qz= −  

( )1 0 60 кН;y
AQ z R= = =  

( )1 4 60 10 4 20 кН.Q z = = − ⋅ =  

( ) 1
из 1 1 1 ;

2
y
A A

zM z R z qz m= − −  

( )из 1 0 130 кНм;AM z m= = − = −  
( )из 1 4 60 4 10 4 2 130 30 кНм.M z = = ⋅ − ⋅ ⋅ − =  

В поперечном сечении z1 возникают внутренние силы (внутрен-
ние силовые факторы, см. пункт 2.2), которые уравновешивают внеш-
нюю нагрузку слева от сечения. Внутренняя продольная сила 
N(z1) = 0, так как нет внешних продольных сил. В поперечном сечении 
z1 возникает внутренняя поперечная сила Q(z1), которая уравновеши-
вает все внешние поперечные силы ( ,y

AR  qz1). Внутренний изгибаю-
щий момент Mиз(z1) уравновешивает внешний сосредоточенный мо-
мент mA и моменты внешних сил y

AR  и qz1. 
Поясним подробнее как составляется уравнение ( )1 1

y
AQ z R qz= − . 

При составлении этого уравнения пользуемся правилом знаков (см. 
рис. 12). Сила y

AR  стремится поворачивать рассматриваемую часть бал-
ки по часовой стрелке относительно сечения z1, поэтому согласно пра-
вилу знаков она входит в уравнение со знаком «+». Равнодействующая 
равномерно распределенной нагрузки qz1 стремится поворачивать рас-
сматриваемую часть балки против часовой стрелки относительно сече-
ния z1, поэтому входит в уравнение для Q(z1) со знаком «–». 

Теперь поясним, как составляется уравнение для изгибающего мо-

мента ( ) 1
из 1 1 1 2

y
A A

zM z R z qz m= − − . Сила y
AR  вызывает сжатие верхних 

волокон балки (балка изгибается вверх), поэтому момент этой силы от-
носительно сечения ( 1

y
AR z ) согласно правилу знаков (см. рис. 13) вхо-
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дит в уравнение со знаком «+». Равнодействующая равномерно распре-
деленной нагрузки qz1 вызывает сжатие нижних волокон балки (балка 

изгибается вниз, см. рис. 11), поэтому момент этой силы 1
1 2

zqz  входит в 

уравнение со знаком «–». Внешний изгибающий момент mA вызывает 
сжатие нижних волокон балки (балка изгибается вниз см. рис. 11), по-
этому он входит в уравнение со знаком «–». 

Заметим, что функция Q(z1) линейно зависит от координаты z1, 
т. е. график ее представляет прямую линию. Функция Mиз(z1) квадра-
тичная, графиком ее является парабола, ветви которой направлены 
вниз, так как перед квадратичным членом 2

1 2qz  стоит знак «–» 
(см. рис.15). 

Аналогичным образом записываются уравнения внутренних си-
ловых факторов в сечении z2: 

Участок 2 
20 2 м.z≤ ≤  

( )2 0.Q z =  
( )из 2 30 кНм.M z m= =  

Внутренняя поперечная сила Q(z1) на этом участке равна нулю, 
так как отсутствуют внешние поперечные силы (нет внешних сил – не 
будет и внутренних). 

Замечание. Для балки с защемленным концом не обязательно ис-
кать реакции в заделке, а можно сразу строить эпюры внутренних сил, 
двигаясь от свободного конца. 

Примечание. Построенные эпюры (рис. 15) полезно проверить со-
гласно правилам проверки эпюр, приведенных в пункте 2.7, стр. 31. 

3. Подбор сечения. По эпюре изгибающих моментов определяется 
опасное сечение – сечение, в котором изгибающий момент максима-
лен по модулю. В данной задаче опасным сечением является сечение в 
точке A, изгибающий момент, действующий в этом сечении, 

max
из 130 кНмM = . 
Для проведения конструкторского расчета воспользуемся услови-

ем прочности при изгибе (13) 

 

max
из

max [ ]
x

M
W

σ = ≤ σ . 
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При конструкторском расчете из условия прочности определяется 
геометрическая характеристика сечения (см. пункт 2.3, 2.6). При изги-
бе этой характеристикой является осевой момент сопротивления Wx 

 

max 3
3 3 3из

6

130 10 0,812 10  м 812,5 см .
[ ] 160 10x

MW −⋅
≥ = = ⋅ =

σ ⋅  
Определим диаметр круглого сечения. Момент сопротивления Wx 

для круга (см. приложение 2) вычисляется по формуле  

 
3

32x
dW π

= ⇒   

3 3
32 32 812,5 20,6 см.

3,14
xWd ⋅

= = =
π

 

Из рассматриваемых сечений наиболее рациональным будет то 
сечение, на изготовление которого расходуется меньше материала 
при обеспечении той же прочности конструкции. Расход материала 
пропорционален площади сечения, поэтому наиболее рациональным 
будет сечение, у которого площадь сечения наименьшая. 

Площадь круглого сечения 

 
( )22

23,14 20,6
331,1 см .

4 4
dA

⋅π
= = =  

Определим размеры прямоугольного сечения. Момент сопротив-
ления Wx для прямоугольника (см. приложение 2) вычисляется по 
формуле Wx = bh2/6. Так как h = 2b (по условию задачи), то  

2 3(2 ) 2
6 3x

b b bW = = ⇒    

3 3
3 3 812,5 10,7 см,

2 2
xWb ⋅

= = =  

2 2 10,7 28,7 см.h b= = ⋅ =  

Площадь прямоугольного сечения 

 
221,8 10,7 228,98 см .A bh= = ⋅ =  

Определим номер двутавра. Двутавр является стандартным про-
филем, его номер выбирается по таблице, приведенной в приложе-
нии 1, в зависимости от необходимого момента сопротивления Wx. 
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Из таблицы выбираем двутавр №40, у 
которого Wx = 953 см3. Но для обеспе-
чения прочности достаточен момент 
сопротивления 812,5 см3 поэтому дву-
тавр №40 будет недогружен. Подсчи-
таем фактические максимальные на-
пряжения 

 

max 3
6из

max 6

130 10 136 10  Па 136 МПа.
953 10x

M
W −

⋅
σ = = = ⋅ =

⋅
 

Процент недогрузки 

 

max[ ] 160 136100% 100% 15%
[ ] 160

σ −σ −
= =

σ
. 

Этот процент недогрузки превышает допустимый интервал (см. 
пункт 2.7, проверочный расчет, стр. 30). Будет иметь место перерас-
ход материала, поэтому возьмем меньший двутавр №36 (приложе-
ние 1), у которого Wx = 743 см3. 

Фактические максимальные напряжения в этом случае будут 

 

max 3
6из

max 6

130 10 175 10  Па 175 МПа.
743 10x

M
W −

⋅
σ = = = ⋅ =

⋅
 

Процент перегрузки 

 

max [ ] 175 160100% 100% 9%
[ ] 160

σ − σ −
= =

σ
. 

Этот процент недогрузки также не допустим (см. пункт 2.6, про-
верочный расчет) из-за высокого риска разрушения конструкции, по-
этому окончательно выбираем двутавр №40, тем самым создавая до-
полнительный запас прочности. 

Площадь поперечного сечения двутавра №40 (см. приложение 1) 

 272,6 см .A=  

Заключение. Сравнивая площади круглого, прямоугольного и дву-
таврового сечения, можно сделать вывод, что наиболее рациональным 
сечением является двутавровое сечение, даже с учетом того, что дву-
тавровая балка будет недогружена на 15% . 
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Пример 4. Для балки из стали Ст. 3 показанной на рис. 16, постро-
ить эпюры внутренних силовых факторов. Проверить балку на проч-
ность. Сечение балки указано на рис. 16 справа. Допускаемое напряже-
ние принять [σ] = 160 МПа. 

 
Рис. 16. Балка на двух опорах 

 
Решение 
Аналогично задаче, рассмотренной в примере 3, сначала необходи-

мо определить реакции связей, затем построить эпюры поперечных сил 
и изгибающих моментов. На заключительном этапе следует проверить 
балку на прочность. 

1. Определение реакций связей. В качестве объекта равновесия 
выбираем балку АB (см. рис. 17). Указываем составляющие реакции в 
шарнирно-неподвижной опоре А ( y

AR , z
AR ) и реакцию связи в шарнир-

но-подвижной опоре В (RB).В результате получили плоскую произ-
вольную систему сил, действующих на балку АВ. Неизвестные реак-
ции определим, составив три уравнения равновесия: 

 0;kzF =∑   0;z
AR =  

 ( ) 0;A kM =∑ F   4 16 8 16 0;BF q R m⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ − =  

 
4 16 8 20 4 10 16 8 30= =76,9 кН;

16 16B
F q mR − ⋅ + ⋅ ⋅ + − ⋅ + ⋅ ⋅ +

=  

 ( ) 0;B kM =∑ F   20 16 16 8 0;y
AF R q m⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − =  

 
20 16 8 20 20 10 16 8 30 103,1 кН.

16 16
y
A

F q mR ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ −
= = =  

Для проверки правильности произведенных расчетов убедимся в 
том, что соблюдается уравнение суммы проекций сил на ось y. 
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 0;kyF =∑   16 0;y
A BF R q R− + − ⋅ + =  

 20 103,1 10 16 76,9 0− + − ⋅ + = . 

Условие равновесия выполнено, следовательно, реакции опреде-
лены верно. 

2. Построение эпюр внутренних силовых факторов. Построение 
эпюр производится по той же схеме и тем же правилам, которые под-
робно описаны в примере 3 и пункте 2.7., стр. 30. 

 

 
Рис. 17. Эпюры внутренних силовых факторов 

 
В данном примере балка разбита сечениями на три участка 

(см. рис. 17). Сечения z1 и z2 отсчитываются от левого конца балки, а 
сечение z3 от правого. При определении внутренних силовых факто-
ров нет никакой разницы, какую часть балки рассматривать, справа от 
сечения или слева. Результат будет одинаковым. Необходимо стре-
мится к тому, чтобы уравнения внутренних силовых факторов, запи-
санные для рассматриваемого сечения, были наиболее компактными. 
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Участок 1 

10 4 м.z≤ ≤  

( )1 20 кН.Q z F= − = −  
( )из 1 1;M z Fz= −  

( )из 1 0 0;M z = =  
( )из 1 4 20 4 80 кНм.M z = = − ⋅ = −  

Участок 2 
24 м 20 м.z≤ ≤  

( ) ( )2 2 4 ;y
AQ z F q z R= − − − +  

( )2 4 20 103,1 83,1 кН;Q z = = − + =  
( )2 20 20 160 103,1 76,9 кН.Q z = = − − + = −  

( ) ( ) ( ) ( )2
из 2 2 2 2

4
4 4 ;

2
y
A

z
M z Fz q z R z

−
= − − − + −  

( )из 2 4 20 4 80 кНм;M z = = − ⋅ = −  
( )из 2 20 20 20 10 16 8

                     103,1 16 30 кНм.
M z = = − ⋅ − ⋅ ⋅ +

+ ⋅ = −
 

Эпюра изгибающего момента на втором участке имеет вид пара-
болы, ветви которой направлены вниз, причем эта парабола будет 
иметь максимум в точке, где поперечная сила равна нулю. Определим 
координату этой точки, приравняв Q(z1) нулю. 

 ( )2 0Q z = ;  ( )2 4 0;y
AF q z R− − − + =  

 
2 max

4 20 103,1 10 4 12,3 м.
10

y
AF R qz z
q

− + + ⋅ − + + ⋅
= = = =  

В этой точке эпюра изгибающего момента на участке 2 будет 
иметь максимальное значение (см. рис.17). 

( ) ( ) ( )
2

из 2 max

12,3 4
20 12,3 10 103,1 12,3 4 265,3 кНм.

2
M z z

−
= = − ⋅ − + − =  

Участок 3 

30 4 м.z≤ ≤  
( )3 0.Q z =  
( )из 3 30 кНм.M z m= − = −  
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Примечание. Построенные эпюры поперечной силы и изгибающе-
го момента (рис. 17) необходимо проверить согласно правилу провер-
ки эпюр, приведенные в пункте 2.7, стр. 31. 

3. Проверка прочности. По эпюре изгибающих моментов опреде-
ляется опасное сечение – это сечение, в котором изгибающий момент 
максимален по модулю. В рассматриваемой задаче max

из 265,3 кНмM =  
(см. рис. 17). 

Для проверки прочности воспользуемся условием прочности при 
изгибе (12) 

 

max
из max

max [ ].
Xc

M y
I

σ = ≤ σ
 

При проверочном расчете определяются максимальные напряже-
ния в балке σmax и сравниваются с допускаемыми напряжениями [σ]. 
Максимальные напряжения будут возникать в опасных точках, кото-
рые находятся в опасном сечении и наиболее удалены от нейтральной 
линии. Рассмотрим опасное сечение (в котором max

из 265,3 кНмM = ), 
найдем положение опасных точек (наиболее удаленных от нейтраль-
ной линии) и значение момента инерции относительно главной цен-
тральной оси IXc (см. рис. 18). 

 

 
Рис. 18. Опасное сечение балки 
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Сечение можно разложить на простые элементы: сплошной пря-
моугольник 1 и вырез в виде полукруга 2. Определяем положения 
центров тяжести каждого из элементов. Центр тяжести прямоугольни-
ка c1 лежит на пересечении диагоналей. Центр тяжести полукруга c2 
находится на его оси симметрии на расстоянии ( )2 3d π  от основания 
(см. приложение 2). Через центры тяжести элементов проводим оси 
координат xc1, yc1 и xc2, yc2 соответственно (см. рис. 18), причем таким 
образом, что yc1 и yc2 совпадают с осью симметрии сечения. 

Для определения координат центра тяжести сечения и положе-
ния главных центральных осей необходимо ввести начальные оси x0, y0 
(см. пункт 2.6, стр. 27) Их выбор абсолютно произволен, но для удоб-
ства дальнейших вычислений совместим начальные оси x0, y0 с осями, 
проходящими через центр тяжести прямоугольника xc1, yc1 (рис. 18). 

Координаты центра тяжести сечения xC, yC определим по форму-
лам (9). Понятно, что центр тяжести сечения будет лежать на оси y0 
(т. к. она совпадает с осью симметрии), т. е. xC = 0. 

 

1 1 2 2

1 2

 ,i i
C

i

y A y A y Ay
A A A

+
= =

+
∑
∑

 

где y1 – координата, отсчитываемая от начальной оси x0 до оси xc1 (с 
учетом знака) естественно y1 = 0 т. к. эти оси совпадают; y2– коорди-
ната, отсчитываемая от начальной оси x0 до оси xc2  

 
2

16 2 16 2 10 5,9 см.
2 3 2 3 3,14

dy ⋅
= − = − =

π ⋅  
A1, A2 − площади элементов 1 и 2 соответственно. Необходимо пом-
нить замечание в пункте 2.6., стр. 28, если элемент является вырезом, 
то его площадь берется со знаком «–». 

 
2 2 2 2

1 216 12 192 см ,   8 3,14 10 8 39,3 см .A A d= ⋅ = = −π = − ⋅ = −  

Координаты центра тяжести  

 

( )
( )

5,9 39,3
1,5 см.

192 39,3Cy
⋅ −

= = −
+ −

 

Точка с координатами xC = 0 и yC = 1,5 см. является центром тяже-
сти сечения (см. рис. 18). Через эту точку проведем центральные оси 
XC, YC. Т. к. ось YC совпадает с осью симметрии сечения, то оси XC, YC 
являются главными центральными осями. Как отмечалось в пункте 
2.7, стр. 29, при поперечном изгибе нейтральная линия всегда совпа-
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дает с одной из главных центральных осей. По условию задачи изгиб 
происходит в плоскости ,YZ  поэтому нейтральная линия совпадает с 
осью XC. 

Зная положение нейтральной линии можно определить расстояние 
до наиболее удаленных точек сечения, опасных точек (см. рис. 18). 

 
сж

max max 16 2 1,5 9,5 см.y y= = + =  

Именно в этих точках будут действовать максимальные напряже-
ния в сечении (на рис. 18 их положение указано жирными линиями). 
Причем в рассматриваемом примере максимальными (по модулю) бу-
дут сжимающие напряжения. 

Области сжатия и растяжения в сечениях определяется по эпюре 
изгибающих моментов. Эпюра изгибающих моментов строится на 
сжатых волокнах, поэтому если эпюра моментов оказывается над 
нейтральной плоскостью (положительные значения Миз), то и область 
сжатия в сечении будет находиться над нейтральной линией, соответ-
ственно под нейтральной линией будет область растяжения. И наобо-
рот, если эпюра изгибающих моментов оказывается под нейтральной 
плоскостью (отрицательные значения Миз), то в сечении область сжа-
тия будет под нейтральной линией, а область растяжения над ней. 

В рассматриваемом примере согласно эпюре изгибающих момен-
тов в опасном сечении (рис. 17) область сжатия находится выше ней-
тральной линии. 

Теперь определим значение момента инерции относительно оси XC. 
Согласно формуле (10), пункт 2.6 

 ( ) ( ) ( )1 2

2 2 2
1 1 2 2C сi с сX x i i x xI I a A I a A I a A= + = + + +∑ , 

где 
1

3 2 412 12 16 12 4096 см
сx

I bh= = ⋅ =  – момент инерции прямоуголь-

ника 1 относительно оси xc1; 2

4 40,00686 0,00686 10
сx

I d= − = − ⋅ =
468,6 см=−  – момент инерции полукруга 2 относительно оси xc2 (см. 

приложение 2). Знак «–» поставлен в соответствии с замечанием в 
пункте 2.6, стр. 28. 

 1 1 1,5 см,Ca y y= − =  ( )2 2 5,9 1,5 7,4 см.Ca y y= − = − − =  

Тогда момент инерции 

 

( ) ( )
( ) ( )( )

1 2

2 2
1 1 2 2
2 2 44096 1,5 192 68,6 7,4 39,3 2307 см .

C с сX x xI I a A I a A= + + + =
= + ⋅ + − + ⋅ − =
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Определим напряжения в опасных точках. Напомним, что все вы-
числения производятся в единицах СИ, правила перевода единиц из-
мерения приведены в разделе 1, стр. 7. 

 

max 3 2
6из max

max 8

265,3 10 9,5 10 115 10  Па 115 МПа.
2307 10Xc

M y
I

−

−

⋅ ⋅ ⋅
σ = = = ⋅ =

⋅
 

Заключение. Условие прочности σmax≤[σ] выполняется, это озна-
чает, что рассматриваемая конструкция не разрушится под действием 
указанной нагрузки. 

Примечание. Эпюра распределения напряжений по высоте сече-
ния показана на рис. 18. Отмечалось, что в рассматриваемом примере 
максимальные напряжения в сечении возникают в области сжатия 

сж
max max 115σ = σ =  МПа. Пластичные материалы (в нашем примере сталь 

Ст. 3) одинаково сопротивляются напряжениям сжатия и напряжени-
ям растяжения. Поэтому проверка их прочности осуществляется по 
наибольшим напряжениям в сечении, вне зависимости, будут ли это 
напряжения сжатия или растяжения. Однако, если балка изготовлена 
из хрупкого материала, который лучше сопротивляется напряжениям 
сжатия, чем напряжениям растяжения, то проверка прочности таких 
балок проводится отдельно для точек, в которых возникают наиболь-
шие напряжения растяжения и точек, в которых возникают наиболь-
шие напряжения сжатия. Для рассматриваемого примера максималь-
ные напряжения в области растяжения определим из подобия тре-
угольников (т. к. согласно (11) напряжения в сечении распределены 
по линейному закону, см. рис. 18) 

 
сж сж
max max
р р
max max

y
y

σ
=

σ
, 

где р
max 6,5y =  см − расстояние от нейтральной линии до наиболее уда-

ленных точек сечения в области растяжения; сж
max 9,5y =  см − расстоя-

ние от нейтральной линии до наиболее удаленных точек сечения в об-
ласти сжатия. Тогда 

 
р

р сж max
max max сж

max

6,5115 78,7
9,5

y
y

σ = σ = =  МПа. 

Напряжения растяжения условно считаются положительными, 
сжатия − отрицательными (см. рис. 18). 
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2.8. Сдвиг 
 
Сдвиг (чистый) − это такой вид нагружения, при котором в попер-

ченном сечении стержня возникает только один внутренний силовой 
фактор − поперечная сила Q = Qx или Q = Qy (остальные внутренние 
силовые факторы равны нулю). 

При сдвиге одна часть элемента стержня сдвигается относительно 
другой (см. рис. 19). 

 

 
Рис. 19. Сдвиг. Распределение касательных напряжений  
в поперечном сечении стержня при сдвиге (эпюра τ) 

 
При сдвиге (чистом) в каждой точке поперечного сечения в об-

ласти сдвига возникают только касательные напряжения τ (рис. 19), 
которые определяются по формуле 

 .Q
A

τ =  (14) 

Считается, что эти напряжения одинаковы в каждой точке попе-
речного сечения, т. е. напряжения при чистом сдвиге распределены по 
сечению равномерно и лежат в плоскости этого сечения (рис. 19). 

Условие прочности при сдвиге выражает требование, чтобы мак-
симальное расчетное напряжение в стержне не превышало значения 
допускаемого напряжения 

 
max [ ].Q

A
τ = ≤ τ  (15) 

Условие прочности при сдвиге (15) (как и любое другое условие 
прочности) позволяют решать три вида задач (см. пункт 2.3): проверочные 
расчет, конструкторский расчет и расчет допускаемой нагрузки. 
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2.9. Кручение 
 
Кручение – это такой вид нагружения, при котором в поперечном 

сечении стержня возникает только один внутренний силовой фактор – 
крутящий момент Мкр (остальные составляющие главного вектора и 
главного момента внутренний сил равны нулю, см. пункт 2.2). 

При кручении в точках поперечного сечения стержня возникают 
только касательные напряжения τ (см. рис. 20). 

 

 
Рис. 20. Кручение стержня. Распределение касательных напряжений  
в круглом поперечном сечении стержня при кручении (эпюра τ) 

 
В рамках нашего курса будем рассматривать кручение стержней 

только круглого поперечного сечения. Касательные напряжения, в от-
личие от нормальных (см. рис. 3, 11, 20), действуют в плоскости сече-
ния и определяются по формуле 

 кр ,
p

M
I
ρ

τ =  (16) 

где ρ – расстояние от центра кручения до точки, в которой определя-
ется напряжение; Ip − полярный момент инерции. 

Формула (16) показывает, что касательные напряжения при кру-
чении стержней круглого поперечного сечения распределены в сече-
нии неравномерно (по линейному закону). Напряжения равны нулю в 
центре кручения (при ρ = 0, τ = 0) и принимают наибольшие значения 
в точках наиболее удаленных от центра кручения (при ρ = ρmax = d/2, 
τ = τmax), см. рис. 20. Во всех точках поперечного сечения находящихся 
на одинаковом расстоянии ρ  от центра кручения напряжения будут 
одинаковы. 

На основании (16) можно сформулировать условие прочности при 
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кручении. Максимальные напряжения τmax, возникающие в опасном 
сечении (где крутящий момент максимален) не должны превышать 
допускаемого напряжения. 

 
max
кр

max [ ]
p

M
W

τ = ≤ τ , (17) 

где maxp pW I= ρ  – полярный момент сопротивления (см. приложение 2). 
Условие прочности при кручении позволяет решать три рода за-

дач (см. пункт 2.3): 
1) Производить проверочный расчет. При этом геометрические 

размеры стержня и внешняя нагрузка известны. Требуется определить 
максимальные напряжения в стержне τmax и сравнить их с допускае-
мыми [τ]. 

2) Определять размеры поперечного сечения (конструкторский 
расчет). Из условия прочности (17) определяется геометрическая ха-
рактеристика сечения – полярный момент сопротивления Wp 

 

max
кр

[ ]p

M
W ≥

τ
. 

3) Находить допускаемый крутящий момент. При этом геомет-
рические размеры стержня заданы и требуется определить допускае-
мую нагрузку, при которой стержень останется прочным. 

 кр[ ] [ ]pM W≤ τ . 

Для того чтобы воспользоваться условиями прочности (17) нужно 
знать максимальный крутящий момент max

крM . Он определяется из 
эпюры крутящего момента. 

Чтобы определить внутренний крутящий момент Mкр в сечении 
стержня, нужно воспользоваться методом сечений (см. пункт 2.2) и за-
писать алгебраическую сумму внешних крутящих моментов дейст-
вующих справа или слева от рассматриваемого сечения. При опреде-
лении знака внешнего крутящего момента условно задаются положи-
тельным и отрицательным направлением вращения. 

Правило проверки эпюры Mкр. Эпюра Mкр делает скачок в точке при-
ложения внешнего крутящего момента на величину этого момента (кру-
тящий момент в жесткой заделке тоже относятся к внешним моментам). 

Помимо расчета на прочность, валы рассчитываются также и на 
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жесткость, ограничивая относительные углы закручивания некото-
рой допускаемой величиной [θ].  

Условие жесткости при кручении имеет вид 

 
max
кр

max [ ]
p

M
GI

θ = ≤ θ . (18) 

Из условия жесткости (18) можно решать те же задачи, что из ус-
ловия прочности, но, как правило, из условия прочности выполняют 
конструкторский расчет, а по условию жесткости осуществляют про-
верку. 

 
Пример 5. Для двухступенчатого торсионного вала, показанного 

на рис. 21, определить диаметры каждой ступени, если допускаемое 
напряжение [τ] = 45 МПа, G = 8⋅104 МПа, а относительный угол закру-
чивания не должен превышать 1  на метр длины ([ ] 1 мθ = ). Построить 
эпюры крутящих моментов и углов закручивания. 

 

 
Рис. 21. Торсионный двухступенчатый вал. 

 
Решение 
В общем случае решение задачи состоит из трех этапов. Сначала 

построим эпюру крутящего момента и из условия прочности определим 
диаметры ступеней. Затем проверим вал на жесткость, и, если потребу-
ется, пересчитаем диметры по условию жесткости. На заключительном 
этапе построим эпюру углов закручивания. 

1. Построение эпюры крутящего момента. При построении эпюр 
вал мысленно рассекается на участки. Сечения проводятся между точ-
ками приложения внешних крутящих моментов (см. рис. 22) и изме-
няются в пределах своих участков. Причем рассматривать можно как 
правую, так и левую части рассеченного вала, однако чтобы дополни-
тельно не искать момент в заделке мы будем рассматривать часть вала 
справа от сечения (см. рис. 22). 
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Рис. 22. Эпюры крутящего момента Mкр и углов закручивания ϕ 

 
Составим уравнения для крутящего момента Mкр в сечениях на 

каждом из участков (см. пункт 2.9, стр. 47). 

10 0,4 м;z≤ ≤  
( )кр 1 1 2 кНм.M z T= =  

 
 

20,4 м 0,9 м;z≤ ≤  
( )кр 2 1 2 2 3 1 кНм.M z T T= − = − = −  

 
 
 

 

30,9 м 1,3 м;z≤ ≤  
( )кр 3 1 2 3

2 3 6 5 кНм.
M z T T T= − + =
= − + =  
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2. Определение диаметров ступеней вала. Диаметры ступеней оп-
ределим из условия прочности при кручении (17)  

 
max
кр

max [ ].
p

M
W

τ = ≤ τ  

При подборе сечения из условия прочности определяется геомет-
рическая характеристика сечения (см. пункт 2.3, 2.9). При кручении 
этой характеристикой является полярный момент сопротивления Wp 

 
max
кр .

[ ]p

M
W ≥

τ  
Полярный момент сопротивления круглого сечения 3 16pW d= π  

(см. приложение 2). Тогда расчетная формула будет иметь вид 

 
max
кр3

16
.

[ ]
M

d ≥
π τ

 (19) 

Определим максимальное значение крутящего момента на каждой 
из ступеней. Из эпюры крутящего момента (см. рис. 22) видно, что на 
первой ступени ( )max

кр 5 кНм,IM =  а на второй ( )max
кр 2 кНм.IIM =  

На основании (19) диаметр первой ступени 

 
( )max 3

кр 23 3
6

16 16 5 10 8,3 10  м 83 мм.
[ ] 3,14 45 10

I

I

M
d −⋅ ⋅

≥ = = ⋅ =
π τ ⋅ ⋅

 

Диаметр второй ступени 

 
( )max 3

кр 23 3
6

16 16 2 10 6,1 10  м 61 мм.
[ ] 3,14 45 10

II

II

M
d −⋅ ⋅

≥ = = ⋅ =
π τ ⋅ ⋅

 

Изготовив вал по диаметрам dI и dII, полученным из условия 
прочности, можно гарантировать, что вал не разрушится под действи-
ем указанной нагрузки. 

3. Проверка жесткости вала. Жесткость вала будет обеспечена, 
если будет выполнено условие (18) 

 
max
кр

max
180 [ ].

p

M
GI

θ = ≤ θ
π

 (20) 
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Множитель 180/π переводит значение относительного угла закру-
чивания из радиан в градусы. Согласно приложению 2 полярный мо-
мент инерции круга 4 32.pI d= π  

Для первой ступени ( ) 4 432 465,7 см ,I
p II d= π =  для второй ступени 

( ) 4 432 135,9 см .II
p III d= π =  

Относительный угол закручивания первой ступени 

 ( )
( )

( )

max 3
кр

max 4 6 8

180 5 10 180 0,77 м.
8 10 10 465,7 10 3,14

I
I

I
p

M
GI −

⋅
θ = = =

π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Условие жесткости для первой ступени ( )
max [ ]Iθ ≤ θ  выполняется, т. е. 

деформации в первой ступени не превысят допускаемого значения.  
Заключение. Таким образом, первая ступень имеющая диаметр 

dII =83 мм будет одновременно удовлетворять и условию прочности (17) 
и условию жесткости (20) (см. пункт 2.1). 

Относительный угол закручивания второй ступени 

 ( )
( )

( )

max 3
кр

max 4 6 8

180 2 10 180 1,1 м.
8 10 10 135,9 10 3,14

II
II

II
p

M
GI −

⋅
θ = = =

π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Условие жесткости для второй ступени не выполняется, так как 
( )
max 1,1 [ ] 1IIθ = > θ = , т. е. фактическая деформация во второй ступени пре-

высят допускаемое значение. Вторая ступень, имеющая диаметр 
dII =61 мм будет прочной, но не жесткой. 

Произведем перерасчет диаметра второй ступени из условия жест-
кости (20), при этом определяется геометрическая характеристика сече-
ния – полярный момент инерции ( ).II

pI  

 ( )
( )max

кр 180 .
[ ]

II
II

p

M
I

G
≥

θ π  
Так как ( ) 4 32,II

p III d= π  то окончательно получаем расчетную фор-
мулу для определения диаметра второй ступени из условия жесткости 

 
( )max 3

кр 24 4
4 6

32 180 32 2 10 180 6,2 10  м 62 мм.
[ ] 3,14 8 10 10 1 3,14

II

II

M
d

G
−⋅ ⋅

≥ = ⋅ = ⋅ =
π θ π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

Заключение. Вторая ступень, имеющая диаметр dII =62 мм будет 
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одновременно удовлетворять и условию прочности (17) и условию же-
сткости (20) (см. пункт 2.1). 

4. Построение эпюры углов закручивания. Эпюра углов закручи-
вания строится от заделки. Углы закручивания определяются на од-
нородных участках (где постоянен крутящий момент и полярный мо-
мент инерции сечения) с помощью закона Гука при кручении 

 

кр ,
p

M l
GI

Δϕ =
 

который определяет угол поворота между двумя сечениями, находя-
щимися на расстоянии l друг от друга. Рассчитаем произведение GIp 
для каждой из ступеней. 

 ( ) ( )434
4 6 5 23,14 83 10

8 10 10 3,7 10  Нм ,
32 32

I I
p

dGI G
−⋅ ⋅π

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  

 ( ) ( )434
4 6 5 23,14 62 10

8 10 10 1,2 10  Нм .
32 32

II II
p

dGI G
−⋅ ⋅π

= = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅  

Замечание. Обратите внимание, что если диаметр ступени был 
пересчитан из условия жесткости, то и полярный момент инерции се-
чения этой ступени измениться. 

В рассматриваемой задаче однородных участков 4 (АВ, ВС, СD и 
DE, см. рис. 22). Рассчитаем углы поворотов сечений А, В, С, D и Е. 
 0Aϕ = , 

т. к. сечения А не имеет возможности поворачиваться (жесткая задел-
ка). Угол поворота сечения В в общем случае 

 
( )

( )
кр

AB
AB

B A BA A I
p

M l
GI

ϕ = ϕ + ϕ = ϕ + . 

Угол поворота сечения В равен сумме угла поворота сечения А и 
относительного угла поворота сечения В относительно А. 

( )
кр 5 кНм ABM = − крутящий момент на участке АВ (определяется из 

эпюры крутящего момента с учетом знака, см. рис. 22), lAB = 0,4 м – 
длина участка АВ. 

 
3

3
5

5 10 0,40 5,4 10  рад.
3,7 10B

−⋅ ⋅
ϕ = + = ⋅

⋅  
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Аналогичным образом рассчитываются углы поворота сечений С, 
D и Е. 

 
( )

( )

3
кр 3 3

5

1 10 0,25,4 10 4,8 10  рад.
3,7 10

BC
BC

C B CB B I
p

M l
GI

− −− ⋅ ⋅
ϕ = ϕ + ϕ = ϕ + = ⋅ + = ⋅

⋅  
Замечание. Обратите внимание, что ( )

кр 1 кНм.BCM = −  При опреде-
лении углов закручивания в формулы подставляются значения крутя-
щих моментов со знаками, определяемыми из эпюры крутящих мо-
ментов. 

 
( )

( )

3
кр 3 3

5

1 10 0,34,8 10 2,3 10  рад.
1,2 10

CD
CD

D C DC C II
p

M l
GI

− −− ⋅ ⋅
ϕ = ϕ + ϕ = ϕ + = ⋅ + = ⋅

⋅
 

 
( )

( )

3
кр 3 3

5

2 10 0,42,3 10 9 10  рад.
1,2 10

DE
DE

E D ED D II
p

M l
GI

− −⋅ ⋅
ϕ = ϕ + ϕ = ϕ + = ⋅ + = ⋅

⋅
 

По численным значениям углов поворота сечений А, В, С, D и Е 
построена эпюра углов закручивания ϕ (см. рис. 22). Из эпюры видно, 
что под действием приложенной нагрузки свободный конец вала по-
вернется относительно неподвижной заделки на угол ϕ = 9·10-3 рад 
или 0,5º. 

 
2.10. Устойчивость сжатых стержней 

 
Во многих случаях проектирования инженерных конструкций не-

достаточно расчета на прочность и жесткость для безопасной работы 
отдельных элементов. Наряду с проблемой обеспечения прочности и 
жесткости элементов конструкции стоит проблема их устойчивости 
(см. пункт 2.1). 

Устойчивость – способность упругих систем сохранять под на-
грузкой свою первоначальную форму равновесия. 

Система, потерявшая устойчивость, стремится перейти в новое 
устойчивое состояние. Этот переход может сопровождаться больши-
ми перемещениями, что вызывает быстрое нарастание напряжений и 
может привести к возникновению пластических деформаций или пол-
ному разрушению конструкций. 

Рассмотрим стержень, на который действует продольная сжи-
мающая сила F (см. рис. 23). 
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Рис. 23. Формы равновесия сжатого стержня 
 
В зависимости от соотношения сжимающей силы F и критиче-

ской Fкр возможны следующие варианты: 
1) если сила F не превышает некоторого значения критической 

силы Fкр (F < Fкр, см. рис. 23), то прямолинейная форма стержня явля-
ется устойчивой. Это означает, к примеру, что если внешней попереч-
ной силой создать прогиб в стержне, а затем убрать эту силу, то стер-
жень вернется к первоначальной прямолинейной форме; 

2) если сила F превышает критическую силу Fкр (F > Fкр, см. 
рис. 23), то прямолинейная форма стержня оказывается неустойчивой, 
и стержень будет стремиться перейдет к новой устойчивой форме 
равновесия – криволинейной. Как отмечалось, этот переход может со-
провождаться большими перемещениями, что приводит к росту на-
пряжений и возможному разрушению конструкции; 

3) промежуточное состояние между устойчивым и неустойчивым 
положением равновесия наблюдается при F = Fкр – это так называемое 
безразличное положение равновесия. В этом случае стержень может 
иметь как прямолинейную форму, так и криволинейную. 

Из указанного выше следует, что критическая сила – это наи-
меньшая сила, при которой стержень теряет устойчивость (первона-
чальную форму равновесия). 

Замечание. Следует иметь в виду, что потеря устойчивости еще 
не означает потери прочности. Например, потеря устойчивости 
стержней, изготовленных из хрупкого материала, в большинстве слу-
чаев приводит к их разрушению, однако, если стержни изготовлены из 
пластичного материала, потеря устойчивости не всегда приводит к их 



 
 

55

разрушению и даже к появлению пластических деформаций. 
Так как при сжатии стержня напряжения / ,F Aσ =  то все выше-

сказанное можно перефразировать в терминах напряжений. Дальней-
шее описание произведем именно в этих терминах. 

Для безопасной работы конструкции, которая имеет сжатые 
стержни, наряду с расчетами из условий прочности и жесткости, необ-
ходим расчет из условия устойчивости (см. пункт. 2.1). 

 y[ ] ,N
A

σ = ≤ σ  (21) 

где [σ]у – допускаемое напряжение на устойчивость. 

 кр
y

у

[ ] .
n
σ

σ =  (22) 

Формула (22) показывает, что допускаемое напряжение на устой-
чивость [σ]у должно быть таким, чтобы конструкция работала не на 
пределе своих возможностей (когда фактические напряжения σ дости-
гают критических значений σкр), а с некоторым запасом, который за-
дается коэффициентом запаса устойчивости ny. К примеру, для стали 
ny = 1,8−3,0. 

Как определить критические напряжения σкр? Понятно, что они бу-
дут зависеть от геометрических размеров элементов конструкции. На-
пример, если сжимать длинную линейку, то она потеряет устойчивость 
(перейдет от прямолинейной формы к криволинейной) при гораздо 
меньших напряжениях, чем короткая, при прочих равных параметрах. 

Впервые задача определения критических напряжений σкр была 
решена Эйлером и носит его имя 

 
2

кр 2 ,Eπ
σ =

λ
 (23) 

где λ – безразмерная величина, которая называется гибкостью 
стержня и определяется по формуле 

 
min

,l
i
μ

λ =  (24) 

где μ – коэффициент приведения длины (зависит от способа закрепле-
ния стержня), l – длина стержня, min mini I A=  – наименьший главный 
радиус инерции сечения. Произведение μl называется приведенная 
длина стержня. 
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Значения коэффициента приведения длины для некоторых спосо-
бов закрепления стержня указаны на рис. 24. 

 
Рис. 24. Значения коэффициента приведения длины μ 

 
Формула Эйлера (23) имеет пределы своей применимости. Она 

дает правильные значения критических напряжений, если они не пре-
вышают предела пропорциональности материала, т. е. σкр ≤ σпц.  
К примеру, для стали марки Ст. 3, для которой σпц =200 МПа, форму-
ла (23) будет справедлива при гибкостях стержня 

 
2 2 5

пц

3.14 2 10 100
200

Eπ ⋅ ⋅
λ ≥ = =

σ
, 

т. е. формулой Эйлера можно пользоваться на участке гиперболы по-
казанной на рис. 25 сплошной линией. При гибкости 100λ <  форму-
лой Эйлера пользоваться нельзя, так как она дает завышенные значе-
ния критических напряжений (штриховая линия на рис. 25). В этом 
случае значение критического напряжения вычисляется согласно 
опытным данным Ф. С. Ясинского по эмпирической формуле 

 кр a bσ = − λ , (25) 

где a и b – коэффициенты, которые зависят от материала, из которого 
изготовлен стержень. Для стали Ст. 3 a = 310 МПа, b = 1,14 МПа. Для 
других материалов значения этих коэффициентов принимают иные 
значения, величины которых приведены в справочниках. 
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Рис. 25. Зависимость критических напряжений σкр от  

гибкости стержня λ для стали Ст. 3 
 
При некоторых значениях гибкости λ величина σкр, вычисленная 

по формуле (25) становиться равной предельному (опасному) напря-
жению при сжатии (для пластичных материалов пределу текучести 
σт), см. рис. 25. 
 кр т .σ = σ  (26) 

Для стали Ст. 3 (σт = 240 МПа) это значение гибкости 61λ ≈ . 
Стержни, у которых λ < 61, называют стержнями малой гибкости. 
Такие стержни практически не теряют устойчивость и их рассчиты-
вают на прочность (точнее, при малых гибкостях расчет на устой-
чивость переходит в расчет на прочность, т. к. в этом случае 
[σ]у ≈ [σ]сж). 

Таким образом, график σкр = f(λ) для стали марки Ст. 3, показан-
ный на рис. 25 состоит из трех участков: 
1) λ ≥ 100 (σкр ≤ σпц) – стержни большой гибкости. Такие стержни 
рассчитывают на устойчивость по формуле Эйлера (23); 
2) 61 ≤ λ < 100 (σпц < σкр ≤ σт)  – стержни средней гибкости. Эти 
стержни рассчитывают на устойчивость по формуле Ясинского (25); 
3) 61λ <  (σкр = σт) – стержни малой гибкости. Такие стержни прак-
тически не теряют устойчивость, и их расчет можно проводить из ус-
ловия прочности (3). 
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Условие устойчивости при центральном растяжении (сжатии) (3) 
формально похоже на условие прочности (21), однако имеется суще-
ственное отличие. При сжатии стержня допускаемое напряжение на 
сжатие [σ]сж зависит только от материала, из которого изготовлен 
стержень. В условии устойчивости допускаемое напряжение на ус-
тойчивость [σ]у, помимо материала стержня, зависит от его гибкости. 
Это хорошо видно из рис. 25, с увеличением гибкости стержня 
уменьшается критическое (опасное) напряжение, следовательно, бу-
дет уменьшаться и рассчитанное по нему допускаемое напряжение на 
устойчивость (см. формулу (22)).  

На практике при расчете на устойчивость принято [σ]у определять 
не по формуле (22), а через допускаемое напряжение на сжатие [σ]сж 
 y сж[ ] [ ] ,σ = ϕ σ  (27) 

где ϕ = σкр/σт – коэффициент снижения допускаемого напряжения. 
Согласно зависимости σкр = f(λ) (рис. 25) коэффициент ϕ  изменяется 
в пределах от 0 до 1. Коэффициент ϕ  зависит от гибкости и для наи-
более часто встречающихся материалов приведен в приложении 3. 
График [σ]у = f(λ) на рис. 25 построен по формуле (27) для стали Ст. 3. 
Видно, что для стержней малой гибкости, при λ < 61 
[σ]у ≈ [σ]сж =160 МПа и расчет на устойчивость переходит в расчет на 
прочность. 

Замечание. Если стержень не в одном из сечений не имеет ослаб-
лений (отверстий, выточек, вырезов), то выполнение условия устой-
чивости (21) гарантирует выполнение условия прочности (3), так как 
всегда [σ]у ≤ [σ]сж. Если же какое-нибудь сечение имеет ослабления, 
то для него дополнительно необходима проверка прочности. 

Условие устойчивости (21), как отмечалось в пункте 2.3, позволя-
ет решать три рода задач: 

1) Осуществлять проверку устойчивости стержня (провероч-
ный расчет). Стержень не потеряет устойчивость и будет работать 
безопасно под действием сжимающей силы, если фактические напря-
жения, возникающие в нем, не превысят допускаемого напряжения на 
устойчивость. 

2) Подбирать сечение (конструкторский расчет): 

 
y сж[ ] [ ]

F FA ≥ =
σ ϕ σ

. 



 
 

59

3) Рассчитывать допускаемую нагрузку: 
 y сж[ ] [ ] [ ]F A A≤ σ = ϕ σ . 

 
Пример 6. Произвести проверочный расчет и определить коэф-

фициент запаса устойчивости для стержня нагруженного силой 
F = 90 кН (рис. 26). Если условие устойчивости выполняется − рас-
считать процент недогрузки, если не выполнится − определить допус-
каемую нагрузку. Стержень изготовлен из стали Ст.3, допускаемое 
напряжение на сжатие [σ]сж = 160 МПа. 

 

 
Рис. 26. Схема конструкции 

 
Решение 
Решение задачи состоит из двух этапов. Сначала проверим устой-

чивость стержня, а затем, в случае выполнения условия устойчивости, 
найдем коэффициент запаса устойчивости. 

1. Проверочный расчет на устойчивость. Стержень, показанный 
на рис. 26 работает на сжатие, поэтому он обязательно должен быть 
проверен на устойчивость. Условие устойчивости имеет вид 

 y[ ]N
A

σ = ≤ σ , 

где N – внутренняя продольная сила, N = F =90 кН; А – площадь по-
перечного сечения. 
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2 23,14 5 2 4 11,63

4 4
dA bhπ ⋅

= − = − ⋅ =  см2. 

Фактические напряжения, возникающие в стержне под действием 
внешней силы F, будут 

 
3

4

90 10 77,4
11,63 10

N
A −

⋅
σ = = =

⋅
 МПа. 

Очевидно, что условие прочности выполняется, т.к. σ ≤ [σ]сж, од-
нако выполнение этого условие еще не говорит о безопасности экс-
плуатации данной конструкции. Для безопасной работы необходимо и 
достаточно, чтобы σ ≤ [σ]у. Определим допускаемое напряжение на 
устойчивость. 
 y сж[ ] [ ] .σ = ϕ σ

 
Коэффициент снижения допускаемого напряжения ϕ определяет-

ся по табл. приложения 3 для стали Ст. 3 в зависимости от гибкости 
стержня. 

Гибкость стержня определяем по формуле 

 
min

.l
i
μ

λ =  

Коэффициент приведения длины μ = 0,7 зависит от способа за-
крепления стержня и определяется согласно рис. 24. min min /i I A=  – 
наименьший главный радиус инерции сечения, Imin − наименьший из 
двух моментов инерции относительно главных центральных осей. 
Значения главных моментов инерции 

 
4 3 4 33,14 5 2 4 20

64 12 64 12Xc
d bhI π ⋅ ⋅

= − = − =  см4; 

 
4 3 4 33,14 5 2 4 28

64 12 64 12Yc
d b hI π ⋅ ⋅

= − = − =  см4. 

Очевидно, что для рассматриваемого сечения наименьший мо-
мент инерции будет относительно оси XC, т.е. Imin = IXc = 20 см4. Тогда 
радиус инерции 

 min
min

20 1,3
11,63

Ii
A

= = =  см. 



 
 

61

Гибкость стержня будет 

 2
min

0,7 2 107,7.
1,3 10

l
i −

μ ⋅
λ = = =

⋅  
Найдем по таблице коэффициент снижения допускаемого напря-

жения ϕ для стали Ст. 3 (путем линейной интерполяции): 
для λ1 = 100  ϕ1 = 0,6; 
для λ2 = 110  ϕ2 = 0,52; 

 ( ) ( )1 2
1 1

2 1

0,6 0,520,6 107,7 100 0,54.
110 100

ϕ −ϕ −
ϕ = ϕ − λ − λ = − − =

λ − λ −
 

Допускаемое напряжение на устойчивость 
 y сж[ ] [ ] 0,54 160 86,4σ = ϕ σ = ⋅ =  МПа. 

Примечание. Более грубо [σ]у для стали Ст. 3 можно оценить по 
графику представленному на рис. 25 при λ = 107,7. 

Условие устойчивости выполняется, так как 
 77,4σ =  МПа y[ ] 86,4< σ =  МПа. 

Из расчета видно, что если выполнено условие устойчивости и 
стержень не имеет ослабленных сечений, то условие прочности вы-
полняется автоматически. 

Процент недонапряжения 

 y

y

[ ] 86,4 77,4100% 100% 10,4%.
[ ] 86,4
σ − σ −

= =
σ

 

2. Определение коэффициента запаса устойчивости. Коэффици-
ент запаса показывает, во сколько раз критическое напряжение σкр 
превышает напряжение, фактически возникающее в стержне σ, т. е.  

 кр
уn

σ
=

σ
. 

Критические напряжения зависят от гибкости стержня и опреде-
ляются либо по формуле Эйлера (23), либо по формуле Ясинского (25), 
либо равны опасному напряжению (26). Рассматриваемый стержень 
имеет гибкость λ = 107,7, следовательно, согласно рис. 25 расчет нужно 
вести по формуле Эйлера: 
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2 2 5 6

кр 2 2

3,14 2 10 10 170
107,7

Eπ ⋅ ⋅ ⋅
σ = = =

λ
 МПа. 

Смысл критического напряжения состоит в том, что если в 
стержне возникнут напряжения, превышающие это критическое на-
пряжение, то стержень потеряет устойчивость (первоначальную фор-
му равновесия). 

Коэффициент запаса устойчивости 

 кр
у

170 2,2.
77,4

n
σ

= = =
σ

 

Коэффициент nу = 2,2 означает, что стержень до потери устойчи-
вости способен выдержать нагрузку в 2,2 раза превышающую дейст-
вующую F = 90 кН. 

Заключение. Рассматриваемый стержень устойчив под действием 
приложенной нагрузки, процент недогрузки составляет 10,4%, стер-
жень работает с запасом устойчивости 2,2. 

 
Пример 7. Произвести проверочный расчет и определить коэф-

фициент запаса устойчивости для стержня нагруженного силой 
F = 300 кН (рис. 27). Если условие устойчивости выполняется − рас-
считать процент недогрузки, если не выполнится − определить допус-
каемую нагрузку. Стержень изготовлен из стали Ст. 3, допускаемое 
напряжение на сжатие [σ]сж = 160 МПа. 

 

 
Рис. 27. Схема конструкции 
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Решение 
Решение задачи производиться по схеме, приведенной в примере 6. 
1. Проверочный расчет на устойчивость. Стержень, показанный 

на рис. 27 работает на сжатие, поэтому он обязательно должен быть 
проверен на устойчивость. Условие устойчивости имеет вид 

 y[ ]N
A

σ = ≤ σ , 

где N – внутренняя продольная сила, N = F = 300 кН; А – площадь по-
перечного сечения. 

 6 8 24
2 2

bhA ⋅
= = =  см2. 

Фактические напряжения, возникающие в стержне под действием 
внешней силы F, будут 

 
3

4

300 10 125
24 10

N
A −

⋅
σ = = =

⋅
 МПа. 

Очевидно, что условие прочности выполняется, т.к. σ ≤ [σ]сж, од-
нако выполнение этого условие еще не говорит о безопасности экс-
плуатации данной конструкции. Для безопасной работы необходимо и 
достаточно, чтобы σ ≤ [σ]у. Определим допускаемое напряжение на 
устойчивость. 
 y сж[ ] [ ] .σ = ϕ σ

 
Коэффициент снижения допускаемого напряжения ϕ определяется 

по приложению 3 для стали Ст. 3 в зависимости от гибкости стержня. 
Гибкость стержня определяем по формуле 

 
min

.l
i
μ

λ =  

Коэффициент приведения длины μ = 1 зависит от способа закреп-
ления стержня и определяется согласно рис. 24. min min /i I A=  – наи-
меньший главный радиус инерции сечения. Определим значения 
главных моментов инерции 

 

3 36 8 85,3
36 36Xc
bhI ⋅

= = =  см4;   
3 36 8 36

48 48Yc
b hI ⋅

= = =  см4. 
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Очевидно, что для рассматриваемого сечения Imin = IYc = 36 см4, 
тогда радиус инерции 

 min
min

36 1,22
24

Ii
A

= = =  см. 

Гибкость стержня 

 2
min

1 1 82.
1,22 10

l
i −

μ ⋅
λ = = =

⋅  
Найдем по таблице коэффициент снижения допускаемого напря-

жения ϕ для стали Ст. 3 (путем линейной интерполяции): 
для λ1 = 80  ϕ1 = 0,75; 
для λ2 = 90  ϕ2 = 0,69; 

 ( ) ( )1 2
1 1

2 1

0,75 0,690,75 82 80 0,74.
90 80

ϕ −ϕ −
ϕ = ϕ − λ − λ = − − =

λ − λ −
 

Допускаемое напряжение на устойчивость 
 y сж[ ] [ ] 0,74 160 118,4σ = ϕ σ = ⋅ =  МПа. 

Примечание. Более грубо [σ]у для стали Ст. 3 можно оценить по 
графику представленному на рис. 25 при λ = 61. 

Условие устойчивости не выполняется, так как 
 125σ =  МПа y[ ] 118,4> σ =  МПа. 

Если условие устойчивости не выполняется, то это означает, что 
высок риск потери устойчивости стержня, что может привести к его 
разрушению, хотя условие прочности (3) выполняется. Т.е. сжимаю-
щее усилие F = 300 кН недопустимо велико. Определим допускаемую 
внешнюю нагрузку, которая обеспечит выполнение условия устойчи-
вости (см. третий вид расчета из условия устойчивости, стр. 59) 

 4 6
y[ ] [ ] 24 10 118,4 10 284,16F A −≤ σ = ⋅ ⋅ ⋅ =  кН. 

Естественно, что при такой внешней силе фактические напряже-
ния будут 

 y
[ ] [ ] 118,4F
A

σ = = σ =  МПа. 

В этом случае условие устойчивости (21) будет выполнено. 
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2. Определение коэффициента запаса устойчивости. Коэффици-
ент запаса показывает, во сколько раз критическое напряжение σкр 
превышает напряжение, фактически возникающее в стержне σ, т. е.  

 кр
уn

σ
=

σ
. 

Критические напряжения зависят от гибкости стержня и опреде-
ляются либо по формуле Эйлера (23), либо по формуле Ясинского (25), 
либо равны опасному напряжению (26). Рассматриваемый стержень 
имеет гибкость λ = 82, следовательно, согласно рис. 25 расчет нужно 
вести по формуле Ясинского: 
 кр 310 1,14 82 216,5a bσ = − λ = − ⋅ =  МПа. 

Замечание. Можно показать, что при гибкости λ = 82 формула 
Эйлера будет давать сильно завышенные значения критических на-
пряжений 2 2 2 5 6 2

кр 3,14 2 10 10 82 293,3 МПа.Eσ = π λ = ⋅ ⋅ ⋅ =  
Коэффициент запаса устойчивости 

 кр
у

216,5 1,8.
118,4

n
σ

= = =
σ

 

Коэффициент nу = 1,8 означает, что стержень до потери устойчи-
вости способен выдержать нагрузку в 1,8 раза превышающую допус-
каемую [F] = 284,16 кН. 

Заключение. Стержень, нагруженный сжимающей силой F = 
300 МПа, эксплуатировать нельзя, т. к. высок риск потери устойчиво-
сти конструкции. Стержень будет работать безопасно при допускае-
мой силе [F] = 284,16 МПа и иметь запас устойчивости 1,8. 

 
2.11. Внецентренное растяжение (сжатие) 

 
Как известно (см. п. 2.4), центральное растяжение (сжатие) возни-

кает в том случае, когда внешние силы действуют вдоль продольной 
оси стержня. Естественно, продольная нагрузка может быть приложе-
на не в центре тяжести поперечного сечения стержня, а с некоторым 
смещением (эксцентриситетом) относительно главных осей сечения. 

В этом случае имеет место внецентренное растяжение (сжа-
тие) – такой вид нагружения, при котором вследствие внецентренно 
приложенной силы, в поперечных сечениях стержня возникают нор-
мальная сила N и изгибающие моменты Mx и My. 
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Примеры элементов конструкций, поперечные сечения которых 
испытывают внецентренное растяжение или сжатие, приведены на 
рис. 28. Так, ножка стола может испытывать внецентренное сжатие 
(см. рис. 23 слева) при приложении нагрузки на столешницу с одной 
стороны. Либо деталь с галтелью (см. рис. 28 справа), когда средняя 
ее часть испытывает растяжение с изгибом. 

 

 
Рис. 28. Примеры внецентренного растяжения и сжатия 

 
В общем случае внецентренное растяжение (сжатие) может быть 

приведено к центральному растяжению (сжатию) и косому изгибу (из-
гиб относительно главных центральных осей), если внешнюю силу 
перенести в центр тяжести сечения. 

Рассмотрим короткий стержень прямоугольного поперечного се-
чения, нагруженной растягивающей силой F, приложенной в точке с 
координатами xF и yF (рис. 29). 

 

 
Рис. 29. Внецентренное растяжение 
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Рассечем стержень в произвольном месте горизонтальной плоско-
стью и покажем действующие в поперечном сечении внутренние си-
ловые факторы (рис. 29 справа). В поперечном сечении будет дейст-
вовать продольная сила N, приложенная в центре тяжести сечения, и 
изгибающие моменты Mx и My. 

Полные напряжения, которые будут возникать в точках попереч-
ного сечения, являются алгебраической суммой напряжений вызван-
ных растяжением и напряжений вызванных изгибом. На основании 
принципа независимости действия сил, нормальные напряжения в про-
извольной точке поперечного сечения будут определяться по формуле 

 ,yx

Xc Yc

MN M y x
A I I

σ = + +  (28) 

где A – площадь поперечного сечения; IYс, IXc– осевые моменты инер-
ции сечения относительно главных центральных осей YC и XC соответ-
ственно (см. пункт 2.5); y, x – координаты рассматриваемой точки в 
системе главных центральных осей сечения. 

С учетом того, что N = F, Mx = FyF, My = FxF, а также используя по-
нятие радиуса инерции сечения / , /x Xc y Yci I A i I A= = , зависимость 
(28) записывается в более удобном для практических расчетов виде 

 2 21 .F F

x y

F y y x x
A i i
⎛ ⎞

σ = ± + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (29) 

Знак перед формулой (29) следует выбирать согласно следующе-
му правилу: если внешняя сила сжимает стержень, ставится знак «–», 
если растягивает – знак «+». В уравнении (29) значение выражения в 
скобках фактически показывает во сколько раз напряжение в рассмат-
риваемой точке при внецентренном растяжении (сжатии) отличается 
от напряжения в этой же точке при центральном приложении внешней 
силы F (центральном растяжении (сжатии), см. пункт 2.4). 

Используя зависимость (29) можно определить напряжение в лю-
бой точке поперечного сечения, однако, чтобы судить о прочности 
конструкции необходимо знать значения напряжений в опасных точ-
ках, т.е. точках, где величина нормальных напряжений достигает мак-
симального значения. Опасными точками в поперечном сечении бу-
дут являться те точки, которые наиболее удалены от нейтральной 
линии (аналогично случаю плоского поперечного изгиба, см. 
пункт 2.7, пример 4). 
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Напряжения в точках, лежащих на нейтральной линии равны ну-
лю, поэтому для определения уравнения нейтральной линии прирав-
няем выражение (29) к нулю 

 2 21 0.F F

x y

y y x x
i i

+ + =  (30) 

Для графического построения нейтральной линии необходимо 
знать положение двух точек, принадлежащих этой линии. Обычно оп-
ределяют положение точек пересечения нейтральной линии с главны-
ми осями сечения. В этом случае одна из координат двух точек ней-
тральной линии уже известна, она равна нулю, а значение второй ко-
ординаты получают при помощи зависимости (30) 

 
2 2

0 0;   .y x

F F

i ix y
x y

= − = −  (31) 

Таким образом, в системе главных центральных осей получаем 
две точки с координатами (0; y0) и (х0; 0) (см. рис. 30), принадлежа-
щими нейтральной линии. Соединяя эти две точки прямой, находим 
положение нейтральной линии в сечении (рис. 30). 

  

 
Рис. 30. Распределение напряжений по сечению  

при внецентренном растяжении (сжатии) 
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Из уравнений (30) следует: 
1) нейтральная линия при внецентренном растяжение (сжатии) 
никогда не проходит через центр тяжести сечения; 

2) положение нейтральной линии не зависит от направления и 
величины внешней силы, но зависит от точки ее приложения; 

3) нейтральная линия и точка приложения внешней силы находят-
ся по разные стороны относительно центра тяжести сечения; 

4) нейтральная линия может как пересекать сечение, так и нахо-
диться за его переделами. 

Нейтральная линия делит сечение на две области – область сжатия и 
область растяжения. Если материал стержня одинаково работает на рас-
тяжение и сжатие (большинство пластичных материалов), т.е. 
[σ]сж = [σ]р = [σ], то опасной будет являться одна точка, наиболее уда-
ленная от нейтральной линии вне зависимости от того, будут ли возни-
кать в этой точке напряжения сжатия или напряжения растяжения. В 
рассматриваемом примере (рис. 30) опасной точкой является точка А.  

Условие прочности при внецентренном растяжении стержня запи-
сывается в виде

 
 max 2 21 [ ].F A F A

А
x y

F y y x x
A i i
⎛ ⎞

σ = σ = + + ≤ σ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (32) 

Если материал стержня неодинаково работает на растяжение и 
сжатие (большинство хрупких материалов), т. е. [σ]сж ≠ [σ]р, то опас-
ными будут две точки, наиболее удаленная точка от нейтральной ли-
нии, в которой возникает напряжение сжатия и наиболее удаленная 
точка от нейтральной линии, в которой возникает напряжение растя-
жения. Для рассматриваемого сечения (рис. 30) опасными будут точка 
А, где возникает максимальное растягивающие напряжение  

p
maxσ , и точка В, в которой действует максимальное сжимающие на-

пряжение сж
maxσ . В этом случае условие прочности необходимо запи-

сать отдельно для области сжатия и области растяжения 

 

p
max р2 2

сж
max сж2 2

1 [ ] ;

1 [ ] .

F A F A
А

x y

F В F В
B

x y

F y y x x
A i i

F y y x x
A i i

⎛ ⎞
σ = σ = + + ≤ σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
σ = σ = + + ≤ σ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (33) 
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По рассчитанным напряжениям в опасных точках строится эпюра 
нормальных напряжений в сечении. Для этого необходимо продлить 
нейтральную линию, провести в произвольном месте перпендикулярно 
к ней отрезок, опустить к этому отрезку из опасных точек перпендику-
ляры (линии, параллельные нейтральной линии) и отложить на этих 
перпендикулярах значения наибольших растягивающих и сжимающих 
напряжений. Линия, соединяющая значения p

maxσ  и сж
maxσ  будет являться 

профилем эпюры нормальных напряжений в сечении (рис. 30). Эпюра 
напряжений позволяет, не прибегая к расчетам, графическим способом 
определить напряжение в любой произвольной точке сечения. 

 
Пример 8. Проверить на прочность короткий стержень, нагру-

женный в точке А продольной силой F=40 кН. Материал стержня – 
серый чугун [σ]сж = 120 МПа, [σ]р = 40 МПа. Схема нагружения и раз-
меры поперечного сечения показаны на рис. 31. 

 

 
Рис. 31. Схема нагружения 

 
Решение 
Так как материал стержня хрупкий и неодинаково работает на рас-

тяжение и сжатие, то проверку прочности необходимо проводить для 
двух опасных точек (в области растяжения и в области сжатия). Расчет 
напряжений производится по формуле (29). В рассматриваемом приме-
ре сила F сжимающая, поэтому в формуле (29) выбираем знак «−». 

 2 21 .F F

x y

F y y x x
A i i
⎛ ⎞

σ = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠  
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1. Определение положения главных центральных осей сечения. 
Известно, что главные центральные оси − это оси, проходящие через 
центр тяжести сечения и центробежный моменты инерции относи-
тельно которых равен нулю (см. пункт 2.6). Главные центральные оси 
всегда совпадают с осями симметрии сечения, если они имеются. В 
нашем примере положение одной главной центральной оси известно 
(ось симметрии), а вторая, перпендикулярная ей, проходит через 
центр тяжести сечения. 

Положение центра тяжести можно определить по формулам (9), 
см. пункт 2.6: 

 ;    .i i i i
C C

i i

x A y A
x y

A A
= =∑ ∑
∑ ∑

 

Разобьем сложное сечение (см. рис. 32) на две простые фигуры: 
верхний прямоугольник обозначим позицией 1, а нижний позицией 2. 

 

 

Рис. 32. Поперечное сечение стержня 
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В качестве начальных осей х0, y0 выбираем оси, проходящие через 
центр тяжести прямоугольника 2. Тогда у2 = 0, у1 = 8 см, х1 = 0, х2 = 0. 
Площади прямоугольников равны 
 А1 = b1·h1 = 16·4 = 64 см2; 
 А2 = b2·h2 = 4·12 = 48 см2. 

Общая площадь сечения А = А1 + А2 = 64 + 48 = 112 см2. Тогда 

 1 1 2 2

1 2

0;i i
C

i

x A x A x Ax
A A A

+
= = =

+
∑
∑

 

 1 1 2 2

1 2

8 64 0 48 4,6 см.
64 48

i i
C

i

y A y A y Ay
A A A

+ ⋅ + ⋅
= = = =

+ +
∑
∑

 

Таким образом, центр тяжести сечения С в системе начальных 
осей х0, y0 находится в точке с координатами (0; 4,6 см). Через эту точ-
ку проводим главные центральные оси XC, YC, таким образом, чтобы 
ось YC  совпадала с осью симметрии сечения (см. рис. 32). 

2. Определение радиусов инерции сечения. При расчете напряже-
ний в формулу (29) входят квадраты радиусов инерции, которые вы-
числяются по формулам 

 2 2; .C CX Y
x y

I I
i i

A A
= =  

Определим осевые моменты инерции сечения относительно глав-
ных центральных осей XC, YC по формулам (10) (см. пункт 2.6) 

 ( )
( )

2

2

;    
.

C сi

C сi

X x i i

Y y i i

I I a A
I I b A

= +
= +
∑
∑

 

Так как рассматриваемое сложное сечение разбито на два элемен-
та, то вышеприведенные зависимости для нашего примера запишутся 
в виде: 

 ( ) ( )1 2

2 2
1 1 2 2 ;

C с сX x xI I a A I a A= + + +  

 ( ) ( )1 2

2 2
1 1 2 2 .

C с сY y yI I b A I b A= + + +  

Осевые моменты инерции прямоугольников (рис. 32) относительно 
собственных главных центральных осей xci, yci равны (см. приложение 2) 
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1

3 3
41 1 16 4 85,3 см ;

12 12cx
b hI ⋅

= = =
 2

3 3
42 2 4 12 576 см ;

12 12cx
b hI ⋅

= = =  

 
1

3 3
41 1 16 4 1365 см ;

12 12cy
b hI ⋅

= = =
 2

3 3
42 2 4 12 64 см .

12 12cy
b hI ⋅

= = =  

Величины ai bi – это координаты, отсчитываемые от главных 
центральных осей XC, YC до центра тяжести i-го элемента (см. пункт 
2.6). Из рис. 32 нетрудно определить, что a1 = 8 − 4,6 = 3,4 см, 
a2 = −4,6 см, b1 = 0, b2 = 0. 

Тогда, осевые моменты инерции сечения относительно главных 
центральных осей XC, YC будут равны 

 ( ) ( )2 2 485,3 3,4 64 576 ( 4,6) 48 2417 см .
CXI = + ⋅ + + − ⋅ =  

 41365 64 1429 см .
CYI = + =

 
Квадраты радиусов инерции  

 2 22417 21,5 см ;
112

CX
x

I
i

A
= = =

   
2 21429 12,8 см .

112
CY

y

I
i

A
= = =

 
3. Построение нейтральной линии. Нейтральная линия необходи-

ма для определения положения опасных точек. 
Координаты точек пересечения нейтральной линии с главными 

осями сечения XC, YC определяются по формулам (31) 

 
2

0 ;y

F

i
x

x
= −  

2

0 .x

F

iy
y

= −
 

Координаты точки приложения силы в системе главных цен-
тральных осей XC, YC определяются из схемы сечения на рис. 32, 
xF = 8 см, yF = 5,6 см. 

Тогда координаты пересечения нейтральной линии с осями XC, YC 

 0
12,8 1,6 см;

8
x = − = −  0

21,5 3,8 см.
5,6

y = − = −  

Получаем на главных центральных осях XC, YC две точки с коор-
динатами (–1,6; 0) и (0; –3,8). Соединяем их прямой линией, которая и 
является нейтральной линией. 

Зная положение нейтральной линии можно утверждать, что опас-
ными точками в сечении будут точки А и В, т. к. они наиболее удале-
ны от этой линии. Нейтральная линия делит сечение на две области: 



 
 
74

область сжатия и область растяжения. При этом в точке А будут дей-
ствовать максимальные сжимающие напряжения, а в точке В – макси-
мальные растягивающие напряжения. 

4. Проверка прочности. Определим напряжения в опасных точках 
по формуле (29) и проверим стержень на прочность. 

 

( )

сж
max 2 2

3
6

4

1

40 10 5,6 5,6 8 81 3,57 10 7,46 26,6 МПа.
112 10 21,5 12,8

F A F A
А

x y

F y y x x
A i i

−

⎛ ⎞
σ =σ =− + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⋅ ⋅ ⋅⎛ ⎞=− + + =− ⋅ =−⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

 

 сж
max сж26,6МПа [ ] 120МПа.σ = < σ =  

Условие прочности для сжатых волокон стержня выполняется. 

 ( )

p
max 2 2

3
6

4

1

40 10 5,6 1,4 8 ( 8)1 3,57 10 3,64 13,0МПа.
112 10 21,5 12,8

F В F В
B

x y

F y y x x
A i i

−

⎛ ⎞
σ =σ =− + + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⋅ ⋅ ⋅ −⎛ ⎞=− + + =− ⋅ − =⎜ ⎟⋅ ⎝ ⎠

 

 p
max p13,0МПа [ ] 40МПа.σ = < σ =  

Условие прочности для растянутых волокон стержня выполняет-
ся. Следовательно, стержень не разрушится под действием прило-
женной внешней силы F. 

Замечание. Значение выражения в скобках является безразмер-
ной величиной, поэтому при его вычислении координаты точек и ра-
диусы инерции должны иметь одинаковую размерность, например, 
«см». Обратите внимание, что значение выражения в скобках пока-
зываем во сколько раз напряжение в рассматриваемой точке при 
внецентренном сжатии превышает напряжение в этой же точке при 
центральном сжатии. Например, в нашем примере внецентренного 
сжатия напряжение в точке А в 7,46 раз выше напряжения, вызванно-
го той же силой, но приложенной в центре тяжести сечения (цен-
тральное сжатие). 

5. Построение эпюры напряжений. Эпюра напряжений в сечении 
показана на рис. 33. Обратите внимание, что при внецентренном рас-
тяжении (сжатии) напряжения распределены неравномерно, в отличии 
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2.12. Совместное действие изгиба и кручения 
 
Изгиб в сочетании с кручением является наиболее распростра-

ненным видом нагружения круглых валов. На изгиб с кручением рабо-
тают валы редукторов, коробок передач, торсионы и т. д. Прочност-
ной расчет валов при таком нагружении является одним из наиболее 
распространенных в инженерной практике расчетов. 

Совместное действие изгиба и кручения − это такой вид нагруже-
ния, при котором в поперечном сечении вала одновременно возника-
ют изгибающие моменты Мx, My, крутящий момент Мкр, и поперечные 
силы Qx, Qy. 

На рис. 34 показан участок вала с закрепленным на нем шкивом 
ременной передачи. В поперечных сечениях вала возникает крутящий 
момент Мкр, изгибающий момент Mиз и поперечная сила Q. 

 

 
Рис. 34. Совместное действие изгиба и кручения 

 
Расчет на прочность валов работающих при совместном действии 

изгиба и кручения производится по опасным точкам. Опасные точки 
находятся в опасном сечении, в котором достигают наибольших зна-
чений полный изгибающий момент Mиз и крутящий момент Мкр. На 
рис. 34 в опасном сечении показана эпюра распределения нормальных 
напряжений σ от изгибающего момента Mиз и касательных напряже-
ний τ от крутящего момента Mкр. Из эпюр видно, что максимальные 
напряжения как касательные, так и нормальные, возникают в точках 
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контура сечения. Эти точки и будут являться опасными точками. 
Если в окрестности какой-либо точки вала выделить бесконечно 

малый элемент в виде кубика (см. рис. 34), то он будет находиться в 
плоском напряженном состоянии. Для того чтобы сформулировать 
условие прочности, необходимо перейти от плоского напряженного 
состояния к эквивалентному ему линейному напряженному состоя-
нию (эквивалентное напряженное состояние, см. рис 34).  

Эквивалентное напряженное состояние − это одноосное напря-
женное состояние, равноопасное с заданным напряженным состоянием. 

Переход от заданного напряженного состояния к эквивалентному 
состоянию осуществляется с помощью теорий прочности. 

Как правило, валы изготавливают из стали, поэтому их расчет ре-
комендуется проводить по третьей или четвертой теории прочности. 

Третья теория прочности. Эквивалентное напряжение по третьей 
теории прочности при совместном действии изгиба и кручения опре-
деляются по формуле 

 2 2
экв 4 [ ],IIIσ = σ + τ ≤ σ  (34) 

где σ = Миз/Wx − нормальные напряжения от изгибающего момента, 
τ = Мкр/Wp − касательные напряжения от крутящего момента. 

Примечание. Касательные напряжения τ от поперечной силы Q не 
дают вклад в эквивалентное напряжение σэкв. 

Учитывая, что для круглого сечения справедливо равенство, 
Wp = 2Wx условие (34) приводится к виду 

 
2 2
из кр экв

экв [ ],
III

III

x x

М М М
W W
+

σ = = ≤ σ  

где 2 2
экв из кр
IIIМ М М= +  − эквивалентный момент по третьей теории 

прочности. 
Четвертая теория прочности. Эквивалентное напряжение по 

четвертой теории прочности при совместном действии изгиба и кру-
чения определяются по формуле 

 2 2
экв 3 [ ].IVσ = σ + τ ≤ σ  (35) 

Подставляя в (35) выражения для напряжений, и, учитывая, что 
Wp = 2Wx условие прочности приводится к виду 
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2 2
из кр экв

экв

0,75
[ ],

IV
IV

x x

М М М
W W
+

σ = = ≤ σ  

где 2 2
экв из кр0,75IVМ М М= +  − эквивалентный момент по четвертой 

теории прочности. 
Четвертая теория прочности более предпочтительна, так как 

результаты расчетов по этой теории наиболее близки к эксперимен-
тальным данным для пластических материалов. 

Условие прочности при совместном действии изгиба и кручения 
можно свести к общему виду 

 
max

экв экв
max [ ],

x

M
W

σ = ≤ σ  (36) 

где max
эквM  − максимальное значение эквивалентного момента, которое 

вычисляется по третьей или четвертой теории прочности. 
Обратите внимание, что условие прочности при совместном дей-

ствии изгиба  и кручения (36) структурно похоже на условие прочно-
сти при изгибе (13). 

При выполнении расчета вала работающего на совместное действие 
изгиба и кручения необходимо придерживаться следующего порядка: 

1) определить крутящий момент, передаваемый шкивами и шес-
тернями и построить эпюру крутящих моментов Mкр; 

2) определить силы, действующие на шкивы и шестерни, привес-
ти полученную систему сил к оси вала и определить проекции 
равнодействующей силы на вертикальную и горизонтальную 
плоскости; 

3) построить эпюры изгибающих моментов Mx и My (в вертикаль-
ной и горизонтальной плоскостях); 

4) построить эпюру суммарных изгибающих моментов Mиз, и оп-
ределить опасное сечение; 

5) в опасном сечении рассчитать эквивалентный момент Mэкв по 
третьей или четвертой теории прочности и из условия прочно-
сти (36) определить диаметр вала. 

Примечание. Построение эпюр поперечных сил обычно не делают, 
так как влияние касательных напряжений от этих сил незначительно. 
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Пример 9. Ведущий вал одноступенчатого цилиндрического ре-
дуктора приводиться во вращение от электродвигателя через ремен-
ную передачу. Вал опирается на два подшипниковых узла, на него по-
сажены шкив 1 ременной передачи диаметром D1 = 500 мм и зубчатая 
шестерня 2 диаметром D2 = 250 мм (см. рис. 39). Размеры вала показа-
ны на схеме (см. рис. 35). Материал вала – сталь 40 [σ] = 100 МПа. 
Ремни ременной передачи направлены под углом 30α = °  к горизонту 
и условно считаются параллельными. Натяжение набегающей на шкив 
1 ветви ремня принять в η = 2 раз больше, чем сбегающей. Зубчатая 
шестерня 2 входит в зацепление с зубчатым колесом 3 ведомого вала в 
горизонтальной плоскости (на рис. 35 показан штриховым контуром). 
Радиальную составляющую усилия в зацеплении принять Fr = 0,4Ft. 
Передаваемая на вал мощность P = 10 кВт. Угловая скорость враще-
ния вала ω = 50 c-1.  

Требуется:  
1) определить диаметр вала из условия прочности, пользуясь четвер-
той теорией прочности; 
2) расчетный диаметр вала округлить до ближайшего большего стан-
дартного значения. 

 

 
Рис. 35. Схема нагружения вала 
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Рис. 39. Эпюры крутящего и изгибающих моментов 

 
3. Построение эпюр изгибающих моментов Mx и Мy. Рассматрива-

ем изгиб вала в горизонтальной плоскости. Составляем расчетную 
схему (см. рис. 39). На вал действуют две внешние силы 1

xF  и 2
xF , а 

также реакции опор x
AR  и x

BR . Определяем реакции опор из уравнений 
равновесия. 
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 1 2( ) 0; ( ) 0.x x x
A k B

k

M F a F b R b c= + − + =∑ F  

Отсюда 

 1 2 2,08 0,2 0,64 0,1 2,4 кН.
( ) (0,1 0,1)

x x
x
B

F a F bR
b c
+ ⋅ + ⋅

= = =
+ +

 

 1 2( ) 0; ( ) ( ) 0;x x x
B k A

k

M F a b c F c R b c= + + − − + =∑ F . 

 1 2( ) 2,08 (0,2 0,1 0,1) 0,64 0,1 3,84 кН.
( ) (0,1 0,1)

x x
x
A

F a b c F cR
b c

+ + − ⋅ + + − ⋅
= = =

+ +
 

Делаем проверку вычислений: 

 1 20 0;x x x x
kx A B

k

F F R F R= − + + − =∑  

 2,08 3,84 0,64 2,4 0.− + + − =  

Реакции опор определены верно. 
Строим эпюру изгибающих моментов My (в горизонтальной плос-

кости). Определяем положение характерных сечений, которые имеют 
текущие координаты z1, z2, z3. Используя метод сечений, составляем 
уравнения для изгибающего момента на каждом из участков (см. 
пункты 2.2 и 2.7). 

10 0,1м;z≥ ≥  
( )1 1;

x
y BM z R z= −

   
( )1 0 0;yM z = =  
( )1 0,1 2,4 0,1 0,24 кНм.yM z = = − ⋅ = −  

20,1м 0,2мz≥ ≥ ; 
( )2 2 2 2( );x x

y BM z R z F z c= − + −
  

( )2 0,1 0,24 кНм;yM z = = −  
( )2 0,2 0,416 кНм.yM z = = −  

30 0,2мz≥ ≥  
( )3 1 3;

x
yM z F z= −

   
( )3 0 0;yM z = =  
( )3 0,2 2,08 0,2 0,416 кНм.yM z = = − ⋅ = −  

По полученным численным данным графически отображаем эпю-
ру My (см. рис. 39). 
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Рассматриваем изгиб вала в вертикальной плоскости. Составляем 
расчетную схему (см. рис. 39). На вал действуют две внешние силы 

1
yF  и 2

yF , а также реакции опор y
AR  и y

BR . Определяем реакции опор из 
уравнений равновесия. 

 1 2( ) 0; ( ) 0.y y y
A k B

k

M F a F b R b c= + − + =∑ F  

 1 2 1,2 0,2 1,6 0,1 2 кН.
( ) (0,1 0,1)

y y
y
B

F a F bR
b c
+ ⋅ + ⋅

= = =
+ +

 

 
1 2( ) 0; ( ) ( ) 0;y y y

B k A
k

M F a b c F c R b c= + + − − + =∑ F
 

 
1 2( ) 1,2 (0,2 0,1 0,1) 1,6 0,1 1,6 кН

( ) (0,1 0,1)

y y
y
A

F a b c F cR
b c

+ + − ⋅ + + − ⋅
= = =

+ + . 
Делаем проверку вычислений: 

 1 20; 0;

                      1,2 1,6 1,6 2 0.

y y y y
kx A B

k

F F R F R= − + + − =

− + + − =
∑  

Реакции опор определены верно. 
Строим эпюру изгибающих моментов Мx (в вертикальной плоско-

сти). Определяем положение характерных сечений, которые имеют 
текущие координаты z1, z2, z3. Составляем уравнения для изгибающего 
момента на каждом из участков (см. пункты 2.2 и 2.7). 

10 0,1мz≥ ≥ ; 
( )1 1;

y
x BM z R z= −

   
( )1 0 0;xM z = =  
( )1 0,1 2 0,1 0,2 кНм.xM z = = − ⋅ = −  

20,1м 0,2м;z≥ ≥  
( )2 2 2 2( );y y

x BM z R z F z c= − + −
   

( )2 0,1 0,2 кНм;xM z = = −  
( )2 0,2 0,24 кНм.xM z = = −  

30 0,2 м;z≥ ≥  
( )3 1 3;

y
xM z F z= −

   
( )3 0 0;xM z = =  
( )3 0,2 1,2 0,2 0,24 кНм.xM z = = − ⋅ = −  

По полученным численным данным графически отображаем эпю-
ру Мx (см. рис. 39). 
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4. Построение эпюры суммарных изгибающих моментов Миз. Ве-
личины суммарных изгибающих моментов для вала определяются как 
геометрическая сумма изгибающих моментов в горизонтальной и вер-
тикальной плоскостях по формуле 2 2

из .x yM М М= +  
Суммарный изгибающий момент в сечении вала на опоре A 

 2 2 2 2
из y( ) ( ) 0,416 0,24 0,48 кНм.А A A

xM М М= + = + =  

Суммарный изгибающий момент в сечении вала в точке С 

 2 2 2 2
из ( ) ( ) 0,24 0,2 0,312 кНм.C C C

x yM М М= + = + =  

Очевидно, что по краям вала суммарный изгибающий момент бу-
дет равен нулю. 

По полученным численным данным графически отображаем эпю-
ру суммарных изгибающих моментов Миз  (см. рис. 39). 

Опасным сечением вала будет сечение в опоре А, так как здесь 
действует максимальный суммарный изгибающий момент,  

max
из 0,48 кНмМ =  и крутящий момент Mкр = 0,2 кНм. 

5. Определение эквивалентного момента Мэкв и диаметра вала. 
Рассчитаем в опасном сечении эквивалентный момент, который по 
четвертой теории прочности определяется как 2 2

экв из кр0,75М М М= + . 

 
max max 2 2 2 2
экв из кр( ) 0,75 (0,48) 0,75 0,2 0,51кНм.М М М= + = + ⋅ =  

Из условия прочности (36) определяем необходимый осевой мо-
мент сопротивления сечения вала 

 
max 3

6 3экв
6

0,51 10 5,1 10 м .
[ ] 100 10x

MW −⋅
≥ = = ⋅

σ ⋅
 

Так как для круглого сечения осевой момент сопротивления 
3 32xW d= π , то расчетный диаметр вала 

 

6
23 3

32 32 5,1 10 3,73 10 м = 37,3 мм.
3,14

xWd
−

−⋅ ⋅
≥ = = ⋅

π  
Значение расчетного диаметра вала необходимо округлить до 

ближайшего большего стандартного значения (см. приложение 4). 
Заключение. К проекту принимаем вал диаметром dст = 38 мм. 
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3. ЗАДАНИЯ К РАСЧЕТНО-ПРОЕКТИРОВОЧЫМ РАБОТАМ 
 

3.1. Задание 1. Центральное растяжение 
 
Абсолютно жесткий брус, показанный на рис. 3.1, нагружен внеш-

ними силами F1 и F2, закреплен шарнирно на опоре и удерживается в 
равновесии стальным стержнем. Допускаемое напряжение для мате-
риала стержня [σ] = 160 МПа, модуль упругости Е = 2⋅105 МПа. Значе-
ния внешних сил F1, F2 и размеры конструкции даны в таблице 3.1. 

Требуется: 
1) определить диаметр стального стержня из условия прочности; 
2) проверить конструкцию на жесткость, учитывая, что макси-

мальное перемещение точки C бруса не должно превышать ве-
личины δС. При необходимости, пересчитать диаметр стержня 
из условия жесткости. 

 
3.2. Задание 2. Статически неопределимые задачи  

при растяжении 
 

Абсолютно жесткий брус ABC, показанный на рис. 3.2, закреплен 
шарнирно на опоре и удерживается в равновесии двумя стержнями 
одинакового поперечного сечения при помощи шарниров. Значения 
внешних сил F1 и F2, а также размеры конструкции даны в табл. 3.2. 
Допускаемое напряжение для материала стержней [σ] = 160 МПа. 

Требуется: 
1) определить все реактивные силы; 
2) по наиболее нагруженному стержню определить площади по-

перечного сечения стержней и их диаметры. 
 

3.3. Задание 3. Поперечный изгиб 
 
На рис. 3.3 даны две балки. Размеры балок, а также значения 

внешних сил следует взять из таблицы 3.3. Прочерк в таблице 3.3 ука-
зывает на то, что данный силовой фактор не действует на балку и по-
казывать его на расчетной схеме не нужно. 

Требуется: 
1) построить для обеих балок эпюры поперечных сил Q и изги-

бающих моментов Миз; 
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2) для первой балки из условия прочности подобрать поперечное 
сечение в виде: а) круга, б) прямоугольника с соотношением 
сторон 2:1, в) двутавра. Материал балки – сталь Ст. 3 
[σ] = 160 Мпа; 

3) вторую балку проверить на прочность. Форму поперечного се-
чения принять согласно рис. 3.4, а размеры из таблицы 3.3. 
Материал балки – сталь Ст.3 [σ] = 160 Мпа. Построить эпюру 
нормальных напряжений по высоте сечения (сечение вычер-
тить в масштабе). 

 
3.4. Задание 4. Кручение 

 
К стальному валу приложены четыре крутящих момента: Т1, Т2, 

Т3, Т4 (рис. 3.5). Стальной вал имеет сплошное сечение и выполнен 
ступенчатым с диаметрами ступеней d1 и d2. Схему вала принять со-
гласно рис. 3.5, численные данные взять из таблицы 3.4. 

Требуется: 
1) построить эпюру крутящих моментов; 
2) определить диаметры ступеней вала d1 и d2 из условия прочно-

сти, если [τ] = 100 МПа (диаметры округлить до ближайших 
больших стандартных согласно приложению 4); 

3) построить эпюру углов закручивания, если G = 8·104 МПа; 
4) проверить вал на жесткость, если допускаемый относительный 

угол закручивания [ ] 1 / мθ = ° , при необходимости определить 
диаметры ступеней вала d1 и d2 из условия жесткости. 

 
3.5. Задание 5. Устойчивость сжатых стержней 

 
Стальной стержень, поперечное сечение которого показано на 

рис. 3.6, нагружен продольной сжимающей силой F. Схема закрепле-
ния стержня представлена на рис. 21. Численные данные взять из таб-
лицы 3.5. Стержень изготовлен из стали Ст. 3 [σ]сж = 160 МПа. 

Требуется: 
1) произвести проверочный расчет стержня из условия устойчи-

вости; 
2) при выполнении условия устойчивости определить процент 

недогрузки; если условие устойчивости не выполняется, в этом 
случае определить допускаемую нагрузку; 

3) определить коэффициент запаса устойчивости. 
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3.6. Задание 6. Внецентренное растяжение (сжатие) 
 
Короткий стержень, поперечное сечение которого показано на 

рис. 3.7, нагружен продольной силой F, приложенной в точке A. Чис-
ленные данные взять из таблицы 3.6. Допускаемое напряжение на рас-
тяжение для материала стержня [σ]р = 30 МПа, на сжатие 
[σ]сж = 120 МПа. 

Требуется: 
1) проверить стержень на прочность; 
2) построить эпюру напряжений в сечении,  
Замечание: при решении задачи вычертить поперечное сечение 

стержня в масштабе со всеми размерами, показать точку приложения 
силы, положение нейтральной линии и опасных точек. 
 

3.7. Задание 7. Совместное действие изгиба и кручения 
 
Механизм, схема которого представлена на рис. 3.8, состоит из 

вала, закрепленного на подшипниковых опорах, ведущего шкива диа-
метром D1 и ведомой прямозубой шестерни диаметром D2. Механизм 
передает от электродвигателя к исполнительному звену (на схеме не 
показаны) мощность P. Вал вращается с угловой скоростью ω. Через 
шкив перекинут ремень, ветви которого условно считаются парал-
лельными друг другу. Усилие натяжения набегающей ветви в η раз 
больше, чем сбегающей. На шестерню действуют окружная сила Ft и 
радиальная Fr. Величина радиальной силы зависит от типа зацепле-
ния, при решении задачи принять Fr = 0,4 Ft.  

Требуется определить диаметр вала, пользуясь четвертой (энерге-
тической) теорией прочности, если [σ] = 100 МПа. Расчетный диаметр 
вала округлить до ближайшего большего стандартного согласно при-
ложению 4. 
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РРис. 3.1. Цеентральное растяжениие 
 



 

РРис. 3.1. Цеентральное растяжениие 
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Таблица 3.1 
Центральное растяжение 

Номер 
строки a, м b, м c, м F1, кН F2, кН δC, мм 

1 1,0 2,5 1,4 30 16 5,0 
2 1,1 2,4 1,5 28 14 4,9 
3 1,2 2,3 1,6 26 12 4,8 
4 1,3 2,2 1,7 24 10 4,7 
5 1,4 2,1 1,8 22 11 4,6 
6 1,5 2,0 1,9 40 20 4,5 
7 1,6 1,9 2,0 38 18 4,4 
8 1,7 1,8 2,1 36 16 4,3 
9 1,8 1,7 2,2 34 14 4,2 
10 1,9 1,6 2,3 32 12 4,1 
11 2,0 1,5 2,4 30 11 4,0 
12 2,1 1,4 2,5 28 10 3,9 
13 2,2 1,3 1,0 26 11 3,8 
14 2,3 1,2 1,1 24 12 3,7 
15 2,4 1,1 1,2 22 10 3,6 
16 2,5 1,0 1,3 50 36 5,0 
17 2,4 2,5 1,4 48 34 4,9 
18 2,3 2,4 1,5 46 32 4,8 
19 2,2 2,3 1,6 44 30 4,7 
20 2,1 2,2 1,7 42 28 4,6 
21 2,0 2,1 1,8 40 26 4,5 
22 1,9 2,0 1,9 38 24 4,4 
23 1,8 1,9 2,0 36 22 4,3 
24 1,7 1,8 2,1 34 20 4,2 
25 1,6 1,7 2,2 32 16 4,1 
26 1,5 1,6 2,3 30 14 4,0 
27 1,4 1,5 2,4 28 12 3,9 
28 1,3 1,4 2,5 26 10 3,8 
29 1,2 1,3 1,0 24 12 3,7 
30 1,1 1,2 1,1 22 10 3,6 



 

Рис. 3.2. Статиически неоппределимыые задачи ппри растяжеении 
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Рис. 3.2. Статиически неоппределимыые задачи ппри растяжеении 
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Таблица 3.2 
Статически неопределимые задачи при растяжении 

Номер строки F1, кН F2, кН а, м 
1 30 16 1,0 
2 28 14 1,1 
3 26 12 1,2 
4 24 10 1,3 
5 22 11 1,4 
6 40 20 1,5 
7 38 18 1,6 
8 36 16 1,7 
9 34 14 1,8 
10 32 12 1,9 
11 30 11 2,0 
12 28 10 2,1 
13 26 11 2,2 
14 24 12 2,3 
15 22 10 2,4 
16 50 36 2,5 
17 48 34 2,4 
18 46 32 2,3 
19 44 30 2,2 
20 42 28 2,1 
21 40 26 2,0 
22 38 24 1,9 
23 36 22 1,8 
24 34 20 1,7 
25 32 16 1,6 
26 30 14 1,5 
27 28 12 1,4 
28 26 10 1,3 
29 24 12 1,2 
30 22 10 1,1 
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Рис.3.3. Поперечныый изгиб 
 



 

Рис.3.3. Поперечныый изгиб 
97 

 



 
 
98

Рис.3.3. Поперечныый изгиб 
 



 

Рис.3.3. Поперечныый изгиб 
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Рис. 3.4. Поперечный изгиб 
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Таблица 3.3 
Поперечный изгиб 

Номер 
строки 

a,  
м 

F1, 
кН 

F2, 
кН 

F3, 
кН 

q1, 
кН/м 

q2, 
кН/м 

m1, 
кНм 

m2, 
кНм 

№ се-
чения 

b, 
см 

1 1 20 – – 10 – 24 – 4 10 
2 1,5 – 20 – – 10 – 20 5 5 
3 2 – – 30 10 – 36 – 6 4 
4 1 20 – – – 10 – 30 7 7 
5 1,5 – 20 – 10 – 36 – 8 5 
6 2 – – 20 – 10 – 24 1 8 
7 1 30 – – – 20 40 – 2 6 
8 1,5 – 20 – 10 – – 30 3 10 
9 2 – – 20 – 10 24 – 4 12 
10 1 30 – – 15 – – 40 5 7 
11 1,5 – 30 – – 10 36 – 6 6 
12 2 – – 30 10 – – 40 7 9 
13 1 20 – – 10 – 30 – 8 7 
14 1,5 – 30 – – 10 – 36 1 10 
15 2 – – 20 15 – 30 – 2 8 
16 1 30 – – – 15 – 40 3 12 
17 1,5 – 20 – 10 – 24 – 4 14 
18 2 – – 20 – 10 – 27 5 9 
19 1 20 – – – 15 40 – 6 8 
20 1,5 – 20 – 10 – – 10 7 3 
21 2 10 – – 20 – – 6 8 6 
22 1 – 10 – – 20 15 – 1 4 
23 1,5 – – 10 5 – – 10 2 7 
24 2 15 – – 24 – 20 – 3 5 
25 1 – 15 – – 10 – 20 4 8 
26 1,5 – – 15 5 – 30 – 5 11 
27 2 25 – – – 8 – 15 6 7 
28 1 – 25 – 8 – 20 – 7 5 
29 1,5 – – 25 – 10 – 10 8 9 
30 2 25 – – 10 – 30 – 1 6 
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Рис. 3.5. Кручеение 
 



 

Рис. 3.5. Кручеение 
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Таблица 3.4 
Кручение 

Номер 
строки 

Расстояние, м Крутящие моменты, кНм 
a b c T1 T2 T3 T4

1 0,5 0,6 0,7 1 2 3 4 
2 0,6 0,7 0,8 2 3 4 5 
3 0,7 0,8 0,9 3 4 5 6 
4 0,8 0,9 1,0 4 5 6 7 
5 0,9 1,0 1,1 4 3 2 1 
6 1,0 1,1 1,2 5 4 3 2 
7 1,1 1,2 1,3 6 5 4 3 
8 1,2 1,3 1,4 7 6 5 4 
9 1,3 1,4 1,5 3 2 1 4 
10 1,4 1,5 1,6 4 3 2 1 
11 1,5 1,6 1,7 5 4 3 6 
12 1,6 1,7 1,8 6 5 4 7 
13 1,7 1,8 1,9 2 1 4 3 
14 1,8 1,9 2,0 3 2 5 4 
15 1,9 2,0 0,5 4 3 6 5 
16 2,0 0,5 0,6 5 4 7 6 
17 0,5 0,7 0,5 3 4 1 2 
18 0,6 0,8 0,7 4 5 2 3 
19 0,7 0,9 0,8 5 6 3 4 
20 0,8 1,0 0,9 6 7 4 5 
21 0,9 1,1 1,0 4 2 3 1 
22 1,0 1,2 1,1 5 3 4 2 
23 1,1 1,3 1,2 6 4 5 3 
24 1,2 1,4 1,3 7 5 6 4 
25 1,3 1,5 1,4 4 1 2 3 
26 1,4 1,6 1,5 5 2 3 4 
27 1,5 1,7 1,6 6 3 4 5 
28 1,6 1,8 1,7 7 4 5 6 
29 1,7 1,9 1,8 4 5 6 2 
30 1,8 2,0 1,9 3 7 6 5 



 

Рис. 3.6. Устоййчивость сжжатых стержжней 
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106

Рис. 3.6. Устоййчивость сжжатых стержжней 
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Таблица 3.5 
Устойчивость сжатых стержней 

Номер строки Схема закреп-
ления стержня а, см l, м F, кН 

1 А 2,0 1,2 90 
2 Б 2,1 1,3 100 
3 В 2,2 1,4 110 
4 Г 2,3 1,5 120 
5 Д 2,4 1,6 130 
6 А 5,4 1,7 140 
7 Б 2,6 1,8 150 
8 В 2,7 1,9 160 
9 Г 2,8 2,0 170 
10 Д 2,9 2,1 180 
11 А 4,9 2,0 100 
12 Б 2,0 1,2 110 
13 В 2,1 1,3 120 
14 Г 2,2 1,4 130 
15 Д 2,3 1,5 140 
16 А 5,0 1,6 150 
17 Б 2,5 1,7 160 
18 В 2,6 1,8 170 
19 Г 2,7 1,9 180 
20 Д 2,8 2,0 100 
21 А 5,2 2,1 110 
22 Б 3,0 2,2 120 
23 В 2,0 1,2 130 
24 Г 2,1 1,3 140 
25 Д 2,2 1,4 150 
26 А 5,1 1,5 160 
27 Б 2,4 1,6 170 
28 В 2,5 1,7 180 
29 Г 2,6 1,8 100 
30 Д 2,7 1,9 110 
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Рис. 3.77. Внеценттренное расстяжение (ссжатие) 
 



 

Рис. 3.77. Внеценттренное расстяжение (ссжатие) 
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Таблица 3.6 
Внецентренное растяжение (сжатие) 

Номер строки Размеры, см Продольная си-
ла F, кН 

Вид нагру-
жения а b 

1 4 2 40 сжатие 
2 5 3 50 растяжение 
3 6 4 60 сжатие 
4 7 5 70 растяжение 
5 8 6 80 сжатие 
6 3 3 30 растяжение 
7 4 4 40 сжатие 
8 5 5 50 растяжение 
9 6 6 60 сжатие 
10 7 7 70 растяжение 
11 3 2 20 сжатие 
12 4 3 30 растяжение 
13 5 4 40 сжатие 
14 6 5 50 растяжение 
15 7 6 60 сжатие 
16 8 7 70 растяжение 
17 5 2 30 сжатие 
18 6 3 40 растяжение 
19 7 4 50 сжатие 
20 8 5 60 растяжение 
21 7 7 50 сжатие 
22 2 3 30 растяжение 
23 3 4 40 сжатие 
24 4 5 50 растяжение 
25 5 6 60 сжатие 
26 6 7 70 растяжение 
27 7 8 80 сжатие 
28 2 5 40 растяжение 
29 3 6 50 сжатие 
30 4 7 60 растяжение 



 

Рис. 3.8. Совместноое действиее изгиба и кручения 
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Рис. 3.8. Совместноое действиее изгиба и кручения 
 



 

Рис. 3.8. Совместноое действиее изгиба и кручения 
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Рис. 3.8. Совместноое действиее изгиба и кручения 
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Таблица 3.7 
Совместное действие изгиба и кручения 

Номер 
строки a, м D1, м D2, м ω, с-1 α, ° β, ° η P, кВт 

1 0,10 0,35 0,20 25 30 45 2,0 8 
2 0,15 0,36 0,21 30 45 60 2,1 10 
3 0,20 0,37 0,22 35 60 30 2,2 12 
4 0,25 0,38 0,23 40 60 45 2,3 14 
5 0,30 0,39 0,24 45 45 30 2,4 16 
6 0,35 0,40 0,25 50 30 60 2,5 18 
7 0,40 0,41 0,26 55 30 45 2,6 20 
8 0,35 0,42 0,27 60 45 60 2,7 22 
9 0,30 0,43 0,28 65 60 30 2,8 24 
10 0,25 0,44 0,29 70 60 45 2,9 26 
11 0,20 0,45 0,30 75 45 30 3,0 28 
12 0,15 0,46 0,31 80 30 60 2,0 30 
13 0,10 0,47 0,32 85 30 45 2,1 32 
14 0,15 0,48 0,33 90 45 60 2,2 34 
15 0,20 0,49 0,34 95 60 30 2,3 36 
16 0,25 0,5 0,35 100 60 45 2,4 38 
17 0,30 0,35 0,20 95 45 30 2,5 36 
18 0,35 0,36 0,21 90 30 60 2,6 34 
19 0,40 0,37 0,22 85 30 45 2,7 32 
20 0,35 0,38 0,23 80 45 60 2,8 30 
21 0,30 0,39 0,24 75 60 30 2,9 28 
22 0,25 0,40 0,25 70 60 45 3,0 26 
23 0,20 0,41 0,26 65 45 30 2,0 24 
24 0,15 0,42 0,27 60 30 60 2,1 22 
25 0,10 0,43 0,28 55 30 45 2,2 20 
26 0,15 0,44 0,29 50 45 60 2,3 18 
27 0,20 0,45 0,30 45 60 30 2,4 16 
28 0,25 0,46 0,31 40 60 45 2,5 14 
29 0,30 0,47 0,32 35 45 30 2,6 12 
30 0,35 0,48 0,33 30 30 60 2,7 10 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Таблица П.4  
Значения коэффициента снижения допускаемого напряжения ϕ 

Гибкость 
λ 

Сталь марок Чугун марок Дюралюминий
Д16Т Ст. 3 

Ст. 4 
Ст. 5 14Г2 

15ГС 
10Г2С 

10Г2СД 
15ХСНД 

СЧ 12 
СЧ 15 
СЧ 18 
СЧ 21 

 

СЧ 24 
СЧ 28 

 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,000 
10 0,99 0,98 0,98 0,97 0,95 0,999 
20 0,97 0,96 0,95 0,91 0,87 0,998 
30 0,95 0,93 0,92 0,8 0,75 0,835 
40 0,92 0,90 0,89 0,69 0,60 0,700 
50 0,89 0,85 0,84 0,57 0,43 0,568 
60 0,86 0,80 0,78 0,44 0,32 0,455 
70 0,81 0,74 0,71 0,34 0,23 0,353 
80 0,75 0,67 0,63 0,26 0,18 0,269 
90 0,69 0,59 0,54 0,20 0,14 0,212 
100 0,60 0,50 0,46 0,16 0,12 0,172 
110 0,52 0,43 0,39 – – 0,142 
120 0,45 0,37 0,33 – – 0,119 
130 0,40 0,32 0,29 – – 0,101 
140 0,36 0,28 0,25 – – 0,087 
150 0,32 0,25 0,23 – – 0,076 
160 0,29 0,23 0,21 – – – 
170 0,26 0,21 0,19 – – – 
180 0,23 0,19 0,17 – – – 
190 0,21 0,17 0,15 – – – 
200 0,19 0,15 0,13 – – – 
210 0,17 0,14 0,12 – – – 
220 0,16 0,13 0,11 – – – 

 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 4 
 

Стандартный ряд диаметров валов 
10; 10,5; 11; 11,5; 12; 13; 14; 15; 16; 17; 18; 19; 20; 21; 22; 24; 25; 26; 
28; 30; 32; 33; 34; 36; 38; 40; 42; 45; 48; 50; 52; 55; 60; 63; 65; 70; 75; 
80; 85; 90; 95; 100; 105; 110; 120; 125; 130 и далее через 10 мм. 
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