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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебно-методическое пособие предназначено для оказания 
помощи студентам заочной формы обучения при самостоятельном 
изучении следующих тем курса «Функции нескольких переменных», 
«Двойной интеграл», «Тройной интеграл», «Криволинейные 
интегралы». 

В главе «Функции нескольких переменных» рассматривается 
дифференцирование функций нескольких переменных, нахождение 
локальных экстремумов функций нескольких переменных, 
определение наибольшего и наименьшего значений функции 
нескольких переменных в заданной области, производная по 
направлению, градиент, метод наименьших квадратов. В главах 
«Двойной интеграл», «Тройной интеграл» рассматривается 
вычисление соответственно двойных и тройных интегралов в 
декартовой и полярной системах координат и их приложения. Глава 
«Криволинейные интегралы» содержит материал, позволяющий 
самостоятельно научиться вычислять криволинейные интегралы по 
длине дуги и по координатам в зависимости от способа задания линии 
интегрирования.  

Указанный материал расположен в главах, разбитых на 
параграфы и пункты. В каждом параграфе приводятся 
соответствующие  теоретические сведения (определения основных 
понятий, уравнения, формулы, правила, методы). Затем следуют 
примеры решения типовых задач. Далее предлагаются задачи для 
самостоятельного решения, представленные,  как  правило,  в  двух  
уровнях сложности. В конце каждого параграфа приводятся ответы на 
все вычислительные задачи.  

При изложении материала применяются традиционные 
обозначения и терминология. 

Пособие содержит справочный материал, схемы и графики. 
Приведен список рекомендуемой литературы. Материал пособия 
соответствует программе курса «Высшая математика» для студентов 
заочного факультета. 

Данное пособие может быть использовано преподавателями при 
проведении практических занятий по перечисленным выше темам, 
студентами  при  подготовке  к зачетам  и экзаменам,  выполнении  
контрольных работ. 
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Глава 9. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

9.1. Понятие функции нескольких переменных. Частные 
производные. Полный дифференциал. Частные производные 

высших порядков 

9.1.1. Основные теоретические сведения 

Если каждой упорядоченной паре чисел );( yx  из некоторого 
числового множества { });( yxD =  поставлено в соответствие согласно 
некоторому правилу f  число z  из множества Z , то говорят, что на 
множестве D  задана функция двух переменных );( yxfz = . При 
этом переменные x  и y  называются независимыми переменными 
(или аргументами). Множество { });( yxD =  называется областью 
определения, а множество { });( yxfZ =  – множеством значений 
функции.  

Иногда под функцией );( yxfz =  удобно понимать функцию 
точки );( yxM  с координатами x  и y  и записывать )(Mfz = .  

Графиком функции );( yxfz =  называется поверхность, 
образованная множеством точек пространства с координатами 

));(;;( yxfyx  для всех Dyx ∈);(  (рис. 9.1). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Величина u  называется функцией n  переменных 1x , 2x ,…, nx , 

если каждой совокупности ( )nxxx ,;; 21 Κ , переменных 1x , 2x ,…, nx  из 

D

);( yxM

y

z

0

x

);( yxfz =

Рис. 9.1 
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некоторой области n -мерного пространства соответствует 
определенное значение u , что символически записывается 

( )nxxxfu ;;; 21 Κ= .  

Линией уровня функции );( yxfz =  называется множество всех 
точек плоскости Oxy , в которых функция z  принимает постоянное 
значение, т. е. Cyxf =);( , где C  – постоянная. 

Частным приращением функции );( yxfz =  по независимой 
переменной x , соответствующим приращению x∆  переменной x , 
называется разность );();( yxfyxxfzx −∆+=∆ . 

Частным приращением функции );( yxfz =  по независимой 
переменной y , соответствующим приращению y∆  переменной y , 
называется разность );();( yxfyyxfzy −∆+=∆ . 

Полным приращением функции );( yxfz = , соответствующим 
приращениям аргументов x∆  и y∆ , называется разность 

);();( yxfyyxxfz −∆+∆+=∆ . 

Частной производной первого порядка функции нескольких 
переменных по одной из этих переменных называется предел 
отношения соответствующего частного приращения функции к 
приращению данной переменной, когда последнее стремится к нулю. 

Для функции двух переменных );( yxfz =  по определению 
частная производная по x  равна  

x

yxfyxxf

x

z
yxf

x

z
x

x

x
x ∆

−∆+=
∆

∆
==

∂
∂

→∆→∆

);();(
limlim);(

00

' , 

частная производная по y  равна  

y

yxfyyxf

y

z
yxf

y

z
y

y

y
y ∆

−∆+=
∆

∆
==

∂
∂

→∆→∆

);();(
limlim);(

00

' . 

При нахождении частной производной пользуются правилами 
дифференцирования функции одной переменной, считая все другие 
аргументы постоянными. 

Полным дифференциалом функции );( yxfz =  называется 
главная часть полного приращения z∆ , линейная относительно 
приращений аргументов x∆  и y∆ . 

Полный дифференциал функции );( yxfz =  вычисляется по 
формуле 
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dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂= . (9.1) 

Функция, имеющая полный дифференциал в точке M , 
называется дифференцируемой в этой точке. 

Полный дифференциал функции трех переменных вычисляется 
по формуле 

dz
z

z
dy

y

z
dx

x

z
du

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂= . (9.2) 

Частными производными второго порядка функции );( yxfz =  
называются частные производные, если они существуют, от ее 
частных производных первого порядка. 

Обозначения частных производных второго порядка: 

);(''
2

2

yxf
x

z

x

z

x xx=
∂
∂=









∂
∂

∂
∂

; );(''
2

yxf
yx

z

x

z

y xy=
∂∂

∂=








∂
∂

∂
∂

; 

);(''
2

yxf
xy

z

y

z

x yx=
∂∂

∂=








∂
∂

∂
∂

; );(''
2

2

yxf
y

z

y

z

y yy=
∂
∂=









∂
∂

∂
∂

. 

Аналогично определяются и обозначаются частные 
производные третьего и высших порядков, например:  

);('''
3

3

2

2

yxf
x

z

x

z

x xxx=
∂
∂=










∂
∂

∂
∂

; '''
2

3

2

2

xxyf
yx

z

x

z

y
=

∂∂
∂=










∂
∂

∂
∂

 и т. д. 

Частные производные ''
xyf , ''

yxf , '''
xxyf  называются смешанными 

производными. 
Если );( yxfz =  дважды дифференцируема в точке );( 000 yxM , 

то в этой точке смешанные производные равны. 

9.1.2. Примеры решения задач 

Пример 1А. Найти область определения функций. 

1) 32 332 yxyxz −+= ; 2) )lg(xyz = ; 3) 
224

1

yx
z

−−
= . 

Решение.  
1) Функция двух переменных 32 332 yxyxz −+=  определена при всех 
x  и y . Ее областью определения будет вся плоскость Oxy . 
2) Функция )lg(xyz =  определена, если 0>xy . Этому неравенству 
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удовлетворяют координаты всех точек, лежащих в первой и третьей 
четвертях, а второй системе – координаты всех точек, лежащих в 
третьей четверти. Значит, областью определения функции )lg(xyz =  
является множество всех точек, расположенных в первом и третьем 
координатных углах. 

3) Функция 
224

1

yx
z

−−
=  определена, если подкоренное 

выражение положительно, а именно 04 22 >−− yx  или 422 <+ yx . 
Этому неравенству удовлетворяют координаты всех точек, лежащих 
внутри окружности 422 =+ yx , радиус которой 2=R . 

Пример 2А. Найти частные производные первого порядка. 

1) 6523 435 yyxxz −+= ; 2) )523ln( 32 +−= xyyxz . 

Решение.  

1) Считая y  постоянной и дифференцируя 6523 435 yyxxz −+=  как 
функцию переменной x , находим частную производную по x : 

=−+=
∂
∂ '6'52'3 )4()3()5( xxx yyxx
x

z
=









 йпроизводно знак за  вынесем

множители  постоянные
 

2'25'3 350)(3)(5 xxyx xx ⋅=−+= 525 61523 xyxxy +=⋅+ . 

 Считая x  постоянной и дифференцируя z  как функцию 
переменной y , находим частную производную по y : 

=−+=−+=
∂
∂ '6'52'6'52'3 )(4)(30)4()3()5( yyyyy yyxyyxx
y

z

542542 24156453 yyxyyx −=⋅−⋅= . 

2) Применяя формулу '
1

)'(ln u
u

u =  и правила нахождения частных 

производных, находим 
523

26

523

)523(
32

3

32

'32

+−
−=

+−
+−

=
∂
∂

xyyx

yxy

xyyx

xyyx

x

z x ; 

523

63

523

)523(
32

22

32

'32

+−
−=

+−

+−
=

∂
∂

xyyx

xyx

xyyx

xyyx

y

z y
. 

Пример 3А. Найти полный дифференциал функции 32 yxz = . 

Решение. Полный дифференциал функции двух переменных 
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находится по формуле dy
y

z
dx

x

z
dz

∂
∂+

∂
∂= . Найдем частные 

производные: 33'23'32 22)()( xyxyxyyx
x

z
xx =⋅===

∂
∂

, ==
∂
∂ '32 )( yyx
y

z
 

2222 33 yxyx =⋅= . Тогда dyyxdxxydz 223 32 += . 

Пример 4А. Найти частные производные второго порядка 
функции 4225 334 yxyyxxz −++= . 

Решение. Найдем сначала частные производные первого 
порядка: 

=−++=−++= 0)(3)(3)(4)334( '2'2'5'4225'
xxxxx xyxyxyxyyxxz  

24 3620 yyxx ++= ; 3232' 4634630 yxyxyxyxz y −+=−++= . 

 Дифференцируя '
xz , '

yz  по переменным x  и y , получаем 

частные производные второго порядка: 
yxyyxxzz xxxxx 680)3620()( 3'24'''' +=++== ; 

yxyxyyxxzz yyxxy 66660)3620()( '24'''' +=++=++== ; 

yxyxyxzz xxyyx 66)463()( '32'''' +=−+== ; 
2'32'''' 126)463()( yxyxyxzz yyyyy −=−+== . 

Пример 5Б. Пусть )sincos( yyyxeu x −= . Показать, что  

0
2

2

2

2

=
∂
∂+

∂
∂

y

u

x

u
. 

Решение. Найдем сначала частные производные первого 

порядка: =








+=
=−=

∂
∂

'''
'

)(

формулу используем
))sincos((

uvvuuv
yyyxe

x

u
x

x  

+−=−+−= )sincos()sincos()sincos()( '' yyyxeyyyxeyyyxe x
x

x
x

x  

)cossincos()0(cos yyyyxeye xx +−=−+ ; 

=−=
∂
∂ '))sincos(( y

x yyyxe
y

u =−− ))(sinsin)()(cos( '''
yyy

x yyyyyxe  

)cossinsin( yyyyxe x −−−= . 

Дифференцируя получившиеся функции, найдем производные 
второго порядка:  
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−=+−=








∂
∂

∂
∂=

∂
∂

yxeyyyyxe
x

u

xx

u
x

x
x

x cos()())cossincos(( ''
2

2

++−=+−++− )cossincos()cossincos()cossin ' yyyyxeyyyyxeyyy x
x

x

)cos2sincos()00(cos yyyyxeye xx +−=+−+ . 

−−=−−−=








∂
∂

∂
∂=

∂
∂ ''

2

2

)(sin())cossinsin(( y
x

y
x yxeyyyyxe

y

u

yy

u
 

=+−−−=+−− )sincoscoscos()))(coscos)(()(sin ''' yyyyyxeyyyyy x
yyy  

)sincos2cos( yyyyxe x +−−= . 

Находим −−++−=
∂
∂+

∂
∂

yxeyyyyxe
y

u

x

u xx cos()cos2sincos(
2

2

2

2

 

=+−−+−=+− )sincos2coscos2sincos()sincos2 yyyyxyyyyxeyyy x  

00 =⋅= xe , что и требовалось доказать. 

9.1.3. Задачи для самостоятельного решения 

А 
Найти область определения функций. 

1. 22 43 yxz += . 2. 229 yxz −−= . 3. 
2216

1

yx
z

−−
= . 

Построить линии уровня функций. 

4. yxz += 2 . 5. 22 yxz += . 6. 
2x

y
z = . 

Найти частные производные первого порядка. 
7. 763 5323 −+−+= yxyyxxz .  

'
xz , '

yz  –? 

8. ϕ= cos2rz . '
rz , '

ϕz  – ? 

9. 153 32 +−+= yxyxz . '
xz , '

yz  – ? 10. t
u

ez = . '
uz , '

tz  – ? 

11. )ln( ts eeu += . '
su , '

tu  – ? 12. )(arctg ϕ= ru . '
ru , '

ϕu  – ? 

13. 323 )377( xyyxz +−= . '
xz , '

yz  – ? 
14. y

x

z 2= . '
xz , '

yz  – ? 

15. )32sin( ttu −ϕ+ϕ= . '
tu , '

ϕu  – ? 16. 
2y

x
xyz += . '

xz , '
yz  – ? 

17. vuz = . '
uz , '

vz  – ? 18. btaxe t +=θ −2 . '
xθ , '

tθ  – ? 
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19. 
x

y
z arcsin= . '

xz , '
yz  – ? 20. 

y

x

x

y
z cossin= . '

xz , '
yz  – ? 

Найти полные дифференциалы функций. 
 21. )ln( 44 yxz += .   22. )sin( 22 tr +ϕ= .   23. utez = .  

 24. )arcsin( 3xyz = .   25. 
x

y
z ctg= .               26. 235 523 ++= yxxyz .  

Найти все частные производные второго порядка функций. 
 27. 323 xyxyz +−= .                  28. 156924 +−++−= yxyxyxz .  

 29. yxyyxz 63 22 +−−= .      30. )2ln( yxz −= .  

9.1.4. Ответы 

A 
1. Все точки координатной плоскости Oxy . 2. Круг, радиуса 3 с 
центром в начале координат, включая граничную окружность. 3. Все 
точки плоскости Oxy , кроме точек, лежащих на окружности с 
центром в начале координат и радиусом 4=R . 4. Cyx =+2  – 

прямые, параллельные прямой 02 =+ yx . 5. Cyx =+ 22  – 

окружности при 0>C . 6. 2Cxy =  – параболы. 7. 32' 663 yxyxz x −+= , 
422' 5183 yxyxz y +−= . 8. ϕ= cos2' rzr , ϕ−=ϕ sin2' rz . 9. yxz x 56' += , 

2' 35 yxz y −= . 10. t
u

u e
t

z
1' = , t

u

t e
t

u
z

2
' −= . 11. 

ts

s

s
ee

e
u

+
=' , 

ts

t

t
ee

e
u

+
=' . 12. 

22
'

1 ϕ+
ϕ=
r

ur , 
22

'

1 ϕ+
=ϕ

r

r
u .  

13. )17()377(9 22223' ++−= yxxyyxz x , ×+−= )377(3 23' xyyxz y  

)714( 3 −× yx . 14. 2ln2
1' y

x

x y
z = , 2ln2

2
' y

x

y
y

x
z −= . 

15. )32cos()3(' ttut −ϕ+ϕ−ϕ= , )32cos()2(' tttu −ϕ+ϕ+=ϕ . 

16. 
2

' 1

y
yz x += , 

3
' 2

y

x
xz y −= . 17. 1' −= v

u vuz , uuz v
v ln' = . 

18. t
x ae 2' −=θ , baxe t

t +−=θ −2' 2 . 19. 
22

'

yxx

y
z x

−

−= , 
22

' 1

yx
z y

−
= . 
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20. 
y

x

x

y

yy

x

x

y

x

y
z x sinsin

1
coscos

2
' −−= , 

y

x

x

y

y

x

y

x

x

y

x
z y sinsincoscos

1
2

' += . 21. 
44

33 44

yx

dyydxx
dz

+
+= . 

22. dtttdtdr )cos(2)cos(2 2222 +ϕ+ϕ+ϕϕ= . 

23. dtuedutedz utut += . 24. 
62

23

1

3

yx

dyxydxy
dz

−

+= . 

25. 

x

y
x

dy

x

y
x

ydx
dz

222 sinsin
−= . 26. ++= dxxyydz )65( 23  

dyxyxy )1(15 22 ++ . 27. xyz xx 62'' +−= , xzz yxxy 2'''' −== , yz yy 6'' = . 

28. 2'' 12xz xx = , 1'''' −== yxxy zz , 2'' =yyz . 29. 6'' −=xxz , 
y

zz yxxy
2

1'''' == , 

2
4 3

'' −−=
y

x
z yy . 30. 

2
''

)2(

1

yx
z xx

−
−= , 

2
''''

)2(

2

yx
zz yxxy

−
== , 

2
''

)2(

4

yx
z yy

−
−

= . 

9.2. Локальные экстремумы функции двух переменных 

9.2.1. Основные теоретические сведения 

Пусть функция );( yxfz =  определена в некоторой области D  и 
);( 00 yx  – внутренняя точка этой области. 
Точка );( 000 yxP  называется точкой локального максимума 

(минимума) функции );( yxfz = , если существует окрестность точки 
);( 000 yxP  такая, что для всех точек );( yxP , принадлежащих ей, 

выполняется неравенство );();( 00 yxfyxf >  ( );();( 00 yxfyxf < ). 
Значение );( 00 yxf  называется локальным максимумом 

(минимумом). 
Точки максимума и минимума называются точками локального 

экстремума функции, а максимумы и минимумы функции – 
локальными экстремумами функции. 
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В области D  функция может иметь несколько локальных 
экстремумов или не иметь ни одного. 

Необходимые условия существования локального экстремума 

Если в точке );( 000 yxP  дифференцируемая функция );( yxfz =  
имеет локальный экстремум, то ее частные производные в этой 
точке равны нулю: 0);( 00

' =yxf x , 0);( 00
' =yxf y . 

Функция может иметь экстремум в точках, где хотя бы одна из 
частных производных не существует. 

Если функция );( yxfz =  имеет в точке );( 000 yxP  локальный 
экстремум, то ее полный дифференциал в этой точке равен нулю или 
не существует. 

Точки, в которых частные производные первого порядка равны 
нулю, называются стационарными точками. Точки, в которых 
частные производные первого порядка равны нулю или не 
существуют, называются критическими точками. 

Достаточные условия существования локального экстремума 

Пусть в стационарной точке );( 000 yxP  и некоторой ее окрестности 
функция );( yxfz =  имеет непрерывные частные производные 
первого и второго порядков. Вычислим в точке );( 000 yxP  значения 
частных производных второго порядка 

);( 00
'' yxfA xx= , );( 00

'' yxfB xy= , );( 00
'' yxfC yy= . 

Обозначим 

2

00
''

00
''

00
''

00
''

);();(

);();(
BAC

CB

BA

yxfyxf

yxfyxf

yyxy

xyxx −===∆ . 

Тогда 
1) если 0>∆ , то функция );( yxfz =  в точке );( 000 yxP  имеет 
локальный экстремум, а именно: 
а) );( 000 yxP  – точка локального максимума, если 

0);( 00
'' <= yxfA xx ; 

б) );( 000 yxP  – точка локального минимума, если 

0);( 00
'' >= yxfA xx ; 

2) если 0<∆ , то функция );( yxfz =  в точке );( 000 yxP  не имеет 
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экстремума; 
3) если 0=∆ , то экстремум в точке );( 000 yxP  может быть, а может 
и не быть. Необходимы дополнительные исследования. 

9.2.2. Примеры решения задач 

Пример 1Б. Исследовать на экстремум функцию 
221110 yxyxyxz −−−+= . 

Решение. Вычислим частные производные первого порядка 
данной функции: yxz x −−= 210' , yxz y 211' −−= . 

Найдем стационарные точки, решая систему уравнений 






=
=

.0

,0
'

'

y

x

z

z
 





=−−
=−−

.0211

,0210

yx

yx
 Выразим y  из первого уравнения и подставим во 

второе: xy 210−= , 0)210(211 =−−− xx , 042011 =+−− xx , 93 =x , 
3=x . Тогда 43210 =⋅−=y . Функция имеет одну стационарную 

точку )4;3(0P . 

Найдем производные второго порядка:  

2)210();( ''' −=−−= xxx yxyxz , 1)210();( ''' −=−−= yxy yxyxz ,  

2)211();( ''' −=−−= yyy yxyxz . В точке )4;3(0P  2)4;3('' −== xxzA , 

1)4;3('' −== xyzB , 2)4;3('' −== yyzC , а тогда  

0314
21

12
>=−=

−−
−−

=∆ . 

Значит, в точке )4;3(0P  экстремум есть. Так как 

02)4;3('' <−== xxzA , то )4;3(0P  – точка локального максимума и 

374433411310)4;3( 22
max =−⋅−−⋅+⋅=z . 

Пример 2Б. Исследовать на экстремум функцию 
xxxyxyz 322444 22 −−−−= . 

Решение. Вычислим частные производные первого порядка 
данной функции: 322244 2' −−−−= xyyz x , xxyz y 248' −−= . 

Найдем стационарные точки, решая систему уравнений  
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=
=

.0

,0
'

'

y

x

z

z
 




=−−
=−−−−

.0248

,0322244 2

xxy

xyy
 




=+
=+++

.0)3(

,016122 2

yx

xyy
  

Последняя система равносильна совокупности систем: 

1) 




=+++
=

,016122

,0
2 xyy

x
 или  

    




=++
=

.086

,0
2 yy

x
 

    




−=
=

,2

,0

1

1

y

x
 




−=
=

.4

,0

2

2

y

x
 

2) 




=+++
=+

.016122

,03
2 xyy

y
 

    




=+−⋅−=
−=

.2)163692(

,3

x

y
 

    




−=
=

.3

,2

3

3

y

x
 

Получили три стационарные точки: )2;0(1 −P , )4;0(2 −P , 

)3;2(3 −P . Найдем производные второго порядка: 2'' −=xxz , 

248'' −−= yz xy , xz yy 8'' −= .  

В точке )2;0(1 −P  2)2;0('' −=−= xxzA , =−= )2;0(''
xyzB  

82416 −=−= , 0)2;0('' =−= yyzC , тогда 064
08

82
1 <−=

−
−−

=∆ . 

Согласно достаточным условиям, в точке )2;0(1 −P  функция 
экстремума не имеет. 

В точке )4;0(2 −P  2)4;0('' −=−= xxzA , =−= )4;0(''
xyzB  

82432 =−= , 0)4;0('' =−= yyzC , тогда 064
08

82
2 <−=

−
=∆ . 

Согласно достаточным условиям, в точке )4;0(2 −P  функция 
экстремума не имеет.  

В точке )3;2(3 −P  2)3;2('' −=−= xxzA , =−= )3;2(''
xyzB  

02424 =−=  16)3;2('' −=−= yyzC , тогда 032
160

02
3 >=

−
−

=∆ . 

Согласно достаточным условиям, в точке )3;2(3 −P  функция имеет 

экстремум. Так как 02)3;2('' <−=−= xxzA , то )3;2(3 −P  – точка 
локального максимума и 

8644)3(2249244)3;2(max =−−−⋅⋅−⋅⋅−=−z . 
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9.2.3. Наименьшее и наибольшее значения (глобальные экстремумы) 

функции двух переменных в замкнутой области 

Пусть функция );( yxfz =  определена и непрерывна в 
ограниченной замкнутой области D . Тогда в области D  она 
достигает своих наименьшего m  и наибольшего M  значений. Эти 
значения достигаются либо во внутренних точках области D , либо в 
точках, лежащих на границе области D . 

Точки, в которых функция принимает наименьшее и 
наибольшее значения в ограниченной замкнутой области, называются 
точками глобального экстремума. 

Схема нахождения наибольшего и наименьшего значений 
функции );( yxfz =  в области D  

1. Найти все критические точки функции );( yxfz = , 
принадлежащие области D , и вычислить значения функции в 
этих точках. 

2. Найти наибольшее и наименьшее значения функции );( yxfz =  
на границе D .  

3. Сравнить все найденные значения функции и выбрать из них 
наименьшее m  и наибольшее M . 

Пример 1Б. Найти наименьшее и наибольшее значения 
функции 41823 22 +−−+= yxyxz  в замкнутой области D , 
ограниченной осью Oy , прямыми 4=y  и xy = . 

Решение. Построим область D  (рис. 9.2) – треугольник OAB . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Определим критические точки, лежащие внутри треугольника 
OAB . Для этого найдем частные производные: 22' −= xz x , 

A

y

0

4

x1

 Рис. 9.2 

B

4

P  
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186' −= yz y . Приравняв частные производные к нулю, получим 

систему уравнений 




=−
=−

.0186

,022

y

x
 




=
=

.3

,1

y

x
 Итак, стационарная точка 

)3;1(P  принадлежит области D . Находим значение функции в этой 
точке 2443182931)3;1( −=+⋅−−⋅+=z . 

2. Исследуем функцию на границе области D , т. е. на отрезках OA , 
AB , OB . На отрезке OA  0=x , 4183);0( 2 +−= yyyz , [ ]4;0∈y . 
Найдем критические точки функции одной переменной 

4183);0( 2 +−= yyyz  на отрезке OA , решив уравнение 

0186' =−= yz y . Отсюда [ ]4;03∈=y  – критическая точка. 

23431893)3;0( −=+⋅−⋅=z . Найдем значения функции );0( yz  на 
концах отрезка OA : 4)0;0()( == zOz , −⋅== 163)4;0()( zAz  

204418 −=+⋅− . 

На отрезке AB  4=y , 202)4;( 2 −−= xxxz , [ ]4;0∈x . Находим 

критические точки функции 202)4;( 2 −−= xxxz  на промежутке 

[ ]4;0∈x  из условия 022 =−= x
dx

dz
, [ ]4;01∈=x  – критическая точка. 

Значение функции в этой точке 212021)4;1( −=−−=z . Найдем 
значения функции на концах отрезка AB : == )4;4()( zBz  

12204242 −=−⋅−= , )(Az  – вычислено ранее. 

На отрезке OB  xy = , 4204 2 +−= xxz , [ ]4;0∈x . 208' −= xz x , 

2

5

8

20 ==x [ ]4;0∈  – критическая точка. Значения функции в этой 

точке 214
2

5
20

4

25
4

2

5
;

2

5 −=+⋅−⋅=






z . Значения функции на концах 

отрезка OB : )(Oz  и )(Bz  – вычислены ранее. 

Из полученных значений функции выбираем наименьшее 
24−=m  и наибольшее 4=M . 

Точка )3;1(1P  – точка глобального минимума, )0;0(2P  – точка 
глобального максимума данной в условии функции в заданной  
области D . 
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9.2.4. Условный экстремум 

Условным экстремумом функции );( yxfz =  называется 
экстремум этой функции, достигнутый при условии, что переменные 
x  и y  связаны уравнением 0);( =ϕ yx  (уравнение связи).  

1. Если уравнение связи можно однозначно разрешить 
относительно переменной y  (или x ), т. е. выразить y  как функцию 
x : )(xy ψ= , то, подставив в аналитическое выражение функции 

);( yxfz =  вместо y  функцию )(xy ψ= , получим функцию 
))(;( xxfz ψ=  одной переменной x . Исследуем ее на экстремум. Тем 

самым решится вопрос об условном экстремуме функции );( yxfz = , 
так как условие связи 0);( =ϕ yx  будет уже учтено. 

2. Чтобы найти условный экстремум функции );( yxfz =  при 
наличии уравнения связи 0);( =ϕ yx  составляют функцию Лагранжа 

);();();( yxyxfyxF λϕ+= , где λ  – неопределенный постоянный 
множитель, и исследуют ее на экстремум. 

Необходимое условие экстремума функции );( yxFu =  имеет 
вид 














=ϕ

=
∂
ϕ∂λ+

∂
∂=

∂
∂

=
∂
ϕ∂λ+

∂
∂=

∂
∂

.0);(

,0

,0

yx
yy

f

y

F
xx

f

x

F

 

 
 

(9.3) 

 Из этой системы трех уравнений находятся неизвестные x , y , 
λ , тем самым находятся стационарные точки. 
 Вопрос о существовании и характере условного экстремума 
решается на основании исследования знака второго дифференциала 

функции Лагранжа yd
y

F
dxdy

yx

F
xd

x

F
yxFd 2

2

22
2

2

2
2 2);(

∂
∂+

∂∂
∂+

∂
∂=  для 

найденных значений x , y , λ  из системы (9.3) при условии, что dx  и  

dy  связаны уравнением 0=
∂
ϕ∂+

∂
ϕ∂

dy
y

dx
x

 ( 022 ≠+ dydx ). 

 А именно, функция );( yxfz =  имеет условный максимум, если 

02 <Fd , и условный минимум, если 02 >Fd . В частности, если 



 18 

дискриминант ∆  для функции );( yxFu =  в стационарной точке 
положителен, то в этой точке имеется условный максимум функции 

);( yxfz =  при 0<A  (или 0<C ) и условный минимум при 0>A  
(или 0>C ). 

Пример 1А. Найти экстремум функции xyez 2=  при условии, 
что x  и y связаны соотношением 2=+ yx . 

Решение. Из уравнения связи 2=+ yx  выразим xy −= 2  и 

подставим в выражение для функции z : )2(2 xxez −=  или 
224 xxez −= . 

Получим функцию одной переменной x . Исследуем ее на экстремум. 

Найдем )44('
224 xez xx −= − . 0'=z  при 044 =− x , следовательно, 

1=x  – критическая точка.  

Знак 'z            +                               –      
)(xz                                  max                                 x  

В точке 1=x  функция )(xz  имеет максимум. А тогда данная 

функция xyez 2=  имеет в точке )1;1(  условный максимум. Значение 

функции 2
max )1;1( ez = . 

Пример 2Б. Найти экстремум функции yxz 2+=  при условии, 

что x  и y связаны соотношением 522 =+ yx . 
Решение. Геометрически задача сводится к нахождению 

наибольшего и наименьшего значений аппликаты z  плоскости 
yxz 2+=  для точек пересечения ее с цилиндром 522 =+ yx .  

Составляем функцию Лагранжа 
)5(2);( 22 −+λ++= yxyxyxF . 

Имеем x
x

F λ+=
∂
∂

21 , y
y

F λ+=
∂
∂

22 . Система (9.3) имеет вид  









=−+
=λ+
=λ+

.05

,022

,021

22 yx

y

x

 

Решив систему, получим при 
2

1−=λ  стационарную точку 

функции );( yxF , )2;1(1M , при 
2

1=λ  – стационарную точку функции 
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);( yxF , )2;1(2 −−M . Найдем λ=
∂
∂

2
2

2

x

F
, 0

2

=
∂∂

∂
yx

F
, λ=

∂
∂

2
2

2

y

F
 и 

составим для функции );( yxF  дискриминант ∆ , учитывая, что 

1

1

2

2

−=
∂
∂=

Mx

F
A , 0=B , 1

1

2

2

−=
∂
∂=

My

F
C , 1

10

01
=

−
−

=∆  – 

экстремум есть и, так как 0<A , то )2;1(1M  – точка условного 
максимума для функции yxz 2+= .  

Аналогично проверяется, что точка )2;1(2 −−M  является точкой 
условного минимума. 

541)2;1(max =+=z , 541)2;1(min −=−−=−−z . 

9.2.5. Метод наименьших квадратов 

При исследовании физических, химических и других процессов 
приходится находить аналитическое выражение зависимости между 
различными величинами на основе экспериментальных данных. 
Функции, полученные в результате решения такого рода задач, 
называются эмпирическими или аппроксимирующими. 

Пусть известны результаты измерений );( ii yx , ni ,1= , 
величины y  при различных значениях величины x , представленные в 
виде таблицы 

x  1x  2x  3x  … ix  … nx  
y  

1y  2y  3y  … iy  … ny  

или в виде точечной диаграммы (рис. 9.3). 
Требуется по таблице 

значений );( ii yx  подобрать 
эмпирическую функцию )(xy ϕ= , 
удовлетворяющую условиям 

)( ii xy ϕ= , ni ,1= . 
 
 
 

 
 

При подборе аппроксимирующей функции )(xy ϕ=  следует 
учитывать характер расположения экспериментальных точек );( ii yx , 

iy

x

y

Рис. 9.3 
0 ix
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ni ,1= , на точечной диаграмме. 

Если точки );( ii yx , ni ,1=  располагаются на точечной 
диаграмме вдоль прямой, то рекомендуется выбирать линейную 
функцию baxy += , зависящую от двух параметров a  и b , которые 
можно найти с использованием метода наименьших квадратов. 

Метод наименьших квадратов состоит в том, что параметры a  и 
b  выбранной зависимости baxy +=  находятся из условия минимума 

суммы квадратов отклонений значений iy , ni ,1= , полученных в 
результате эксперимента, от ординат аппроксимирующей функции 

baxy += : 

∑
=

−−==
n

i
ii baxybaSS

1

2)();( . 

Для нахождения минимума функции );( baSS = , являющейся 
функцией двух переменных a  и b , необходимо приравнять нулю 
частные производные этой функции по a  и b : 





=
=

,0

,0
'

'

b

a

S

S
 










=−−−

=−−−

∑

∑

=

=

.0))1)((2(

,0)))((2(

1

1
n

i
ii

n

i
iii

baxy

xbaxy
 

После преобразований получаем систему 










=+

=+

∑∑∑

∑∑

===

==

,

,

11

2

1

11
n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

yxxaxb

yxanb
 

 

(9.4) 

решением которой являются искомые параметры a  и b . 
Пример 1А. Экспериментально получены шесть значений 

искомой функции )(xfy =  при шести значениях аргумента, которые 
записаны в таблице. Методом наименьших квадратов найти функцию 

)(xfy =  в виде baxy += . 

x  1 2 4 5 6 8 
y  –4,3 –1 5 8,5 12 18 

Решение. Находим 26865421
6

1

=+++++=∑
=i

ix , 
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1466436251641
6

1

2 =+++++=∑
=i

ix , 

2,3818125,8513,4
6

1
=++++−−=∑

=i
iy , 

2,272144725,422023,4
6

1
=++++−−=∑

=i
ii yx .  

Подставляя полученные значения сумм в систему (9.4), получим 





=+
=+

,2,27214626

,2,38266

ab

ab
 т. е. 2,3=a , 5,7−=b . Следовательно, искомая 

функция 5,72,3 −= xy . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 9.4 
 

 На рис.9.4 изображена линейная зависимость 5,72,3 −= xy . 

9.2.6. Задачи для самостоятельного решения 

А 
Найти стационарные точки функций. 

1. xyxyxz 1263 22 −++= . 2. )6( yxxyz −−=  ( 0>x , 0>y ). 

3. 22)(8 yxyxz −−−= . 4. 22 )3(25 −+= yxz . 
5. Показать, что точка )3;3(P  является точкой локального максимума 

функции 229 xyyxxyz −−= .  

Линейная зависимость 

-10

-5

0

5

10

15

20

0 2 4 6 8 10
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6. Показать, что точка )1;1( −P  является точкой локального минимума 

функции yxyxyxz 882 2244 +−++= .  

7. Найти локальный экстремум функции yxyxyxz 6322 −−++= .  

8. Найти точки локального экстремума функции 22 )1()5( −++= yxz .  

9. Найти экстремум функции 22 yxz +=  при условии, что x  и y  
связаны соотношением 052 =−− yx . 
10. Найти экстремум функции xyz =  при условии, что x  и y  связаны 
соотношением 0532 =−+ yx . 
11. Полагая, что x  и y  связаны зависимостью baxy += , определить 
коэффициенты a  и b  по методу наименьших квадратов, если данные 
опыта представлены следующей таблицей значений переменных: 

x  –2 –1 0 1 2 3 
y  –0,4 0,2 1 1,7 2 2 

Б 
12. Исследовать на экстремум функцию двух переменных 

2223 52 yxxyxz +++= . 
13. Разложить положительное число a  на три положительных 
слагаемых так, чтобы произведение их было наибольшим. 
14. Найти экстремум функции xyz 2=  при условии, что x  и y  

связаны соотношением 822 =+ yx . 
15. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 32 −−= yxz  
в области 10 ≤≤ x , 10 ≤≤ y , 10 ≤+≤ yx . 
16. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

1232 22 ++++−= yxyxyxz  в замкнутой области, ограниченной 
осями координат и прямой 5−=+ yx . 

9.2.7. Ответы 

A 
1. )3;1(− . 2. )2;2( . 3. )4;4( −  4. )3;0( . 7. 9)3;0(min −=z . 8. )1;5(−  – 

точка минимума, 0)1;5(min =−z . 9. 5)2;1(min =−z . 

10. 
24

25

6

5
;

4

5
max =







z . 11. 89,062,0 += xy . 
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Б 

12. 0)0;0(min =z , 
27

125
0;

3

5
max =







−z . 13. Все слагаемые равны между 

собой. 14. 8)2;2()2;2( maxmax =−−= zz ; 8)2;2()2;2( minmin −=−=− zz . 

15. 2)0;1(наиб −=z , 5)1;0(наим −=z . 16. 41)5;0(наиб =−z , 

3)1;2(наим −=−−z .  

9.3. Производная по направлению. Градиент 

9.3.1. Основные теоретические сведения 

Производной функции );( yxfz =  в точке 0M  по направлению 

вектора 0MMl =  называется предел (если он существует) отношения 
приращения функции )()( 1 MfMfz −=∆  к величине перемещения 

1MM , когда последнее стремится к нулю: 

ρ
∆=−=

∂
∂

→ρ→

z

MM

MfMf

l

z
MM 01

1

0
lim

)()(
lim

1

, где 22 yx ∆+∆=ρ . 

Если функция );( yxfz =  дифференцируема, то производная в 
данном направлении вычисляется по формуле 

β
∂
∂+α

∂
∂=

∂
∂

coscos
y

z

x

z

l

z
, (9.5) 

где αcos , βcos  – направляющие косинусы вектора l . 
В случае функции трех переменных );;( zyxuu =  производная в 

данном направлении l  вычисляется по формуле 

γ
∂
∂+β

∂
∂+α

∂
∂=

∂
∂

cos coscos
z

u

y

u

x

u

l

u
, (9.6) 

где αcos , βcos , γcos  – направляющие косинусы вектора );;( lll zyxl , 
определяемые по формулам  

222
cos

lll

l

zyx

x

++
=α , 

222
cos

lll

l

zyx

y

++
=β , 

222
cos

lll

l

zyx

z

++
=γ . 

 

(9.7) 
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Производная по направлению l  характеризует скорость 

изменения функции в точке M  по этому направлению. Если 0>
∂
∂

l

u
, 

то функция );;( zyxuu =  возрастает в направлении l , если 0<
∂
∂

l

u
, то 

функция );;( zyxuu =  убывает в направлении l . Величина 
l

u

∂
∂

 

представляет собой мгновенную скорость изменения функции 

);;( zyxuu =  в направлении l  в точке M : чем больше 
l

u

∂
∂

, тем 

быстрее изменяется функция. 
Градиентом функции );( yxfz =  называется вектор, имеющий 

своими координатами значения частных производных функции z  в 
точке );( yxM : 

j
y

z
i

x

z
z

∂
∂+

∂
∂=grad . (9.8) 

Градиент функции и производная в направлении вектора l  
связаны формулой 

zпр
l

z
l
grad=

∂
∂

. (9.9) 

Градиент указывает направление наибыстрейшего роста 

функции );( yxfz =  в данной точке. Производная 
l

z

∂
∂

 в направлении 

градиента имеет наибольшее значение, равное 
22

наиб

rad 








∂
∂+









∂
∂==









∂
∂

y

z

x

z
zg

l

z
. (9.10) 

Для функции трех переменных );;( zyxuu =  

k
z

u
j

y

u
i

x

u
u

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=grad . (9.11) 

9.3.2. Примеры решения задач 

Пример 1А. Найти производную функции 22 23 xyyxz +=  в 

точке )3;2(M  по направлению вектора jil 43 −= . 
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Решение. Используем формулу (9.5): β
∂
∂+α

∂
∂=

∂
∂

coscos
y

z

x

z

l

z
. 

Направляющие косинусы вектора l  находим по формулам (9.7), 

учитывая 0=lz : 
5

3

)4(3

3
cos

22
=

−+
=α , 

5

4
cos −=β . 

Находим частные производные функции 2' 26 yxyzx += , 

xyxz y 43 2' += . Значения частных производных в точке )3;2(M : 

5432326)3;2( 2' =⋅+⋅⋅=xz , 3632423)3;2( 2' =⋅⋅+⋅=yz . Производная 

по направлению 
5

18

5

4
36

5

3
54 =







−⋅+⋅=
∂
∂

l

z
. 

Пример 2А. Дана функция 52 3 yxyxz +−= . Найти градиент 
этой функции и его величину в точке )1;1(− . 

Решение. Находим градиент функции по формуле (9.8): 

j
y

z
i

x

z
z

∂
∂+

∂
∂=grad . Частные производные заданной функции 

yxz x 32' −= , 4' 53 yxz y +−= . Найдем значения частных производных 

в указанной точке )1;1(− : 513)1(2)1;1(' −=⋅−−⋅=−xz , 

853)1;1(' =+=−yz . Величина градиента 898)5(grad 22 =+−=z . 

Пример 3Б. Найти направление максимального роста функции 

2
2

5
4

y
y

x
z +=  в точке )2;3(M . Найти наибольшее из значений 

производных по разным направлениям в точке A . 
Решение. Направление максимального роста функции 

определяется градиентом функции. Поэтому найдем частные 

производные 
y

x
zx

8' = , y
y

x
z y 10

4
2

2
' +−=  и их значения в точке )2;3(M : 

12
2

38
)2;3(' =⋅=xz , 11210

4

94
)2;3(' =⋅+⋅−=yz . jiz 1112grad +=  – 

направление наибыстрейшего роста функции. Наибольшее значение 

производной в точке A  равно: 2651112grad 22

наиб

=+==








∂
∂

z
l

z
. 
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9.3.3. Задачи для самостоятельного решения 

А 
1. Найти производную функции )ln( 23 yxz +=  в точке )1;2( −M  в 

направлении вектора jil 512 −= . 

2. Найти производную функции 
y

x
z =  в точке )1;4(M  по 

направлению 1MM , где )2;8(1 −M . 
3. Найти производную функции zxyzxyu ++=  в точке )3;1;2(M  в 
направлении, идущем от этой точки к точке )15;5;5(N . 

4. Найти градиент функции 22 yxz −=  в точке )3;5(M . 

5. Найти градиент функции xyyxz 233 +−=  в точке )2;1(M . 
Б 

6. Найти производную функции 1032 +−= yzxu  в точке )1;2;1( −M  в 
направлении, составляющем одинаковые углы со всеми 
координатными осями. 
7. Определить направление наибыстрейшего возрастания функции  

xyxz 523 −=  в точке )1;1( −−M  и вычислить значение производной 
по этому направлению. 
8. Найти производную функции )ln( yxz +=  в точке )2;1(M , 

принадлежащей параболе xy 42 = , по направлению этой параболы. 

9.3.4. Ответы 

A 

1. 
117

154
. 2. 

5

4
. 3. 

13

68
 4. ji

4

3

4

5 − . 5. ji 107 − . 

Б 

6. 
3

3− . 7. jiz 22grad +−= ; 8 . 8. 
3

2
.  
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Глава 10. ДВОЙНЫЕ И ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

10.1. Двойной интеграл 

10.1.1. Основные теоретические сведения 

Обобщением определенного интеграла на случай функций двух 
переменных является так называемый двойной интеграл. 

Пусть D  – замкнутая, ограниченная линией L , область 
плоскости Oxy , в которой задана непрерывная функция двух 
переменных );( yxfz = . Разобьем область D  на n  «элементарных 
областей» 1D , 2D ,…, nD , площади которых обозначим через 

1S∆ , 2S∆ ,…, nS∆  (рис. 10.1). В каждой области iD  ( ni ,1= ) выберем 
произвольную точку );( iii yxC  и составим сумму  

=∆++∆+∆= nnn SCfSCfSCfS )(...)()( 2211  
=∆++∆+∆= nnn SyxfSyxfSyxf );(...);();( 222111  

i

n

i
iii

n

i
i SyxfSCf ∆=∆= ∑∑

== 11

);()( . 

 
 

(10.1) 

Эта сумма называется интегральной суммой функции 
);( yxfz =  в области D . 

Наибольшее расстояние между точками области называется 
диаметром области. Обозначим через d  наибольший из диаметров 
областей iD  ( ni ,1= ). Тогда стремление d  к нулю будет означать 
измельчение разбиения области D  на «элементарные области» iD  (и, 
как следствие, стремление n  к ∞ ). 

Если существует конечный предел последовательности 
интегральных сумм nS  при 0→d , не зависящий ни от способа 
разбиения области D  на «элементарные области» iD , ни от выбора 
точек );( iii yxC , то этот предел называется двойным интегралом от 
функции );( yxf  по области D  и обозначается  

∫∫
D

dSyxf );(  или ∫∫
D

dxdyyxf );( , 

∑∫∫
=→

∞→
∆=

n

i
iii

d
n

D

Syxfdxdyyxf

i
1

0max
)(

);(lim);( . 
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В таком случае говорят, что функция );( yxf  интегрируема в 
области D . При этом функция );( yxf  называется подынтегральной 
функцией, область D  – областью интегрирования, dxdy  (или dS ) – 
элементом площади. 

Если функция );( yxf  непрерывна в замкнутой области D , то она 
интегрируема в этой области. 

Геометрический и механический смысл двойного интеграла 

Пусть 0);( ≥yxf  и непрерывна в области D . Тогда интеграл 

∫∫
D

dSyxf );(  равен объему цилиндрического тела, ограниченного 

снизу областью D , с боков – цилиндрической поверхностью,  
образующие которой параллельны оси Oz , направляющей служит 
линия L , и сверху тело ограничено поверхностью );( yxfz =  
(рис. 10.2): 

                                   ∫∫=
D

dxdyyxfV );( .                              (10.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пусть поверхностная плотность плоской пластины D  );( yxγ=γ  
есть непрерывная функция от x  и y . Тогда масса пластины m  
численно равна двойному интегралу от плотности: 

∫∫ γ=
D

dxdyyxm );( . 

Свойства двойного интеграла аналогичны соответствующим 
свойствам определенного интеграла. 

y

z

0

x

L

D

);( yxfz =

Рис. 10.2 

L

iD

x

y

Рис. 10.1 

iC d

0
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10.1.2. Вычисление двойного интеграла 

Предположим, что область D  (рис. 10.3) можно задать в виде 

системы неравенств 




≤≤
≤≤

).()()(

,

21 xyxyxy

bxa
 

Геометрически это означает, что если проводить вертикальные 
прямые ixx =  ( bxa i << ) через внутренние точки области D , то они 
пересекают границу области в точках iM  (точках «входа») и точках 

iN  (точках «выхода»), причем точки iM  принадлежат кривой 
)(1 xyy = , а точки iN  принадлежат кривой )(2 xyy = . Тогда  

∫∫∫∫ =
)(

)(

2

1

);();(
xy

xy

b

aD

dyyxfdxdxdyyxf . (10.3) 

Если же область D  (рис. 10.4) можно задать в виде системы 

неравенств 




≤≤
≤≤

),()()(

,

21 yxyxyx

dyc
 то  

∫∫∫∫ =
)(

)(

2

1

);();(
yx

yx

d

cD

dxyxfdydxdyyxf . (10.4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Интегралы, стоящие в правых частях равенств (10.3) и (10.4), 
называются повторными (или двукратными). Они отличаются друг 
от друга порядком интегрирования. Интеграл, содержащий функцию 

);( yxf , называется внутренним интегралом, другой – внешним. При 
вычислении повторных интегралов следует брать сначала внутренний 
интеграл, при этом переменная, не стоящая под знаком 

iN

d

y

)(1 yxx =

c

)(2 yxx =

x0

Рис. 10.4 

D

iM

)(2 xyy =
iN

)(1 xyy =

x

y

0

Рис. 10.3 

D

ix
iM

a b
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дифференциала, считается постоянной. Затем вычисляется внешний 
интеграл. Каждый из них вычисляется по формуле Ньютона–
Лейбница как определенный интеграл. 

Области, не представимые в описанном выше виде, следует 
разбить на конечное число таких областей при помощи прямых, 
параллельных координатным осям. 

10.1.3. Примеры решения задач 

Пример 1А. Вычислить повторный интеграл ∫∫

2

0

1

0

x

xydydx . 

Решение. Сначала вычислим внутренний интеграл по формуле 
Ньютона–Лейбница. Его результат будет подынтегральной функцией 
для внешнего интеграла. 

=















=
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Пример 2А. Вычислить повторный интеграл ∫∫ +
y

dxyxdy
0

2
2

0

)2( . 

Решение. =+∫∫
y

dxyxdy
0

2
2

0

)2( =
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0
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1 yy

3

20
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3

2
16

12

1 =⋅+⋅ . 

Пример 3А. Вычислить двойной интеграл ∫∫ +
D

dxdyyx )( , где 

область D  – параболический сегмент, ограниченный параболой 
2xy =  и прямой xy = . 
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Решение. Сведем двойной интеграл к повторному. Изобразим 
область интегрирования (рис. 10.5).  

Область D  можно задать в виде системы неравенств 





≤≤
≤≤

.

,10
2 xyx

x
 Тогда, используя формулу (10.3), можно записать 
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xxx
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x
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x
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Пример 4А. Изменить порядок интегрирования в повторном 

интеграле ∫∫

2

3

);(
1

0

x

x

dyyxfdx . 

Решение. По пределам интегрирования построим область D : 
10 ≤≤ x , 23 xyx ≤≤ . Строим кривые 2xy = , 3xy = , прямые 0=x , 

1=x  (рис. 10.6).  
Область D  можно задать в виде системы неравенств 





≤≤
≤≤

.)(

,10
3 yyxy

y
 По формуле (10.4) ∫∫∫∫ =

32

3

);();(
1

0

1

0

y

y

x

x

dxyxfdydyyxfdx .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Пример 5А. Вычислить двойной интеграл ∫∫

D

dxdy , где D  – 

область, ограниченная линиями 2xy = , 2=+ xy , 0=y . 
Решение. Построим область  интегрирования D  (рис. 10.7).  

2xy =  

3xy =  

x

y

0

Рис. 10.6 

1 

1 

2xy =  

x

y

0

Рис. 10.5 

1 

1 
xy =
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1) Если проводить вертикальные прямые через внутренние точки 
области D , то точки «входа» 1M  и 2M  принадлежат одной линии, а 
точки «выхода» двум линиям, поэтому для вычисления двойного 
интеграла область D  нужно разбить на две области 1D  и 2D  и 
исходный интеграл будет равен сумме двух интегралов: 

∫∫∫∫∫∫ +=
21 DDD

dxdydxdydxdy . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Область 1D  с помощью системы неравенств можно задать 

следующим образом: 10 ≤≤ x , 20 xy ≤≤ . Область 2D : 21 ≤≤ x ,  
xy −≤≤ 20 . Поэтому двойной интеграл по области D  будет равен 

сумме двух повторных интегралов 

6

5

2
2

3

2

1

21

0

32

0

2

10

1

0

2

21

=









−+=+=+= ∫∫∫∫∫∫∫∫∫∫

− x
x

x
dydxdydxdxdydxdydxdy
xx

DDD

. 

2) если проводить горизонтальные прямые, то область D  можно 
записать с помощью одной системы неравенств 10 ≤≤ y , 

yxy −≤≤ 2 , и тогда по формуле (10.4) 

( )∫∫∫∫∫∫ =−−=
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−− 1
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1

0
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2 dyyydyxdxdydxdy
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1
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2/32

3

2

2
2

yy
y

6

5

3

2

2

3 =− . 

Таким образом, при вычислении двойного интеграла следует 
выбирать порядок интегрирования. 

1 2
 

2xy =  

x

y

0

Рис. 10.7 

1 

2=+ xy  
0 

1N

1M
1D

2M

2N

2D
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10.1.4. Вычисление двойного интеграла в полярных координатах 

Пусть в полярных координатах );( rϕ  область D  задана в виде 
системы неравенств  





ϕ≤≤ϕ
β≤ϕ≤α

).()(

,

21 rrr
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Формула замены переменных в двойном интеграле при переходе 
к полярным координатам имеет вид 

∫∫

∫∫∫∫

ϕ

ϕ

β

α
ϕϕϕ=

=ϕϕϕ=

)(

)(

2

1

.)sin;cos(

)sin;cos();(

r

r

DD

rdrrrfd

rdrdrrfdxdyyxf

 

 
 

(10.5) 

Замечание. Между декартовыми координатами );( yx  точки M  
и ее полярными координатами );( rϕ  существует связь (рис. 10.9). 
Пусть полярная ось p  совпадает с положительной полуосью Ox , а 
полюс полярной системы координат O  совпадает с началом 
координат системы Oxy . 

Из рис. 10.9 видно, что прямоугольные координаты x , y  точки 
M  выражаются через полярные координаты r , ϕ  точки следующим 
образом: 





ϕ=
ϕ=

.sin

,cos

ry

rx
 

Отметим также, что ϕ= rdrddxdy . 
К полярным координатам особенно удобно переходить в тех 

случаях, когда область интегрирования круг или часть круга. Переход 

iM  
0 

iN  
0 

p

β

)(1 ϕ= rr  

0
Рис. 10.8 

)(2 ϕ= rr  
0 

α
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к повторному интегралу (расстановка пределов) выполняется 
аналогично случаю прямоугольных координат. 

Пример. Вычислить ∫∫ +
D

dxdyyx 22 , переходя к полярным 

координатам, если D  – первая четверть круга 222 ayx ≤+ . 
Решение. Область D  представлена на рис. 10.10. 
Используем формулу (10.5) перехода к полярным координатам. 

∫∫∫∫∫∫ =ϕ=ϕϕ+ϕ=+
DDD

drdrdrrdrrdxdyyx 2222222 sincos  

6333

3
2/

0

32/

0

32/

0 0

32/

0 0

2 aa
d

a
d

r
drrd

aa π=ϕ=ϕ=ϕ












=ϕ= π

πππ

∫∫∫ ∫ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

10.1.5. Задачи для самостоятельного решения 

 А 

1. Вычислить повторные интегралы: а) ∫∫
xa

dydx
00

; б) ∫∫
y

xdxedy
ln

0

2

1

. 

2. Вычислить ∫∫ +D

dxdy
y

x
2

2

1
, где D  – прямоугольник 20 ≤≤ x , 

10 ≤≤ y . 

3. Вычислить ( )∫∫ +
D

dxdyyx 33 , где D  – область, ограниченная 

линиями 02 =− yx , 0=− yx , 4=x . 

4. Вычислить ∫∫
D

ydxdy , где D  – область, ограниченная линиями 0=x , 

xy = , 2=+ yx . 

ar =  

0

y

x

p

a
 Рис. 10.10 

222 ayx =+  a
 

ϕ
 

y

0

y

x

p
ϕ
 
Рис. 10.9 

r

M  

x
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5. Перейти к полярным координатам в двойном интеграле 

∫∫
D

dxdyyxf );( , где а) D  – 122 ≤+ yx ; б) D  – кольцо 41 22 ≤+≤ yx . 

6. Вычислить ∫∫
≤+

−−
9

22

22

9
yx

dxdyyx , переходя к полярным 

координатам. 
 Б 

7. Вычислить ∫∫ +

2

1
2

4

3 )(

1
dy

yx
dx . 

8. В интеграле ∫∫
− y

y

dxyxfdy
21

0

);(  изменить порядок интегрирования. 

9. Вычислить ∫∫ +
D

dxdyyx )( , где D  – область, ограниченная линиями 

0=x , 322 −+= xxy , xy 32 = . 

10. Вычислить ∫∫ −−
D

dxdyyx 224 , где D  – область, ограниченная 

линией xyx 222 =+ . 

11. Вычислить ∫∫
−

+
22

22

00

xa
yx

a

dyedx . 

10.1.6. Ответы 
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1. а) aa
3

2
; б) 
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1
. 2. π
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2
. 3. 
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. 4. 
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. 5. а) ∫∫ ϕϕϕ

π 1
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2
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)sin;cos( rdrrrfd ; 

б) ∫∫ ϕϕϕ
π 2
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0

)sin;cos( rdrrrfd . 6. π18 . 
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1
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);();( . 9. 
15

208
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2
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16
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11. )1(
4

2

−π ae . 
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10.2. Вычисление объемов тел и площадей плоских фигур 

Справочный материал 
(простейшие поверхности и их уравнения) 

1. Уравнение плоскости 0=+++ DCzByAx . 
2. Уравнение сферы радиуса R  с центром в начале координат: 

2222 Rzyx =++ . 

3. Уравнение параболоида вращения 22 yxz +=  (рис. 10.11). 

4. Уравнение конической поверхности вращения: 222 yxz +=  
(рис. 10.12). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. Уравнение цилиндрической поверхности с образующими, 
параллельными оси Oz , и направляющей 0);( =yxF : 0);( =yxF . 

Например, функция 2xy =  в пространстве задает 

цилиндрическую поверхность с направляющей параболой 2xy = , 
лежащей в плоскости Oxy , и образующими, параллельными оси Oz  
(рис. 10.13). 

Вычисление объемов тел и площадей плоских фигур 

 1. Если D  – ограниченная область плоскости Oxy , то ее 
площадь S  вычисляется по формуле 

∫∫==
D

dxdyDSS )( . (10.6) 

 2. Если V  – цилиндрическое тело с образующими, 
параллельными оси Oz , ограниченное снизу областью D , а сверху 
поверхностью 0);( ≥= yxfz  (рис. 10.2), то объем этого тела 
вычисляется по формуле 

z

y0
x

Рис. 10.11 

z

y
0

x

Рис. 10.12 
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∫∫=
D

dxdyyxfV );( . (10.7) 

 3. Если V  – тело, ограниченное снизу поверхностью );( yxgz = , 
сверху – поверхностью );( yxfz = , причем проекцией этих 
поверхностей на плоскость Oxy  является область D , в которой 

);( yxf  и );( yxg  непрерывны ( );();( yxgyxf ≥ ), то объем этого тела 
(рис. 10.14) вычисляется по формуле 

∫∫ −=
D

dxdyyxgyxfV ));();(( . (10.8) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 1А. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 
0=z , yz −= 2 , 2xy = . 
Решение. Тело, объем которого нужно вычислить, изображено 

на рис. 10.15. Поверхность 2xy =  – цилиндрическая (см. справочный 
материал), yz −= 2  – плоскость, параллельная оси Ox  (так как в 
уравнении отсутствует переменная x ) и пересекающая ось Oz  в точке 

)2;0;0( , ось Oy  в точке )0;2;0( , 0=z  – уравнение плоскости Oxy . 
Тело симметрично относительно плоскости zOy , 

следовательно, можно вычислить объем половины тела и результат 
удвоить. Область D  – проекция тела на плоскость xOy . По формуле 
(10.7) имеем 

=−=−=−= ∫∫∫∫∫∫
22

0 2
1

)2(2)2(2)2(
xDD

dyydxdxdyydxdyyV  

15

232

2
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2242

2
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2
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2
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2
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−= ∫∫ dxxxdx

y
y

x

. 

y

z

x D

0

);( yxfz =

Рис. 10.14 

);( yxgz =

2xy =

0

z

y

x

Рис. 10.13 
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. 

Пример 2А. Найти площадь области D , ограниченной линиями 
07 =−+ yx , 6=xy . 

Решение. Данная область, ограниченная прямой xy −= 7  и 

гиперболой 
x

y
6= , изображена на рис. 10.17. Решаем систему 

уравнений 






=

−=

.

6
,7

x
y

xy
 Отсюда 

x
x

6
7 =− , 0672 =+− xx , 11 =x , 

62 =x , 61 =y , 12 =y . Тогда )6;1(A , )1;6(B  – точки пересечения 
прямой и гиперболы. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Применяя формулу (10.6), находим площадь области D . 

=






 −−==== ∫∫∫∫∫∫
−− 6

1

7

6

6

1

7

6
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1

6
7 dx

x
xdxydydxdxdyS

x

x

x

x
D
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2

35 − . 

D

2xy =
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Рис. 10.15 
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B 1D

2
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x

y

0

Рис. 10.16 

2
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D

1

B  
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x
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Рис. 10.17 
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10.2.1. Задачи для самостоятельного решения 

 А 
1. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой xy 22 =  и прямой 

xy = . 

2. Найти площадь фигуры, ограниченной кривой 22xy =  и прямой 
2=y . 

3. Найти площадь фигуры, ограниченной кривыми 25102 += xy  и 

962 +−= xy . 

4. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями xyx 222 =+ , 

xyx 422 =+ , xy = , 0=y . 

5. Найти объем тела, ограниченного поверхностями xy = , 

xy 2= , 4=+ zx , 0=z . 

6. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 22 yxz += , 
2xy = , 1=y , 0=z .  

7. Найти  объем тела, ограниченного поверхностями 0=x , 0=y , 

0=z , 22 yxz += , 1=+ yx . 

Б 
8. Найти площадь фигуры, ограниченной линиями 0222 =−+ yyx , 

0222 =−+ xyx . 

9. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 222 yxz += , 

3222 =++ zyx  (внутри параболоида). 

10.2.2. Ответы 

A 

1. 
3

2
. 2. 

3

8
. 3. 15

3

16
. 4. 

2

3

4

3 +π . 5. 
15

128
. 6. 

105

88
. 7. 

6

1
. 

Б 

8. 1
2

−π
. 9. )536(

3
−π

. 
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10.3. Тройной интеграл 

10.3.1. Основные теоретические сведения 

Пусть в пространственной области 3R∈V  определена и 
непрерывна функция трех переменных );;( zyxfu = . Разобьем 
область V  на n  произвольных областей 1V , 2V ,…, nV , с объемами  

1V∆ , 2V∆ ,…, nV∆ . В каждой области iV  ( ni ,1= ) выберем 
произвольную точку );;( iiii zyxC  и составим интегральную сумму 

=∆++∆+∆= nnn VCfVCfVCfS )(...)()( 2211 i

n

i
i VCf∑

=
∆

1

)( . 

Если существует конечный предел последовательности 
интегральных сумм nS  при условии стремления к нулю 
наибольшего из диаметров id  областей iV  (и ∞→n ), не зависящий 
от способа разбиения области V  на области iV  и выбора точек iC , 
то этот предел называется тройным интегралом от функции 

);;( zyxfu =  по области V  и обозначается 

∫∫∫
V

dVzyxf );;(  или ∑∫∫∫
=→

∞→
∆=

n

i
iiii

d
n

V

Vzyxfdxdydzzyxf

i
1

0max
)(

);;(lim);;( . 

10.3.2. Вычисление тройного интеграла 

Пусть функция трех переменных );;( zyxfu =  определена и 
непрерывна в пространственной области V , которая ограничена 
сверху поверхностью );(2 yxzz = , а снизу – поверхностью 

);(1 yxzz = , где функции );(1 yxz  и );(2 yxz  определены и непрерывны 
в области OxyD ∈  (рис. 10.18). 

Тогда вычисление тройного интеграла сводится к 
последовательному (справа налево) вычислению определенного 
интеграла по переменной z  (переменные x  и y  считаются при этом 
константами) и двойного интеграла от того, что получится, по области D .  

∫∫ ∫∫∫∫ =
D

yxz

yxzV

dzzyxfdxdydxdydzzyxf
);(

);(

2

1

);;();;( . 
 

(10.9) 
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Получившийся двойной интеграл можно вычислять как в 
декартовой, так и в полярной системе координат. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

При вычислении тройного интеграла можно выбирать и другой 
порядок интегрирования. 

Пример 1А. Вычислить тройной интеграл ∫∫∫
V

xydxdydz , где V  – 

область, ограниченная поверхностями 22 yxz += , 2=x , 2=y  и 
координатными плоскостями. 

Решение. Область V  представлена на рис. 10.19. Поверхность 
22 yxz +=  – параболоид вращения, ограничивает область V  сверху. 

Снизу область V  ограничена плоскостью Oxy . Поверхность 2=x  – 
плоскость, параллельная плоскости zOy , 2=y  – плоскость, 
параллельная плоскости zOx . Проекцией области V  на плоскость 
Oxy  будет квадрат (рис. 10.20) – область D . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

По формуле (10.9) имеем 

y

z

x D

0

);(2 yxzz =

Рис. 10.18 

);(1 yxzz =
V

2

D
V

2 0
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Рис. 10.19 

2

x
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Рис. 10.20 
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0

2
3 =+=










+=+=

























+










= ∫∫ x

x
dxxxdx

y
x

y
x . 

Пример 2А. Вычислить тройной интеграл ∫∫∫ +
V

dxdydzyx )( , где 

V  – область, ограниченная поверхностями 22 yxz += , 422 =+ yx  
( 0≥x , 0≥y ), 0=z . 

Решение. Область V  представлена на рис. 10.21. Поверхность 
22 yxz +=  – параболоид вращения, который сверху ограничивает 

область V , снизу область V  ограничена плоскостью Oxy  (так как 

0=z ). Поверхность 422 =+ yx  – цилиндрическая, направляющей у 
которой является окружность радиуса 2=R . Так как 0≥x , 0≥y , то 
рассматриваются части поверхностей в первом октанте. 
 По формуле (10.9) имеем 

=+=+ ∫∫∫∫∫∫
+ 22

0

)()(
yx

DV

dzyxdxdydxdydzyx ( )∫∫ ++
D

dxdyyxyx 22)( . 

 Так как областью интегрирования D  является четверть круга 
(рис. 10.22), то удобно перейти к полярным координатам: ϕ= cosrx , 

ϕ= sinry . Тогда уравнение окружности 422 =+ yx . 2=r , 

2
0

π≤ϕ≤ , 20 ≤≤ r , drrddxdy ϕ= .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

DV

2 0

z

y

x

Рис. 10.21 

2

x

y

0

Рис. 10.22 

2
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( ) =ϕϕ+ϕ=++ ∫∫∫∫
DD

drrdrrrdxdyyxyx 222 )sincos()(  

=ϕϕ+ϕ= ∫∫
D

drdr )sin(cos4 =ϕ+ϕϕ∫ ∫

π

drrd
2

0

2

0

4 )sin(cos

=ϕ













ϕ+ϕ=ϕϕ+ϕ= ∫∫ ∫

ππ

d
r

drrd
2

0

2

0

52

0

2

0

4

5
)sin(cos)sin(cos

=ϕϕ+ϕ= ∫

π
2

0

)sin(cos
5

32
d

5

64
)cos(sin

5

32 2
0

=ϕ−ϕ
π

. 

10.3.3. Вычисление объемов с помощью тройного интеграла 

Если в тройном интеграле (10.9) 1);;( =zyxf  в области V , то 
этот интеграл определяет объем области V  

∫∫∫=
V

dxdydzV . (10.10) 

Пример 1А. Найти объем тела, ограниченного поверхностями  
222 yxz += , 2=z . 

Решение. Данное тело представлено на рис. 10.23. Тело 
ограничено снизу параболоидом вращения 222 yxz += , сверху – 
плоскостью 2=z , которая пересекает параболоид по окружности 

422 =+ yx .  

Так как область D  – круг (рис. 10.24), то при вычислении 
двойного интеграла переходим к полярным координатам: ϕ= cosrx , 

ϕ= sinry , 422 =+ yx , 2=r , π≤ϕ≤0 , 20 ≤≤ r , drrddxdy ϕ= . 

Тогда =









 +
−=== ∫∫∫∫∫∫∫∫

+ DyxDV

dxdy
yx

dzdxdydxdydzV
2

2
222

2

22

 

=ϕ
























−=










−ϕ=ϕ










−= ∫∫ ∫∫∫

ππ 2

0

2

0

422

0

2

0

32

82
2

2
2

2
2 d

rr
dr

r
rddrrd

r

D

 

π=ϕ=ϕ−= π
π

∫ 42)24(
2
0

2

0

d . 
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Пример 2А. Найти объем тела, ограниченного поверхностями  

0=z , yz −= 2 , 2xy = . 
Решение. Данное тело представлено на рис. 10.25, область D  – 

на рис. 10.26. Тогда 

=−=−== ∫∫∫∫∫∫ ∫
−

− y

yDD

y

dxydydxdyydzdxdyV )2()2(
2

0

2

0

 

( ) =






 −=−=−= ∫∫∫ −

2

0

2
3

2
12

0

2

0

222)2(2 dyyydyyydyxy
y

y
2

15

32 . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

10.3.4. Задачи для самостоятельного решения 

 А 
1. Расставить пределы в тройном интеграле ∫∫∫

V

dxdydzzyxf );;(  по 

области, ограниченной поверхностями  
а) 0=x , 0=y , 0=z , 1=++ zyx ; 

0

2
 

2

2

D

V

2
0

z

y

x

Рис. 10.23 

2
x

y

Рис. 10.24 

DD

2xy =

0

z

y

x

Рис. 10.25 

2

2

A

B

0

2

x

y

2xy =

Рис. 10.26 
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б) 1222 =++ zyx , 0=z  ( 0≥z ). 

2. Вычислить а) ∫∫∫
+− yx

xy

x

dzdydx
1

0

1

0

; б) ∫∫∫
−+π

ϕ
22

0

2

0

raa

r

a

dzrdrd . 

3. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 0=x , 0=y , 
0=z , 6=++ zyx . 

4. Найти объем тела, ограниченного поверхностями 22 yxz +=  и 
222 yxz += . 

5. Найти  объем тела, ограниченного поверхностями 0=z , 24 yz −= , 

2

2x
y = . 

10.3.5. Ответы 

A 

1. а) ∫∫∫
−−− yxx

dzzyxfdydx
1

0

1

0

1

0

);;( ; б) =∫∫∫
−−−

−−−

222

2

1

0

1

1

1

1

);;(
yxx

x

dzzyxfdydx  

∫∫∫
−π

ϕϕϕ
21

0

1

0

2

0

);sin;cos(
r

dzzrrfrdrd . 2. а) 
24

7
; б) 

4

3aπ
. 3. 36. 4. 

6

π
. 

5. 
21

4
12 . 
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 Глава 11. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

11.1. Криволинейные интегралы первого рода (КРИ1) 

11.1.1. Определение и свойства КРИ1 

Пусть в каждой точке гладкой кривой AB  (или L ) плоскости 
Oxy  задана непрерывная функция двух переменных );( yxfz = . 
Разобьем AB  на n  частей точками 0MA = , 1M ,…, BM n = . На 

каждой дуге ii MM 1− , длина которой il∆  ( ni ,1= ), выберем 
произвольно точку );( iii yxC .  

Составим сумму =∆++∆+∆= nnn lCflCflCfS )(...)()( 2211  

i

n

i
ii

n

i
ii lyxflCf ∆=∆= ∑∑

== 11
);()( . Эта сумма называется интегральной 

суммой первого рода. Пусть ild ∆= max  – наибольшая из длин дуг 

ii MM 1−  ( ni ,1= ).  

Если существует конечный предел последовательности 
интегральных сумм nS  при 0→d , не зависящий ни от способа 
разбиения, ни от выбора точек );( iii yxC , то этот предел называется 
криволинейным интегралом первого рода (КРИ1) 

∫∑ =∆
=→

AB

n

i
iii

d
dlyxflyxf );();(lim

10
. 

Если функция );( yxf  непрерывна на AB , то тот предел всегда 
существует. Криволинейный интеграл первого рода обладает 
свойствами, аналогичными свойствам определенного интеграла 
(аддитивность, линейность, оценка модуля, теорема о среднем). 
Однако есть отличие ∫∫ =

BAAB

dlyxfdlyxf );();( , т. е. криволинейный 

интеграл первого рода не зависит от направления интегрирования. 

11.1.2. Вычисление криволинейных интегралов первого рода 

1. Если кривая L  задана непрерывно дифференцируемой 
функцией )(xy ϕ= , [ ]bax ;∈ , то  
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[ ]∫∫ ϕ+ϕ=
b

aL

dxxxxfdlyxf 2)('1))(;();( . (11.1) 

2. Если кривая L  задана параметрически, т. е. в виде )(txx = , 
)(tyy = , где )(tx , )(ty  – непрерывно дифференцируемые функции на 

промежутке [ ]βα∈ ;t , то  

[ ] [ ]∫∫
β

α
+= dttytxtytxfdlyxf

L

22 )(')('))();(();( . (11.2) 

3. Если кривая L  задана уравнением )(ϕ= rr , β≤ϕ≤α  в 
полярных координатах, то  

∫∫
β

α
ϕ ϕ+ϕϕ= drrrrfdlyxf

L

2'2 )()sin;cos();( . (11.3) 

11.1.3. Примеры решения задач 

Пример 1А. Вычислить криволинейный интеграл ∫
L

dl
y

x
, где 

L  – дуга параболы xy 22 =  между точками )2;2(A  и )4;8(B . 
Решение. Кривая L  – дуга параболы – изображена на рис. 11.1.  

Уравнение L  – xy 2=  для [ ]8;2∈x . Используем формулу (11.1) для 

вычисления криволинейного интеграла. Найдем 
x

y
2

1
'= , тогда 

( ) =+⋅+=+=+= ∫∫∫∫
8

2

2
18

2

8

2

21
2

1
)12(

2

1
12

22

1
1

2
xdxdxx

x

x
dx

xx

x
dl

y

x

L

 

( ) [ ]551717
6

1
)14()116(

6

1

3

122

4

1 2
3

2
3

8

2

2
3

−=




 +−+=+= x
. 

Пример 2А. Вычислить криволинейный интеграл ( )∫ +
L

dlyx 32 , 

где L  – контур треугольника ABO  с вершинами )0;1(A , )1;0(B , 
)0;0(O . 

Решение. Поскольку ( ) ( ) ++=+ ∫∫
ABL

dlyxdlyx 3232  
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( ) ( )∫∫ ++++
OABO

dlyxdlyx 3232 , то остается вычислить криволинейный 

интеграл по каждому из отрезков AB , BO , OA (рис. 11.2)  
1) AB : так как уравнение прямой AB  имеет вид xy −=1 , 

[ ]1;0∈x , то dxdxdxydl 2)1(1)'(1 22 =−+=+= . Тогда  

( ) [ ] =








 −−=−+=+ ∫∫

1

0

431

0

3232

4

)1(

3
22)1(

xx
dxxxdlyx

AB

2
12

7
. 

2) BO : отрезок BO  лежит на оси Oy , поэтому 0=x , 10 ≤≤ y , 

dydl =  и ( )
4

11

0

332 ==+ ∫∫ dyydlyx
BO

. 

3) OA : 0=y , 10 ≤≤ x , dxdl =  и ( )
3

11

0

232 ==+ ∫∫ dxxdlyx
OA

. 

Окончательно ( ) )12(
12

7

3

1

4

1

12

2732 +=++=+∫
L

dlyx . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 3А. Вычислить криволинейный интеграл ∫ +
L

dlyx 22 , 

где L  – окружность 222 Ryx =+ . 
Решение. Введем полярные координаты ϕ= cosrx , ϕ= sinry . 

Тогда, поскольку 222 Ryx =+ , то уравнение окружности примет вид 

Rr = , 0'=r , дифференциал дуги ϕ=ϕ=ϕ+= RddRdrrdl 222 )'( . 

При этом [ ]π∈ϕ 2;0 . Следовательно, =ϕ⋅=+ ∫∫
π2

0

22 RdRdlyx
L

22 Rπ . 

y

B

A

4

2

82 x

Рис. 11.1 

0 A
1

y

B 1

x

Рис. 11.2 

0
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11.2. Криволинейные интегралы второго рода (КРИ2) 

11.2.1. Определение и свойства криволинейных интегралов 

второго рода 

Пусть на гладкой кривой AB  (или L ) плоскости Oxy  задана 
непрерывная функция двух переменных );( yxP . Разобьем кривую AB  
на n  произвольных частей точками 0MA = , 1M ,…, BM n = . На 

каждой дуге ii MM 1− , длина которой il∆  ( ni ,1= ), выберем 
произвольно точку );( iii yxC .  

Составим сумму =∆++∆+∆=σ nnn xCPxCPxCP )(...)()( 2211  

i

n

i
ii

n

i
ii xyxPxCP ∆=∆= ∑∑

== 11

);()( , где ix∆  – проекция дуги ii MM 1−  на ось 

Ox . Эта сумма называется интегральной суммой второго рода. 
Пусть ild ∆= max  – наибольшая из длин дуг ii MM 1−  ( ni ,1= ). Если 

0→d , то и наибольшее из 0→∆ ix , а ∞→n . 

Если существует конечный предел последовательности 
интегральных сумм nσ  при 0→d  ( 0max →∆ ix ), не зависящий ни 
от способа разбиения дуги L  на части, ни от выбора точек );( iii yxC  

( ni ,1= ), то этот предел называется криволинейным интегралом 
второго рода (КРИ2) по координате x   

∫∫∑ ==∆
=→

LAB

n

i
iii

d
dxyxPdxyxPxyxP );();();(lim

10
. 

Аналогично определяется криволинейный интеграл второго 
рода по координате y , который обозначается  

∫
L

dyyxQ );( , 

где );( yxQ  – непрерывная функция. 

Сумма криволинейных интегралов ∫
L

dxyxP );(  и ∫
L

dyyxQ );(  

называется криволинейным интегралом второго рода и обозначается  
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∫ +
L

dyyxQdxyxP );();( . 

Криволинейные интегралы второго рода называются также 
криволинейными интегралами по координатам.  

Криволинейный интеграл второго рода обладает свойствами, 
аналогичными свойствам определенного интеграла. В частности,  

∫∫ +−=+
BAAB

dyyxQdxyxPdyyxQdxyxP );();();();( , 

т. е. криволинейный интеграл второго рода меняет знак при 
изменении направления интегрирования. 

11.2.2. Вычисление криволинейных интегралов второго рода 

1. Если кривая L  задана уравнением )(xyy = , [ ]bax ;∈ , где 
)(xyy =  и ее производная )(' xy  непрерывна на отрезке [ ]ba; , то  

[ ]∫∫ +=+
b

aL

dxxyxyxQxyxPdyyxQdxyxP )('))(;())(;();();( . 
(11.4) 

2. Если кривая L  задана параметрически, т. е. в виде )(txx = , 
)(tyy = , [ ]βα∈ ;t , где функции )(tx , )(ty  непрерывны вместе со 

своими производными )(' tx , )(' ty , то  

=+∫
L

dyyxQdxyxP );();(  

[ ]∫
β

α
+= dttytytxQtxtytxP )('))();(()('))();(( . 

 

(11.5) 

3. Если кривая L  замкнута, то криволинейный интеграл второго 
рода обозначается ∫ +

L

QdyPdx . Направление обхода иногда 

поясняется стрелкой на кружке, который расположен на знаке 
интеграла. 

Связь между двойным интегралом по области D  и 
криволинейным интегралом по границе L  этой области 
устанавливается формулой Остроградского–Грина.  

Пусть на плоскости Oxy  задана область D , ограниченная 
кривой, пересекающейся с прямыми, параллельными координатным 
осям не более чем в двух точках.  



 51 

Если функции );( yxP  и );( yxQ  непрерывны вместе со своими 

частными производными 
y

P

∂
∂

 и 
x

Q

∂
∂

 в области D , то имеет место 

формула 

∫∫∫ 








∂
∂−

∂
∂=+

DL

dxdy
y

P

x

Q
QdyPdx ,                      (11.6) 

где L  – граница области D  и интегрирование вдоль кривой L  
производится в положительном направлении (т. е. при движении 
вдоль кривой область D остается слева). 
Формула (11.6) называется формулой Остроградского–Грина. 

Условие независимости криволинейного интеграла второго рода 
от пути интегрирования 

Пусть функции );( yxP  и );( yxQ  непрерывны вместе со своими 
частными производными в односвязной области D . Тогда, для того 
чтобы криволинейный интеграл ∫ +

L

dyyxQdxyxP );();(  не зависел от 

линии интегрирования, лежащей в области D , необходимо и 
достаточно, чтобы во всех точках области D  имело место равенство 

y

P

∂
∂

=
x

Q

∂
∂

. 

Область D  называется односвязной, если для любого 
замкнутого контура, лежащего в этой области, ограниченная им часть 
плоскости целиком принадлежит D . 

Некоторые приложения криволинейного интеграла второго рода 
Площадь плоской фигуры 

Площадь S  плоской фигуры D , расположенной в плоскости Oxy  и 
ограниченной замкнутой линией L , находится по формуле  

∫ −=
L

ydxxdyS
2

1
, 

при этом кривая L  обходится против часовой стрелки. 

Работа переменной силы 

Работа переменной силы jyxQiyxPF );();( +=  вдоль пути L  
выражается интегралом 
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∫ +=
L

dyyxQdxyxPA );();( .                          (11.7) 

11.2.3. Примеры решения задач 

Пример 1А. Вычислить криволинейный интеграл 

∫ +
)(

)(

22
N

M

dyxyydxx  вдоль кривой 2xy =  от )0;0(M  до )1;1(N . 

Решение. Воспользуемся формулой (11.4). xdxdy 2= , тогда 

( ) =+=+=+ ∫∫∫
1

0

64
1

0

422
)(

)(

22 22 dxxxxdxxxdxxxdyxyydxx
N

M 35

17
. 

Пример 2А. Найти работу силы jxyiyF )34(4 −+−=  при 
перемещении материальной точки вдоль ломаной OBC , причем 

)0;0(O , )0;2(B , )4;2(C . 

Решение. Ломаная OBC  представлена на рис. 11.4. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

По формуле (11.7) имеем 
=−+−= ∫

OBC

dyxyydxA )34(4  

+−+−= ∫
OB

dyxyydx )34(4  

∫ −+−+
BC

dyxyydx )34(4  

OB : 0=y , 0=dy , 20 ≤≤ x . Тогда 

∫∫ =⋅−=−+−
2

0

0)030()34(4 dxxdyxyydx
OB

.  

BC : 2=x , dydx 0= , 40 ≤≤ y . 

Тогда 

=−=−=−+⋅−=−+−∫ ∫∫
4

0

2
4

0

4

0

)62()64())64(04()34(4 yydyydyyydyxyydx
BC

82432 =−= , и работа 880 =+=A . 

Пример 3А. Вычислить ∫ −
L

ydxxdy , где L  – окружность 

922 =+ yx . 

2

y

B

C

x

Рис. 11.4 

0
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Решение.  
1) Используя параметрические уравнения окружности tx cos3= , 

ty sin3= , [ ]π∈ 2;0t , получаем 

=−∫
L

ydxxdy =−−∫
π2

0

))sin3(sin3cos3cos3( dttttdtt   

( )∫
π

+=
2

0

22 sin9cos9 dttt π=π⋅== ∫
π

18299
2

0

dt . 

2) Можно вычислить интеграл по формуле (11.6): yP −= , xQ = , 

1−=
∂
∂

y

P
, 1=

∂
∂

x

Q
, D  – круг 922 ≤+ yx . Тогда =−∫

L

ydxxdy  

π=π⋅==−−= ∫∫∫∫ 18922))1(1(
DD

dxdydxdy , так как D
D

Sdxdy =∫∫ . 

11.2.4. Задачи для самостоятельного решения 

 А 
1. Вычислить криволинейные интегралы 1-го рода. 

а) ∫ +L yx

dl
, где L  – отрезок AB , )4;2(A , )3;1(B ; 

б) ( )∫ +
L

dlyx 22 , где L  – окружность 222 ayx =+ . 

2. Вычислить криволинейные интегралы 2-го рода. 

а) ∫ +
L

dyxxydx 22 , где L  – отрезок AB , )1;2(A , )0;2(B ; 

б) ∫
L

xydx , где L  – дуга синусоиды xy sin=  от точки )0;0(  до точки 

)0;(π . 

3. Найти работу силы jxyiyF )2+=  при перемещении материальной 

точки вдоль окружности tax cos= , tay sin= , 
2

0
π≤≤ t , против 

часовой стрелки. 
Б 

4. Вычислить ∫
L

dly 2 , где L  – дуга циклоиды )sin( ttax −= , 

)cos1( tay −= , π≤≤ 20 t . 
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5. Вычислить ∫ +
L

dyxdxy 22 , где L  – верхняя половина эллипса 

1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
, пробегаемая против хода часовой стрелки. 

11.2.5. Ответы 

A 

1. а) 
2

3
ln

2

2
; б) 32 aπ . 2. а) 4− ; б) π . 3. 







 π−
43

22 aa . 

Б 

4. 3

15

256
a . 5. 2

3

4
ab− .  
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