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ВЗАИМОСВЯЗЬ ОРИЕНТАЦИОННЫХ И ТРАНСЛЯЦИОННЫХ 
СТЕПЕНЕЙ СВОБОДЫ

Взаимосвязь вращательных и поступательных степеней свободы час­
тиц, из которых состоит среда, оказывает существенное влияние на ее 
физические свойства. Так, правильное описание диэлектрических свойств 
дипольных систем [1] и рассеяния света растворами несферических 
макромолекул [2] требует учета этой взаимосвязи. Особенно отчетливо 
взаимное влияние трансляционных и ориентационных степеней свободы 
проявляется при исследовании броуновского движения несферических 
частиц.

I. Система уравнений Ланжевена, описывающая движение несфе­
рической броуновской частицы в марковском приближении, на основании 
общих результатов [3] может быть записана в форме *>

*) Знаком “ в формулах отмечены тензоры.

Здесь р0 и 10 — импульсы, сопряженные в гамильтоновом смысле 
соответственно радиус-вектору некоторой произвольной точки (полюса) 
О частицы, определяющему ее положение в физическом трехмерном 
пространстве, и набору угловых переменных, задающих ориентацию 
частицы. I-1 — обратный тензор коэффициентов инерции, смысл которо­
го следует из выражения для кинетической энергии частицы 

К — 1/2 [ р0• \аа ■ р,| -|- р„ • 1Ч1р • 1()

(2)

у0 и о — скорость точки О и угловая скорость частицы. Естественно, 
(1то),ь тб,-л (т— масса частицы, 6П[ символ Кронекера), а 1фф = |<°> — 
тензор моментов инерции частицы относительно точки О. I ф --- 1Ф<7 — анти­
симметричные псевдотензоры (верхний индекс Т обозначает операцию 
транспонирования).

Тензоры коэффициентов трения определяются интегралами по вре­
мени от корреляционных функций сил Р и моментов сил Мо, действую­
щих на частицу: со

-Г7Д- Г < р (0) Г(0 >(1) На)

5*
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и= ( < м"<°)><1>Л- <эд
V р

оо
^дЧ>= < Г (0) Мо(/) >(1) (1(, (Зв)

.)

где Т — температура, кв — постоянная Больцмана. Угловые скобки 
< ... >(1) означают усреднение по равновесному распределению динами­
ческих переменных всех частиц системы, за исключением рассматривае­
мой броуновской частицы.

Из инвариантности микроскопических уравнений движения по от­
ношению к обращению времени следует симметричность тензоров 
коэффициентов трения при поступательном и вращательном ^ф(р дви­
жениях частицы, а также соотношение (Зв) между тензорами и ^,и/, 
описывающими перекрестные влияния поступательного и вращательного 
движений.

Предположим, что быстроосциллирующие случайные силы ®(/) и 
моменты сил ЭИ (I), как обычно, удовлетворяют требованиям марков­
ских гауссовых процессов [4].

Уравнение (1) удобно представить в матричной форме

</у/^ = —?-у + У(0, уг=Цу0, «); (4)

Корреляционная матрица стационарного марковского гауссового 
процесса

К (т) = < у (/) у (/ + т) > (5)

в соответствии с теоремой Дуба (см. [4]) может быть представлена в 
виде

К (т) = квТ (ехр { — ?т}) • Г1. (6)

Таким образом, матрица ^определяет набор релаксационных пара­
метров, а соответствующие времена релаксации являются характерными 
временами установления максвелловского распределения по обобщен­
ным скоростям системы невзаимодействующих несферических броунов­
ских частиц.

II. Уже при рассмотрении диффузии в конфигурационном простран­
стве частиц, имеющих группу симметрии трехосного эллипсоида (^9Ф = 
= 0), обнаруживается связь между трансляционным и ориентационным 
движениями, так как в лабораторной системе отсчета тензор являет­
ся функцией угловых переменных, определяющих ориентацию частицы 
[5] (см. также [2]). Однако еще более четко эта связь проявляется, 
когда г;дч>у=о [6].

Новые особенности обнаруживаются при рассмотрении движения 
броуновской частицы в ее полном р-пространстве. Эти особенности могут 
быть проанализированы на основе уравнения Фоккера — Планка [3] 
или системы уравнений Ланжевена (1). Остановимся более подробно на 
свойствах тензоров коэффициентов трения, входящих в (1).
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Тензор инвариантен относительно выбора полюса О, тогда как тен­
зоры и изменяются при переходе к некоторому другому полюсу Р:

= ^-клгмГ[,
Т = У? + (76)

Здесь для удобства введены обозначения X = ^фф, X = е1>й —
тензор Леви-—Чивита, г ОР.

Уравнение (7а) может быть разрешено относительно антисимметричной 
части тензора Тогда система трех линейных уравнений = о
единственным образом опредепяет точку Р, при выборе которой в качестве 
полюса тензор ^.;Р) становится симметричным. Такую точку в дальнейшем 
будем называть центром взаимодействия, обобщив определение, введенное 
ранее в [3]. Координаты центра взаимодействия в системе, связанной с ча­
стицей и с началом в произвольной точке 0, определяются выражениями

(8) 
причем операция (...)_| означает обращение тензора.

Диффузия несферической броуновской частицы в конфигурацион­
ном пространстве на протяжении времени, значительно большего харак­
терных времен выражения (6), определяется только видом тензоров 
коэффициентов трения X, и %, но не распределением масс внутри части­
цы [5, 6]. Поэтому удобно положение частицы определять ее центром 
взаимодействия (его положение совпадает с введенным в [6] центром 
диффузии частицы). При обращении в нуль тензора движение точки 
Р и вращение броуновской частицы оказываются взаимосвязанными 
только в смысле [5].

В противоположность этому при исследовании броуновского движе­
ния на достаточно малых интервалах (в пределах времени установления 
равновесного распределения скоростей) существенную роль, как это 
следует из вида системы уравнений Ланжевена (1) (а также из вида 
уравнения Фоккера — Планка [3]), играет распределение масс внутри 
частицы, характеризуемое тензором I.

Релаксационные свойства определяются корреляционной матрицей 
(6), вид которой находится в прямой зависимости от матрицы ^=1-1 Д. 
Очевидно, что перекрестные корреляции и ю обращаются в нуль толь­
ко в том случае, когда центр взаимодействия частицы совпадает с цент­
ром масс и, кроме того, ^(Р>=0.

Две симметричные и положительно определенные матрицы I и Е, мо­
гут быть одновременно приведены к диагональному виду, так что собст­
венные значения матрицы действительны и положительны и определя­
ют набор времен релаксации. Однако при диагонализации Ё; необходимо 
использовать ортогональное и масштабное преобразования в шестимер­
ном пространстве, так что физический смысл параметров, релаксирую­
щих независимо друг от друга, в общем случае не просматривается 
(см. также [3]).

Вид матрицы ц, существенно зависит от выбора полюса О. Для опре­
деления этой зависимости заметим, что при изменении положения начата 
системы отсчета на вектор г = ОО' тензоры I и С, преобразуются одинако­
вым образом:

«, /, / = 1, 2, 3.
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Вследствие (9) матрица удовлетворяет преобразованию подобия

= а"1.Iе0*-1 . ;(О).« = а-1 • (Ю)

Поэтому набор времен релаксации не зависит от выбора полюса О, что, 
впрочем, ясно из физических соображений.

III. При конкретном вычислении релаксационных характеристик 
удобно вместо диагонализации матрицы ц воспользоваться уравнением 
(4), переписанным в форме

-у2 + ’-у^у^У Ут = (®, эл). (11)
Система уравнений (11) позволяет просто использовать свойства 

АР) „(Р)симметрии и, исходя из вида тензоров /у и , выделить группы взаи­
мосвязанно релаксирующих параметров и определить соответствующие 
времена релаксации.

Ниже приведены результаты вычислений для всех групп точечной 
симметрии (используется номенклатура Шенфлиса). Разумеется, группа 
симметрии уравнения (11) является пересечением групп симметрии 
распределения масс.внутри частицы, ее силового поля и среды, в которой 
находится частица. Компоненты всех тензоров определены в системе 
координат, связанной с частицей. Ось х3 направляется вдоль главной 
или зеркальной оси симметрии. Ось х2 лежит либо в плоскости симмет­
рии, содержащей х3, либо направляется вдоль одной из осей симметрии, 
перпендикулярных х3. Если остается произвол в выборе каких-либо осей 
(например, оси Х[ и х2 для группы симметрии 51), система координат 
выбирается так, чтобы тензор 5(₽)  (или X, если §<р>=0) имел простейшую 
форму.

Центр системы координат всегда выбирается в центре взаимодейст­
вия, который совпадает с особой точкой броуновской частицы. При от­
сутствии особой точки центр взаимодействия лежит либо на особой оси, 
либо в особой плоскости и определяется переходом из пооизвольной (но 
выбранной соответственно на оси или в плоскости симметрии) точки О 
согласно (8).

Результаты приведены в следующем порядке. Сперва указываются 
отличные от нуля компоненты симметричных истинного тензора (а 
следовательно, и /^’) и псевдотензора Далее следуют выражения 
для времен релаксации скоростей, причем индексы 1, 2, 3 относятся к 
трансляционной, а 4, 5, 6 — к угловой. Если при вычислении времен ре­
лаксации необходимо решать систему трех и более линейных уравнений, 
результаты не приводятся, а система взаимозависимых величин указыва­
ется набором соответствующих времен релаксации, заключенным в скоб­
ки. В формулах фигурируют координаты вектора РС = г (Хь х2, х3). С — 
центр масс.

1. Отсутствие элементов симметрии (Сх)
’ Тв}-

2. Плоскость симметрии (С1Л)
I I ■ . ■

^11> ^22’ ^33’ ^12’ Ь13 = ^23’ {т1> Т2> Тв}> {Т3> Т4> То}-

3. Центр симметрии (52)
^- = 0; та = пг/Каа (а = 1, 2, 3), (т4, т5, т6).

4. Ось второго порядка (С2)
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Т3,6 -
6.

т 2т1.
(тХзз 4“ ^зз^зз) ± I (т^зз ^зз^зз)2 ;” 4т/33^33

5. Ось третьего порядка и выше (Сп, п 3)
2.Ц = Х23, Х33, !1Х = ^221 ё.ЧЗ’ {Т1> Т2> Т4> Тй}’

такие же, как в п. 4.
Ось второго порядка в плоскости симметрии (С2р)

^11’ 2“22> 2'33’ 512’ Т3 = ^/^33’ ^6 ~ ^33^33’

33

7.

т2>4 = 2т (/„ — т%2)/[В6 ± | В2 — 4т (/и — тх2) (Х22ХП — ^2)

Аб = тХ22 2тх3ё12 : ^ц^гг’ = ^Хп 2тх3^12 • ^22^11*
Ось третьего порядка и выше в плоскости симметрии (Спо, п > 3)

Лц = Л22, Х33, = 0, т3 = т/л.(3, т,. = /33/Х33,
2т (/и — тх2)

Т1,4 — Т2,5 —
(тХ41 Х]1/11) +1 (тХп Х11/п)“ 4ХиХ11т-х|

Ось второго порядка, перпендикулярная плоскости симметрии (С2Л):
^11> ^22’ ^33^12 = НО Лг И ^12 0)> 5; у = 0’>

та т/Хаа(<х — 1, 2, 3), т6 = /33/Х33,

т4,5 = 2 (/ц^гг =Ь Т Л- 4 (/ц/22 ^г) (^11X22—^12)!»

Л8 = /цХ22 4- /22Х11 — 2/ 12Х12.
Классы СпЛ, и Опа

ли = Х22, Л33; = 01 та = т^аа' тз+з = ^рр/^Рр(а-Р —К2,3).
10. Класс Р2

8.

9.

^11> ^22’ \з.З’ 511> 5з2’ 5.33’

2т/««

т1а,а+з
12.

13.

Т“’“+3 “ (Хаат + Лаа/аа) ±/(Хаат-Хаа/аа)2 + 4т/аа^ ’

11. Класс Г)„ (п 3)
^11 = Х22, Х33, = ^2» 5зЗ’

такие же, как в п. 10.
Класс Р2Л

Л22> ^33’ = 0; т« = тАаа> тр+з = ^рр/^рр (а> Р = К 2, 3).
Класс Р2а

^•11 = “22 > ^12> Т3 т/\зЗ’ Т6 — Лз^ЗЗ-

2т/п

л,
14. 
= Х.

(тХи Л11711) + ]/ (тХи А,ц/П)2 4* 4т/п^2

Зеркальная ось четвертого порядка (54)
'22’ \зЗ> 511 5г2’ 512’ {Т1> Т2’ Т4’ ’ ^3 “ ^/^33’ Тв = ^Зз/^ЗЗ'

^33’

11
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15. Классы Тк, Та, Он и 0(3)
Хц = == X., == О, Т| Т., Тд = Щ/Х, Тд Т- Тд //X.

16. Классы Т, 0 и полная группа вращений

1,4 2,5 з,в (/Х4-щХ)±/(/А,— тХ)2 + 4т/^2

На примере эллипсоида вращения можно исследовать перераспреде­
ление времен релаксации, обусловленное несовпадением центра масс с 
центром взаимодействия. Последний, будем полагать, находится в цент­
ре эллипсоида.

Воспользовавшись выражениями п. 7 при х3 = 0, находим т4 = т2 = 
= т/Хи, т4 — т5 = /ц/Хш т°гДа как при максимально возможном смещении 
центра масс х2 = 1и1т т4 = т'-> О и т' = т2—>- т, + т4.

Следовательно, при удалении центра масс от центра взаимодейст­
вия различие между двумя группами времен релаксации сильно возрас­
тает. Именно связь между трансляционным и ориентационным движе­
ниями, как было отмечено ранее [3], приводит к коэффициенту термодиф­
фузии изотопозамещенных молекул, не соответствующему различию их 
масс. Поведение коэффициента термодиффузии в значительной степени 
зависит от смещения центра масс изотопозамещенных молекул [7].

В заключение отметим, что высказанное в [8] утверждение об отсут­
ствии связи между трансляционным и ориентационным движениями 
броуновской частицы основывается на недоразумении. В [8] анализиру­
ются лишь свойства симметрии среды. Однако, как показано выше, необ­
ходимо учитывать также и свойства симметрии силового поля и распре­
деление масс самой броуновской частицы.

Авторы выражают глубокую благодарность Л. А. Ротту за обсужде­
ние работы.

Замечание при корректуре. В недавней работе [9] получено уравнение 
Фоккера-Планка для несферической броуновской частицы и обсуждено 
влияние связи между вращательным и трансляционным движением. По­
скольку использована частная форма записи кинетической энергии, тео­
рия справедлива, когда в качестве полюса выбирается центр масс час­
тицы, что в значительной мере ограничивает возможности теории.
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