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АППРОКСИМАЦИЯ КАНОНИЧЕСКИХ ФОРМ  
ЛИНЕЙНЫХ РАВНОМЕРНО НАБЛЮДАЕМЫХ СИСТЕМ 

Для равномерно наблюдаемых линейных систем обыкновенных дифференциальных уравне-
ний доказано, что при условии существования пределов некоторых последовательностей дис-
кретных функций, построенных с помощью коэффициентов канонической формы дискретной 
системы, которая получена из исходной по схеме Эйлера, эти пределы определяют канониче-
скую форму дифференциальной системы. Установлено, что дискретная аппроксимация по схеме 
Эйлера равномерно наблюдаемой дифференциальной системы тотально наблюдаема. 

It was proved that discrete approximation by Euler scheme of uniformly observed linear system of or-
dinary differential equations is completely observed and its canonical form (in case of existence of limits 
for some functions constructed on its coefficients) converges to canonical form of the differential system.  

Введение. При исследовании структурных 
свойств систем управления-наблюдения важно 
не только получить необходимые и достаточ-
ные условия их существования, но и разрабо-
тать конструктивные способы проверки нали-
чия этих свойств через параметры, задающие 
изучаемые системы. Оказывается, что постав-
ленные вопросы сравнительно легко решаются 
для систем в так называемой канонической 
форме Фробениуса [1, с. 283–284]. Дело в том, 
что наличие канонической формы или даже ут-
верждение о ее существовании позволяет до-
статочно просто решить ряд важных вопросов, 
например, указать условия наблюдаемости, по-
строить алгоритм асимптотического оценива-
ния состояний и др. В случае стационарных 
систем получение канонической формы не вы-
зывает особого труда. Однако для неавтоном-
ных уравнений доказательство критериев ее су-
ществования представляет собой довольно 
сложную задачу. В [1, c. 285–287] такие кри-
терии найдены в предположении определенной 
гладкости коэффициентов. В работах [2–5] к 
исследованию задачи существования канони-
ческих форм неавтономных систем привлека-
лась техника квазидифференцирования, что 
позволило установить необходимые и доста-
точные условия разрешимости этой задачи. 

Однако при высоких размерностях фазового 
пространства применение этих критериев су-
щественно усложняется громоздкостью вычис-
лений. Перечисленные трудности отсутствуют 
при изучении дискретных систем.  

В настоящей работе установлена связь меж-
ду канонической формой линейной дифферен-
циальной системы и канонической формой ее 
дискретной аппроксимации, основанной на заме-
не производной конечной разностью Эйлера. 
Доказано, что при условии существования пре-
делов при неограниченном уменьшении шага 
дискретизации некоторых последовательностей 
дискретных функций, построенных с помощью 
коэффициентов канонической формы дискрет-
ной системы, эти пределы определяют канониче-
скую форму дифференциальной системы. 

1. Дифференциальная система наблюде-
ния и ее дискретная аппроксимация. Пусть 
на множестве ( , )a b R⊂  задана дифферен-
циальная система наблюдения  

( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( )x t A t x t y t c t x t           (1) 

со скалярным выходом; здесь ( )A t  − непрерыв-
ная (n × n)-матрица, ( )c t − непрерывная n-век-
тор-строка. Выберем произвольный отрезок  

0 1= [ , ] ( , )T t t a b⊂   
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и, аппроксимируя производную ( )x t  разностя-
ми Эйлера, перейдем к дискретной системе  

(τ ) = ( (τ)) (τ), (τ) = (τ) (τ).z h E hA z y c z+ +  (2) 

Здесь  

0 0 0 0 0τ ={ ( 1) , , , , , 2 , ,hZ t n h t h t t h t h∈ − − − + +… …  

1 1 1, , , ( 1) } ( ,  ),t t h t n h a b+ + − ⊂…  
1 0= ( ) / ,h t t m−  

а m  − достаточно большое целое число. Считая 
величину шага h  пока фиксированной, предпо-
ложим, что системы (1), (2) допускают канони-
ческие формы, а матрицы 0 0( ), (τ)hA t B коэффи-
циентов этих форм определены соответственно 
функциями 

0 1 1α ( ), α ( ),  ...,  α ( ) ( ),nt t t t T− ∈  
0 1 1β (τ,  ), β (τ,  ),  ..., β (τ,  ) (τ Z ).n hh h h− ∈  

Хотя матрица 0 ( )A t  и имеет форму Фробе-
ниуса, однако матрица 0 (τ)E hA+  матрицей 
Фробениуса не является. Укажем матрицу пре-
образования подобия 0 0= ( ),G G h  приводящую 
ее к форме Фробениуса. Для этого зададим 
верхнетреугольную матрицу 0 0= ( )G G h  с эле-
ментами ,ijg  которые вычисляются по формуле 

1
1 ,i i n

ij jg C h− −
−=  

где  
! .!( )!

i
j

jC i j i= −  

Нетрудно заметить, что матрица 0 ( )G h  не-
вырождена при каждом 0.h >  Справедливо утверждение. 

Лемма 1. Пусть (n × n)-матрица Фробениу-
са 0 (τ)hB  задана функциями 

0 1 1β (τ,  ), β (τ,  ), ..., β (τ,  ).nh h h−  
Тогда  

0 1 0
0 0( ) (τ) ( ) = (τ,  ),hG h B G h E hP h− +  

где 0 (τ,  )P h  − матрица Фробениуса, определен-
ная функциями  

0 0 1 1(τ,  ) = (β (τ,  ) β (τ,  ) ... β (τ,  ) 1),n
np h h h h h−
−+ + + −  

1

=
(τ,  ) = β (τ,  ) ( =1, 2, , 2),

n
i n i i

i j j n
j i

p h h C h C i n
−

− ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ …  

1
1 1(τ,  ) = (β (τ,  ) ).n np h h h n−
− − −          (3) 

2. Предельный переход. Поскольку нашей 
целью является доказательство сходимости не-
которых последовательностей дискретных фун-
кций, построенных по коэффициентам канони-

ческой формы дискретной системы аппрокси-
мации, к коэффициентам канонической формы 
исходной дифференциальной системы, то преж-
де всего введем определение предела (задаю-
щего непрерывную функцию) последовательно-
сти дискретных функций.  

Пусть на действительной прямой R  выбран 
отрезок 0 1[ , ].t t  Рассмотрим конечные наборы 

0 0 0 0= {τ , τ ,τ 2 , ,τ }hT h h mh+ + +…  

точек на нем, где  

0 0 1 0τ = , = ( ) /  , = 1,2,t h t t m m− …  

Зададим некоторые функции  

ξ : ,n
m hT R→  

построим ломаные 

0 0( τ )ξ (τ ( 1) )( ) m
m

t ih i hr t
h

− − + +
= +  

0 0(τ ( 1) )ξ (τ ) ,mi h t ih
h

+ + − +
+

 
0 0[τ , τ ( 1) ] ( = 0,  1,  ,  1),t ih i h i m∈ + + + −…  

и тем самым определим последовательность 
( )mr t  непрерывных функций на отрезке 0 1[ , ].t t  Будем говорить, что последовательность 

дискретных функций ξ (τ)m  сходится к непре-
рывной функции 0 ( )r t  при ,m →∞  если к 0 ( )r t  
равномерно на отрезке 0 1[ , ]t t  сходится после-
довательность ( ).mr t  

Исследуем вопрос, когда при 0h →  кано- 
ническая форма системы (2) переходит в кано- 
ническую форму системы (1). 

Как и в [1, c. 256], систему (1) кратко запи-
шем в виде пары ( , ).A c  Предположим сначала, 
что система (1) стационарна и наблюдаема. Тог-
да найдется такая неособая ( )n n× -матрица ,G  
что  

1 0= ,G AG A−  0= .cG c  
Здесь 0 0

0 1 1= (α , α , ,α )nA A − −… (n × n)-ма-
трица в форме Фробениуса, а 0 1α , α , 1, αn−…  –
действительные числа. Дискретный аналог 
системы ( , )A c  имеет вид  

( , ).E hA c+  

Несложно показать, что он наблюдаем при 
всех достаточно малых > 0.h  Поэтому су-
ществует невырожденная матрица * *= ( )G G h  
такая, что  

1 0 0
* * *( ) = , = ,hG E hA G B cG c− +  

где 0
hB  – матрица Фробениуса, определенная 

некоторыми числами  

0 1 1β ( ), β ( ), ..., β ( ).nh h h−  
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В силу леммы 1 при каждом > 0h  матрица  
1

0 0(τ, ) = ( ( )) ( ) ( ) =Q h GG h E hA GG h− +  
1 0

0 0= ( )( ) ( )G h E hA G h− +  
имеет каноническую форму Фробениуса, задан-
ную величинами  

1 1 1
0 0 1 1( ) = α α ( 1) α ( 1) ,n n n n

nq h h h h− − −
−− + + − + −…  

1
1

=
( ) = ( 1) α ( 1) ,

n
i j i n j n i i

i j j n
j i

q h C h C
−

+ − − +− + −∑  

1 1( ) = α .n nq h h n− − +  
Кроме того, 0

0 ( ) = .cGG h c  Поскольку канони-
ческая форма единственна, то 0 (τ) = (τ, )hB Q h                и поэтому  

β ( ) = ( ) ( 0,1, ..., 1).i ih q h i n= −  

Тогда из леммы 1 следует, что коэффициен-
ты 0 1 1α ,α , ,αn−…  определяются равенствами 

0 0 1 1α = (β ( ) β ( ) ... β ( ) 1),n
nh h h h−
−+ + + −  

1

=
α = β ( ) ( = 1, 2, , 2),

n
i n i i

i j j n
j i

h C h C i n
−

− ⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ …  

1
1 1α = (β ( ) ).n nh h n−

− − −  

Таким образом, если стационарная система 
наблюдаема, то ее дискретный аналог наблюда-
ем при любом достаточно малом > 0.h  

Распространим вышеописанный подход на 
нестационарные системы. Для этого нам пона-
добится следующая лемма. 

Лемма 2. Пусть системы ( , )A c  и ( , ),D d за-
данные на ( , ),a b  связаны равенствами  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ),G t A t G t G t G t D t− −− ( ) ( ) = ( ),c t G t d t  
где ( )G t  – невырожденная при всех ( , )t a b∈  
непрерывно дифференцируемая (n × n)-матри-
ца. Тогда для каждого отрезка 0 1[ , ] ( , )t t a b⊂  и 
достаточно больших целых чисел m  при 

τ ,hZ∈  1 0= ( ) / ,h t t m−  

верно соотношение  
1(τ )( (τ)) (τ) = (τ, ) (τ, ),G h E hA G E hD h o h− + + + +  (4) 

в котором (n × n)-матрица ( , )o hτ  обладает 
свойством  

0
( ( , ) / ) = 0.lim

h
o h h

→
τ  

Теорема 1. Пусть дифференциальная систе-
ма (1) равномерно наблюдаема на ( , ).a b  Тогда 
для любого отрезка  

0 1= [ , ] ( , )T t t a b⊂  

существует такое число 0 > 0,h что дискретная 
система (2) тотально наблюдаема на hZ  для 
всех 00 < <h h  и, следовательно, имеет на hZ  
каноническую форму 

0 0 0 0
0 1 1( , ) = ( (β (τ, ), β (τ, ), , β (τ, )), ).h h nB c B h h h c−…  

Если функции (τ, )ip h  сходятся, то на от-
резке T  существует каноническая форма 

0 0 0 0
0 1 1( , ) = ( (α ( ), α ( ), , α ( )), )nA c A t t t c−…  

системы (1), причем 
0

α ( ) = lim (τ, ).i ih
t p h

→
 

Доказательство. Напомним, что диффе-
ренциальная система (1) равномерно наблю-
даема [3] на ( , ),a b  если существует такая 
нижнетреугольная (n × n)-матрица ( )P t  с не-
прерывными на ( , )a b  элементами ( ),kip t  удо-
влетворяющими условию ( ) 0,kkp t ≠  что каж-
дая выходная функция ( )y t  системы (1) имеет 
непрерывные квазипроизводные [6] ( )k

P y t  до 
порядка 1n −  включительно и отображение 

0 1 1(σ) ( (σ), (σ), , (σ))n
P P Px y y y−→ …  

инъективно при любом σ ( , ).a b∈  Критерием 
равномерной наблюдаемости системы (1) слу- 
жит [3] равенство  

rank ( ) = ( ( , )),PS t n t a b∈   
где (n × n)-матрица ( )PS t  составлена из строк  

0 00( ) = ( ) ( ),s t p t c t  
1

1 1
=0

( ) = ( )( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ).
k

k kk k k k j j
j

s t p t s t A t s t p t s t
−

− −+ +∑
 

Заменив в функциях ( )ks t производные раз-
ностями Эйлера и проведя простые алгебраи-
ческие вычисления, легко убедиться в том, что 
из условия  

det ( ) 0 ( ( , ))PS t t a b≠ ∈  

при достаточно малых > 0h  следует невырож-
денность матрицы наблюдаемости системы (2) 
для каждого τ ,hZ∈  т. е. система (2) тотально 
наблюдаема на .hZ  Поэтому пара  

( (τ), (τ))E hA c+  

обладает [7] канонической формой 0 0( , )hB c  на 
.hZ  Согласно лемме 1, справедливо равенство  

0
1 0

0 0
(τ)( ) ( ) = (τ, ),hB EG h G h P h

h
−−  

где фробениусова матрица 0 (τ, )P h  определена 
по формулам (3). В силу сходимости функций 
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(τ, )ip h  из этого равенства следует существо-
вание предела  

0
0 1

0 00 0

(τ)lim (τ, ) = lim ( ) ( ),h
h h

B EP h G h G h
h

−

→ →

−  

который представляет собой матрицу *( )Q t  в 
форме Фробениуса с непрерывными элемента- 
ми. Очевидно, теорема будет доказана, если ус-
тановим, что система * 0( , )Q c  принадлежит орбите пары ( , ).A c  

Рассмотрим две системы   
0 1 0

0 0( (τ), (τ)), ( ( ) ( ) ( ), )hE hA c G h B G h c−+ τ   (5) 

и представим их соответственно в виде 

(τ ) (τ) (τ)= (τ) = (τ) (τ),z h z E hA E z A z
h h

+ − + −

 
0

1
0 0

(τ)(τ ) (τ) = ( ) ( ) (τ),hB Ev h v G h G h v
h h

−−+ −  

0(τ) = (τ) (τ), (τ) = (τ).y c z y c v  

Согласно лемме 2 из [8], при любых началь-
ных условиях  

0 0 0 0( ) = , ( ) =z t z v t v  

решения этих систем сходятся к решениям 
дифференциальных систем  

*( ) = ( ) ( ), ( ) = ( ) ( ).z t A t z t v t Q t v t   

Поскольку пары (5) приводятся одна к дру-
гой невырожденной матрицей, то множества их 
выходных функций совпадают, значит, совпа-
дают и множества выходных функций диффе-
ренциальных систем ( , )A c  и * 0( ,  ).Q c  Соглас-
но [5], эти системы лежат в одной орбите и 
поэтому пара * 0( , )Q c  является канонической 
для системы ( , )A c . Теорема доказана. 

Заключение. Из теоремы 1 вытекает сле- 
дующий алгоритм построения канонической 
формы равномерно наблюдаемой дифферен- 
циальной системы (1):  

1) перейти к дискретной системе (2) и оп-
ределить ее каноническую форму 0 0( , );hB c  

2) построить функции (τ, )ip h  по форму-
лам (3) и убедиться в их сходимости;  

3) после этого найти предел 

0
1

0 00

(τ)lim ( ) ( ) =h
h

B EG h G h
h

−

→

−

 
0

0 1 1= (α ( ), α ( ), , α ( )).nA t t t−…
 

Пара 0 0( , )A c  и будет искомой канониче-
ской формой системы ( , ).A c  
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