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ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ДОСТИЖИМОСТЬ  
ЛИНЕЙНЫХ СТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ,  

УПРАВЛЯЕМЫХ ДИСКРЕТНЫМ РЕГУЛЯТОРОМ* 
Анализируются линейные гибридные дискретно-непрерывные системы с точки зрения их 

относительной управляемости и достижимости. Для таких систем рассматриваемые задачи 
управляемости и достижимости сводятся к соответствующим проблемам для специальных дис-
кретных систем, что позволяет получить ранговые критерии разрешимости этих задач. 

Linear hybrid discrete-continuous systems are studied from the point of view of relative controlla-
bility and assignability property. For such systems, we reduce the problems under investigation to the 
corresponding ones for a special discrete and, as a result, we obtain the controllability and assignability 
criteria in a rank matrix form.  

Введение. Математическое моделирование 
и исследование реальных физических процес-
сов в современных задачах автоматики и теле-
механики, теории передачи информации, ра-
диологии и химической кинетики, моделирова-
ния технологических процессов в ядерных ре-
акторах, плазме и лазерах, задачах демографии 
и экономики и т. д. предъявляют все более воз-
растающие требования к математическим мо-
делям реальных систем автоматического регу-
лирования. Все вышеперечисленное, а также 
прогресс средств вычислительной техники, ши-
рокое распространение микропроцессоров в 
производстве диктуют необходимость изучения 
фундаментальных проблем математической 
теории управления, ставят новые задачи для 
более широкого класса динамических систем. 
Кроме того, появляется потребность в разра-
ботке новых более эффективных методов изу-
чения таких систем, в частности динамических 
систем с алгебраическими связями и дискретно-
непрерывных систем, описывающих процессы, 
в которых как эффектом дискретности, так и 
алгебраическими связями пренебречь нельзя. 
Особый класс составляют динамические аналого-
цифровые системы, моделирующие динамиче-
ские процессы, рассматриваемые на дискрет-
ных слоях. Большинство из перечисленных 
процессов приводят к математическим моде-
лям в виде сингулярных (вырожденных, не-
разрешенных относительно производной и т. д.), 
в частности, гибридных систем: дифференци-
ально-алгебраических, с присутствием им-
пульсных и логических переменных, диффе-
ренциально-разностных, дискретно-непрерыв-
ных и др. Следует, однако, признать, что тер-
мин «гибридные системы» перегружен (см. 
работу [1] и ссылки к ней). 

Ниже рассматриваются гибридные дискрет-
но-непрерывные системы, в которые уп-
равление входит только в дискретную состав-
ляющую, что в совокупности можно квалифи-
цировать как непрерывные системы, управ-
ляемые дискретным регулятором. Такие сис-
темы [2] могут оказаться полезными и при ис-
следовании различных квантованных [3] дина-
мических систем, а также систем с импульсны-
ми воздействиями [4, 5]. Работа в целом продол-
жает начатое в [1] исследование основных про-
блем качественной теории управления в дис-
кретно-непрерывных системах.  

Вопросы управляемости и наблюдаемости 
гибридных дифференциально-разностных сис-
тем рассматривались ранее в [6–8]. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим объект 
управления, описываемый следующей дискрет-
но-непрерывной системой:  

11 12( ) ( ) ( ), [ ,( 1) ),x t A x t A y kh t kh k h= + ∈ +    (1) 

21 22( ) ( ) ( ) ( ),y kh h A x kh A y kh Bu kh+ = + +   (2) 
0, 1, 2, ...,k =  

где ( ) ,nx t ∈  ( ) ,my kh ∈  ( ) , 0;ru kh h∈ >  
11 12 21 22, , , ,A A A A B  −  постоянные матрицы соот-
ветствующих размеров.  

Начальные условия для системы (1), (2) за-
дадим в виде  

  0 0(0) ( 0) , (0) .x x x y y= + = =             (3) 

Определение. При заданном моменте вре-
мени 1 , ,t qh q= ∈  система (1), (2) называется:  

а) t1-относительно управляемой, если для лю-
бых начальных данных 0 0,n mx y∈ ∈  в (3) 
найдется управление ( ) , 0,1, ..., 1,ru kh k q∈ = −  
такое, что соответствующее решение ( ), 0,x t t ≥  

( ), 0, 1, ...,y kh k =  системы (1), (2) с начальными
  
*Работа выполнена в рамках сотрудничества с Белостокским техническим университетом (S/WI/2/2011). 
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условиями (3) обладает свойством 1( ) 0,x t =  
1( ) 0;y t =  
б) t1-относительно управляемой по ,x  если 

для любых начальных данных 0 0,n mx y∈ ∈  
в (3) найдется такое управление ( ) ,ru kh ∈  

0,1, ..., 1,k q= −  что соответствующее решение 
( ), 0, ( ), 0,1, ...,x t t y kh k≥ =  системы (1), (2) с 

начальными условиями (3) обладает свойством 
1( ) 0;x t =  
в) t1-относительно управляемой по ,y  если 

для любых начальных данных 0 0,n mx y∈ ∈  
в (3) найдется такое управление ( ) ,ru kh ∈  

0,1, ..., 1,k q= −  что соответствующее решение 
( ), 0, ( ), 0,1, ...,x t t y kh k≥ =  системы (1), (2) с 

начальными условиями (3) обладает свойством 
1( ) 0;y t =  
г) t1-относительно достижимой, если для лю-

бых векторов 0 1 0 1, ; ,n mx x y y∈ ∈  в (3) най-
дется управление ( ) ,ru kh ∈  0,1, ..., 1,k q= −  
такое, что соответствующее решение ( ),x t  

0, ( ), 0,1, ...,t y kh k≥ =  системы (1), (2) с на-
чальными условиями (3) обладает свойством 

1 1 1 1( ) , ( ) ;x t x y t y= =  
д) t1-относительно достижимой по ,x  если для 

любых векторов 0 1 0, ;n mx x y∈ ∈  в (3) найдет-
ся управление ( ) ,ru kh ∈  0,1, ..., 1,k q= −  та-
кое, что соответствующее решение ( ),x t  0,t ≥  

( ), 0,1, ...,y kh k =  системы (1), (2) с начальными 
условиями (3) обладает свойством 1 1( ) ;x t x=  

е) t1-относительно достижимой по ,y  если для 
любых векторов 0 0 1; ,n mx y y∈ ∈  в (3) най-
дется управление ( ) ,ru kh ∈  0,1, ..., 1,k q= −  
такое, что соответствующее решение ( ),x t  0,t ≥  

( ), 0,1, ...,y kh k =  системы (1), (2) с начальными 
условиями (3) обладает свойством 1 1( ) .y t y=  

Задача. Найти параметрические критерии 
относительной t1-управляемости и достижимо-
сти системы (1), (2).  

2. Относительная управляемость. Приме-
няя формулу Коши к системе (1), для реше-
ния ( ), 0,1,...,x kh h k+ = получаем представление 
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Учитывая (2) и вводя обозначения  

( )
[ ]

( )
x kh

z k
y kh
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,
0

,
B
⎡ ⎤

= Δ⎢ ⎥
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A h A h
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e e d A

A A

−τ⎡ ⎤
τ⎢ ⎥Σ = ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ,  

для описания [ ]z k  получаем дискретную сис-
тему вида 

[ 1] [ ] ( ), 0,1, ...hz k z k u kh k+ = Σ + Δ =      (5) 

Отсюда нетрудно видеть, что задача отно-
сительной управляемости дискретно-непрерыв-
ной системы (1), (2) сводится к задаче полной 
управляемости (в смысле Калмана [9]) дискрет-
ной системы (5). 

Из (5) с учетом начальных условий (3) по-
лучаем 

[ ] [ 1] (( 1) )hz q z q u q h= Σ − + Δ − =  

01 1 2

0
( ) ( ) (0) ( ) ( )q q q

h h h
x

u u h
y

− − −⎡ ⎤
= Σ + Σ Δ + Σ Δ +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 ... (( 1) ), 1, 2, ...u q h q+ + Δ − =          (6) 

По аналогии с развитой для линейных дина-
мических систем техникой [9] получения крите-
риев полной управляемости, в частности, ис-
пользуя представление (6), приходим к следую-
щему условию qh-относительной управляемости 
дискретно-непрерывной системы (1), (2). 

Теорема 1. Условие  
1 1[ , , ..., ( ) , ( ) ]q q

h h hrank − −Δ Σ Δ Σ Δ Σ =   
1[ , , ..., ( ) ]q

h hrank −= Δ Σ Δ Σ Δ              (7) 

является необходимым и достаточным для qh- 
относительной управляемости системы (1), (2). 

Действительно, анализируя представление 
(6), нетрудно заключить, что система (1), (2) qh-
относительно управляема тогда и только тогда, 
когда линейная оболочка столбцов матрицы hΣ  
содержится в линейной оболочке столбцов мат-
риц 1, , ..., ( ) ,q

h h
−Δ Σ Δ Σ Δ  что в свою очередь 

равносильно ранговому условию (7). На этом 
доказательство теоремы 1 завершается. 

В качестве следствия теоремы 1 имеем тео-
рему 2. 

Теорема 2. Условие  
1 1( [ , , ..., ( ) , ( ) ])q q

h h hrank H − −Δ Σ Δ Σ Δ Σ =  
1( [ , , ..., ( ) ])q

h hrank H −= Δ Σ Δ Σ Δ            (8) 

является необходимым и достаточным: 
а) для gh-относительной управляемости по x  

системы (1), (2) при [     0];nH I=  
б) для gh-относительной управляемости по 

y  системы (1), (2) при [0    ],mH I=  где символ 
kI  обозначает единичную -матрицу.k k×  
Замечание 1. Нетрудно видеть, что свойство 

qh-относительной управляемости со временем 
«насыщается». Оказывается, если система (1), 
(2) не является qh-относительно управляемой 
при ,q n m= +  то она не будет qh-относительно 
управляемой и при .q n m> +  
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Замечание 2. Система (1), (2) считается от-
носительно управляемой, если она qh-относи-
тельно управляема хотя бы при одном нату-
ральном числе .q  Из теоремы 1 вытекает, что 
необходимый и достаточный критерий относи-
тельной управляемости системы (1), (2) заклю-
чается в требовании  

1 1

1

[ , , ..., ( ) , ( ) ]

[ , , ..., ( ) ].

m n m n
h h h

m n
h h

rank

rank

+ − + −

+ −

Δ Σ Δ Σ Δ Σ =

= Δ Σ Δ Σ Δ
 

Аналогично условие  
1 1

1

( [ , , ..., ( ) , ( ) ])

( [ , , ..., ( ) ])

m n m n
h h h

m n
h h

rank H

rank H

+ − + −

+ −

Δ Σ Δ Σ Δ Σ =

= Δ Σ Δ Σ Δ
 

является необходимым и достаточным для от-
носительной управляемости по х системы (1), 
(2) при [     0]nH I=  и для относительной уп-
равляемости по y  при [0    ].mH I=  

3. Относительная достижимость. Приме-
няя стандартную технику [9] получения ранго-
вых критериев разрешимости задачи достижи-
мости в линейных стационарных системах, по-
лучаем следующие условия t1-относительной 
достижимости системы (1), (2). 

Теорема 3. Условие  
1[ , , ..., ( ) ]q

h hrank n m−Δ Σ Δ Σ Δ = +        (9) 

является необходимым и достаточным для qh-от-
носительной управляемости системы (1), (2). 

Теорема 4. Условие  
1 1( [ , , ..., ( ) , ( ) ])q q

h h hrank H − −Δ Σ Δ Σ Δ Σ =  
rank H=                            (10) 

является необходимым и достаточным:  
а) для qh-относительной достижимости по 

x  системы (1), (2) при [     0];nH I=  
б) для qh-относительной достижимости по 

y  системы (1), (2) при [0    ].mH I=  
Как и в случае управляемости свойство qh-от-

носительной достижимости со временем «насы-
щается»: если система (1), (2) не является qh-от-
носительно достижимой при ,q n m= +  то она 
не будет qh-относительно управляемой и при 
q >  .n m+  Отсюда, вводя понятие относитель-
ной достижимости как qh-относительной дости-
жимости хотя бы при одном натуральном числе 

,q  получаем ранговый критерий относительной 
достижимости: система (1), (2) является относи-
тельно достижимой тогда и только тогда, когда 
выполняется ранговое условие  

1[ , , ..., ( ) ] .n m
h hrank n m+ −Δ Σ Δ Σ Δ = +  

По аналогии с замечанием 2 можно сфор-
мулировать необходимые и достаточные усло-

вия относительной достижимости системы (1), 
(2) по x  и по .y   

Заключение. В работе рассмотрен ряд за-
дач относительной управляемости и достижи-
мости гибридных дискретно-непрерывных ди-
намических систем. Предложенная методика 
исследования позволила получить эффектив-
ные ранговые критерии разрешимости этих за-
дач, а также по аналогии с [6–8] может быть 
успешно применена к исследованию соответст-
вующих двойственных задач наблюдаемости. 
Остаются пока не изученными вопросы полной 
управляемости дискретно-непрерывных систем, 
когда траекторию требуется не только перевес-
ти в нулевое начальное состояние системы, но 
и «успокоить» в нем, а также вопросы qh-
относительной управляемости и достижимости 
по х в случае произвольного конечного момен-
та времени 1 , .t qh q≠ ∈  Однако это предмет 
другой статьи.  
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