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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ  
ФОРМИРОВАНИЯ ИЗМЕРИТЕЛЬНОГО СИГНАЛА  

В ЭЛЕКТРОКИНЕТИЧЕСКОМ ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕ ПЕРЕМЕННОГО СДВИГА 

В статье рассмотрен вариант построения математической модели для электрокинетического 
преобразователя, который использует устройство на основе переменного сдвига. Приведена ос-
новная структурная схема построения первичного преобразователя. Использование измеритель-
ных преобразователей со сдвиговым эффектом при определенных конструкционных подходах 
позволяет повысить частоту полезного сигнала и, таким образом, уменьшить влияние парази-
тивных явлений, а также одновременно выполнять измерения электрокинетического потенциала 
и тока течения.  

Математическая модель основана на совместном решении уравнений гидродинамики Навье – 
Стокса и распределении заряда в двойном электрическом слое в щелевом капилляре с учетом 
уравнения Пуассона. Рассмотрен случай щелевого капилляра с различными значениями элек-
трокинетического потенциала на стенках. Показано, что постоянный сдвиговый поток может 
формировать ζ-потенциал/ток течения только при различии электрокинетических свойств по-
верхностей щелевого капилляра и/или при наличии перепада давления. 

Использование простейшей аппроксимации распределения заряда позволило получить вре-
менную зависимость тока течения от нестационарного сдвига. Для этого было применено из-
вестное решение развития сдвигового движения вязкой жидкости и простейшая аппроксимация 
распределения заряда в двойном электрическом слое. 

Для контроля полученных результатов использованы измерения электрокинетического по-
тенциала в растворах солей. 

Ключевые слова: математическая модель, электрокинетический преобразователь, перемен-
ный потенциал течения. 
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MATHEMATICAL MODEL OF FORMATION OF MEASURING 
SIGNAL IN ELECTROKINETIC CONVERTER OF VARIABLE SHIFT 

The article discusses the option of constructing a mathematical model for an electrokinetic converter 
that uses a device based on a variable shift. The main block diagram of the sensing device’s construction 
is given. The use of measuring transducers with a shear effect under certain structural approaches allows 
to increase the frequency of the useful signal and thus reduce the influence of parasitic phenomena, as 
well as simultaneously measure the electrokinetic potential and streaming current. 

Obtaining a mathematical model is based on the joint solution of the Navier – Stokes hydrodyna- 
mics equations and the charge distribution in the double electrical layer in the slit capillary taking into 
account the Poisson equation. The case of a slit capillary with different values of the electrokinetic po-
tential on the walls is considered. It is shown that a constant shearing flow can form a ζ-potential/ 
streaming current only if the electrokinetic properties of the surfaces of the slit capillary are different 
and/or in the presence of a pressure drop. 

The use of the simplest approximation of the charge distribution allowed us to obtain a time de-
pendence of the streaming current on a nonstationary shift. For this, a well-known solution was used to 
develop the shear motion of a viscous fluid and the simplest approximation of the charge distribution in 
an double electrical layer. 

To control the results obtained, measurements of the electrokinetic potential in salt solutions were used. 

Key words: mathematical model, electrokinetic converter, alternating stream potential.  

Введение. В основе технологий дисперс-
ных систем, в том числе и коллоидных, лежат 
процессы, которые зависят от параметров 
двойного электрического слоя (ДЭС). Наибо-
лее доступной характеристикой ДЭС является 
ζ-потенциал, что определяет его использова-

ние в качестве параметра для построения си-
стем оптимального управления технологиче-
скими процессами [1]. 

Широкое применение данного параметра в 
технологических процессах сдерживается 
сложностью построения измерительных пре-
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образователей. Несмотря на отработанную ме-
тодику измерения электрокинетических харак-
теристик в научных исследованиях и учебных 
лабораториях [2], для построения систем 
управления получили широкое распростране-
ние приборы на основе переменного потенци-
ала течения (The Streaming Current Detector). 
Использование устройств с формированием 
переменного сигнала позволяет нивелировать 
паразитивные явления, которые сопутствуют 
устройствам измерения электрокинетического 
потенциала на постоянном значении тока. 

The Streaming Current Detector получил 
наиболее широкое распространение в технике 
использования ζ-потенциала для управления 
процессами очистки сточных вод [3, 4], для 
производства бумаги [5, 6], в пищевой про-
мышленности [7] и т. д. 

Измерительный преобразователь. По со-
вокупности параметров (быстродействие, не-
прерывность процесса измерения, возмож-
ность самоочистки) для построения приборов 
по измерению электрокинетического потенци-
ала (ЭКП) в промышленных условиях предпо-
читают метод переменного потенциала (тока) 
течения. На основе этого метода разработаны 
детекторы тока течения, принцип действия ко-
торых состоит в придании жидкости с помо-
щью поршня возвратно-поступательного дви-
жения, в результате чего, благодаря адсорби-
рованным на его внутренних поверхностях ча-
стицам, генерируется переменный ток тече-
ния, который впервые был предложен в [10]. 
Данное направление получило наибольшее 
распространение и продолжает совершенство-
ваться [11–13]. Однако из-за сложности про-
цессов измерения существуют и другие подхо-
ды формирования переменного потенциала с 
использованием переменного давления [14, 15] 
либо путем формирования сигнала механиче-
ским сдвигом [16].  

Для улучшения метрологических характе-
ристик при измерении ЭКП создан первичный 
преобразователь [16], в котором потенциал 
(ток) течения генерируется с помощью вра-
щающегося элемента – ротора 2, образующего 
с внутренней стенкой корпуса (стакана) 3 ще-
левой капилляр (рис. 1). Благодаря определен-
ной ширине ротора и расположению измери-
тельных электродов 4, 5 на внутренней стенке 
стакана на них формируется переменный  
измерительный сигнал. Штуцеры 1 предназна-
чены для организации обмена исследуемой 
среды. Резистор R1 формирует сигнал тока те-
чения, который усиливается электронным уси-
лителем 6. Пара электродов 5 служит для кон-
троля потенциала течения, который нормиру-
ется усилителем 7. 

Образование ротором с корпусом несколь-
ких щелевых капилляров с расположением 
двух и более пар измерительных электродов на 
внутренних стенках стакана позволяет кратно 
повысить конечную частоту измерительного 
сигнала без увеличения влияния межэлек-
тродной емкости (рис. 2). Согласно [17], элек-
трокинетические преобразователи работают в 
области относительно низких частот (до 
10 Гц), поэтому известные детекторы тока те-
чения работают на частоте 4 Гц [10, 11]. Ча-
стотные ограничения усложняют процессы 
фильтрации измерительного сигнала и быст-
родействие самого преобразователя. 

 

Рис. 1. Структурная схема измерительного 
преобразователя ЭКП: 

1 – штуцеры; 2 – ротор; 3 – корпус;  
4, 5 – электроды; 6, 7 – усилители 

 
Рис. 2. Конструктивные способы увеличений  

частоты измерительного сигнала: 
а – посредством геометрии ротора; б – за счет  

увеличения количества пар измерительных электродов: 
1 – ротор; 2 – электроды; 3 – корпус 

Модель электрокинетических процессов в 
сдвиговом потоке для предлагаемого преобра-
зователя требует учета влияния свойств иссле-
дуемой среды, геометрических и коллоидных 
характеристик поверхностей материалов ячейки, 
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параметров согласующих цепей. Проведение 
измерений с помощью предложенного преоб-
разователя и сравнение с известными литера-
турными данными подтвердили наличие пря-
мой зависимости между электрокинетически-
ми характеристиками поверхности раздела фаз 
и сигналом, генерируемым на измерительных 
электродах. Для правильной интерпретации 
результатов измерений возникла необходи-
мость в приблизительной оценке основных 
геометрических и электрофизических факто-
ров, оказывающих влияние на измерительный 
сигнал. Это предполагает решение задачи о 
перераспределении зарядов при наличии в ще-
левом капилляре сдвигового потока и перепа-
да давления. Первоначально была решена ста-
ционарная задача о перераспределении веще-
ства и зарядов в щелевом капилляре в услови-
ях сдвигового потока с использованием из-
вестного подхода, который был применен для 
нахождения коэффициентов переноса для 
круглых капилляров [17]. 

Измерительный сигнал при постоянном 
сдвиговом потоке. Рассмотрим щелевой ка-
пилляр с шириной 2h (рис. 3), формируемый 
вращающимся с частотой ω ротором и непо-
движной поверхностью, который заполнен не-
сжимаемой ньютоновской жидкостью с дина-
мической вязкостью η и относительной ди-
электрической проницаемостью  ε. Каждая из 
образующих капилляр поверхностей равно-
мерно заряжена, но удельные плотности заря-
дов и значения ЭКП на поверхности скольже-
ния ζ1 и ζ2 различны, что приводит к неодина-
ковым функциям распределения потенциалов 
ϕ1 и ϕ2. Учитывая, что радиус ротора R0 >> 2h, 
можно рассматривать течение жидкости меж-
ду двумя параллельными стенками. На стенках 
капилляра отсутствует шероховатость, а плос-
кость скольжения жидкости относительно 
твердого тела лежит за пределами плотной ад-
сорбированной части ДЭС и смещена в об-
ласть диффузной ионной атмосферы. Движе-
ние жидкости в щелевом капилляре обуслов-
лено действием вдоль него постоянного гра-
диента давления, движением одной из стенок 
и электрическим полем E. Напряжение на 
электродах при измерении не влияет на рабо-
ту механической части, так как электроосмо-
тическим давлением, увеличивающим гидрав-
лическое сопротивление (электровязкостный 
эффект), можно пренебречь [17]. Градиент 
концентрации вдоль капилляра и диффузия 
униполярных заряженных ионов не влияют 
на процесс электрокинетического преобра-
зования и на ионный ток, а также сохраняет-
ся суммарный поверхностный заряд в капил-
ляре [18]. 

 

Рис. 3. Щелевой капилляр: 
1 – ротор; 2 – электроды; 3 – корпус 

Из-за неравноценности вклада в результи-
рующий эффект стенок капилляра его ширину 
следует разбить на два участка, введя для каж-
дой половины отдельные декартовы системы 
координат (x1, y) и (x2, y), с последующим 
сращиванием решений на границе участков. 
Уравнения Навье – Стокса для скоростей 
v1(x1), v2(x2) при стационарном течении жидко-
сти через капилляр и низких числах Рейнольд-
са могут быть записаны в виде [19]: 
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где ρ1(x1) и ρ2(x2) – плотность заряда в щелевом 
капилляре на участках 0 < x1 < h и 0 < x2 < h со-
ответственно.  

Уравнения Пуассона для каждой полу-
плоскости, разделяющей капилляр, можно 
представить как: 
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Функции v1(x1), v2(x2), ϕ1(x1) и ϕ2(x2) долж-
ны удовлетворять следующим граничным 
условиям: 
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Подставляя ρ1(x1) и ρ2(x2) из (2) в (1) и ин-
тегрируя их с использованием граничных 
условий с учетом того, что 

ωR0 

y 

v1, ϕ1 

2h 

v2, ϕ2 

х2 х1 

2 3 

с 

2h R0 
c 

ω 1 

Профиль скорости 



Ä. À. Ãðèíþê, Í. Ì. Îëèôåðîâè÷, È. Î. Îðîáåé, È. Ã. Ñóõîðóêîâà 61 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

 const;=Δ=− P
dy

dp
  

 ,
c

U
E

Δ=   

получаем формулы 
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Первые два члена в (4), (5) выражают кон-
вективный, а третий – электроосмотический 
перенос жидкости. Объемный расход жидко-
сти через капилляр на единицу его высоты:  
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Примем, что носителями заряда в жидко-
сти являются однозарядные катионы и анионы 
с одинаковой подвижностью. С учетом того, 
что в предлагаемом устройстве диффузия не 
оказывает существенного влияния на перенос 
ионов в капилляре, плотность электрического 
тока в аксиальном направлении можно пред-
ставить в виде 
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где  λ0 определяется выражением 
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(11) – это приведенный электрический по-
тенциал ДЭС. 

Электрический ток I в растворе между 
стенками капилляра на единицу его высоты 
обусловлен действием электрического поля, 
градиента давления и движением ротора: 
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Последнее слагаемое в уравнении (12) учи-
тывает перенос связанного и противоположно-
го по знаку заряда движущейся стенкой. 

Подставляя в (12) значения J1(x1) и J2(x2) из 
(10), а v1(x1), v2(x2), ϕ1(x1) и ϕ2(x2) из (3), (4), 
(6), (7) и проводя интегрирование, получаем: 

0 1 2

0 1 2

( )

2 (1 ( ))

I N
c

h G G
U

c L

εε ζ − ζ
= − Δ +

η
λ − ++ Δ −

  0 1 2 1 2( )(1 ( ))
,

h G G
P

εε ζ + ζ − +
− Δ

η
 (13) 

где 

1 2
2

1 2

1

2 (1 ( ))

( )
( 1)

2
i i i i

i i
i

h G G
L

K
Q F

h=

− +=
 ζ ζ − ζ + ζ + β + −    


; 

;
)(

0

2
0

ηλ
εε=β  

;
)(

0
2,1

2

2,1

2,12,1
2,1  









 ϕ
=

h

dx
dx

xd
F  ;2

02,1

2,1
2,1

2,1 =

ϕ
=

x
dx

d
hK  

.))(~( 2,1
0

2,12,12,1 dxxchQ
h

 ϕ=  

Значения K1,2, G1,2, F1,2, Q1,2, а вместе с ни-
ми и L, могут быть рассчитаны лишь после 
нахождения распределений электрических по-
тенциалов ϕ1,2(x1,2) внутри капилляра.  

При условии ΔN = 0 и равенстве электро-
кинетических характеристик поверхностей, 
образующих щелевой капилляр, уравнения (6), 
(13) приобретают вид, аналогичный выраже-
ниям для круглых капилляров [18]:  
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Для описания гидродинамических и элек-
трических потоков при несовпадении градиен-
тов давления и силы по направлению в урав-
нениях (6), (13) следует поменять на противо-
положные знаки перед ΔP. При условии 
ΔP = 0, ϕ1(x1) = ϕ2(x2) = ϕ(x), ζ1 = ζ2 возмож-
ность возникновения электрического тока при 
сдвиговом потоке исключается. В то же время 
при разнице электрокинетических свойств по-
верхностей может вносить существенное вли-
яние на формирование измерительного сигна-
ла на электродах. 

Измерительный сигнал при переменном 
сдвиговом потоке. В предложенном устрой-
стве для водных растворов только при боль-
шом отношении между длиной и шириной ка-
пилляра может наблюдаться стационарное со-
стояние, поэтому была рассмотрена нестацио-
нарная задача возникновения тока течения в 
процессе развития гидродинамического тече-
ния в щелевом капилляре при резком сдвиге 
одной из границ капилляра. 

Из литературы [20] известно решение о 
развитии течения в щелевом капилляре: 

( )

2 2
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  

где V = ωR0. 
Для расчета используется допущение ме-

тода тока течения, что ΔU → 0 и на гидроди-
намическое поле наличие ДЭС не оказывает 
существенного влияния. Тогда конвективную 
составляющую плотности можно определить 
как v(y, t)ρ(y), т. е. 
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где ρ0 – плотность раствора. 
Для нахождения амплитуды тока по длине 

капилляра необходимо проинтегрировать по 
ширине конвективную составляющую плотно-
сти тока. Для первого стационарного слагаемо-
го решение уже получено, поэтому в дальней-
шем будет рассматриваться только нестацио-
нарный член. 

Для первой половины капилляра может 
быть получено следующее решение с учетом 
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Для дальнейшего интегрирования была 
принята аппроксимация: 

2 2 2 2 2( ) exp( ),x xϕ = ζ −χ  

что привело к следующему решению: 

( )

2 2

2
0

2
20

2 2 2
1 2

2 1 ( )
1 .

2 ( ) (2 )

n t

h

n

V n n
e

n h n h

π η−∞
ρ

=

 εε π πζ + π π + χ 
  

Для второй половины щелевого канала 
имеем: 
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Если учитывать, что 
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2 2 2 2
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n d→∞
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π + χ

 

то мгновенное значение электрического тока по 
сечению канала можно определить по следую-
щей формуле: 
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Для нахождения интегральной составляю-
щей тока, формируемой между электродами, 
один из которых помещен в точку начала дви-
жения движущейся стенки капилляра, а другой 
в бесконечности, необходимо проинтегриро-
вать уравнение (6): 
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Если учитывать, что 
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то окончательно получается следующее выра-
жение: 
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Полученное уравнение для I(t) имеет от-
личия от результатов, описанных [22] для The 
Streaming Current Detector. Хотя следует отме-
тить наличие особенностей в возникновении 
переменного токового сигнала у двух преобра-
зователей. 

Последняя формула была использована для 
исследования электрокинетических свойств 
поверхности при различных концентрациях 
солей и показала хорошую корреляцию с ли-
тературными данными (рис. 4) [23]. 

 
Рис. 4. Зависимость ζ-потенциала  
для фторопластовой поверхности  

от концентрации:  
1 – NaCl; 2 – KCl 

Также следует отметить, что расчетная 
формула использует идеализированные усло-
вия гидравлики. В реальном преобразователе 
будут наблюдаться различные эффекты, кото-
рые приведут к расхождению. Проведенные ис-
следования показали прямо пропорциональное 
влияние скорости движения и ширины щелево-
го капилляра на амплитуду измерительного 
сигнала. 

Заключение. Результаты совместного ре-
шения уравнений Навье – Стокса и Пуассона 
для щелевого капилляра показали, что измери-
тельный сигнал на электродах может формиро-
ваться только в результате нестационарного 
сдвига, разности электрокинетических свойств 
поверхности или искривления профиля скоро-
стей вследствие возникновения перепада дав-
ления. Приближенная аппроксимация распре-
деления зарядов в двойном электрическом слое 
позволила оценить значения величины элек-
трического тока.  

Таким образом, предлагаемая концепция 
построения первичных преобразователей с ис-
пользованием сдвигового потока может быть 
применима при разработке приборов измерения 
электрокинетических свойств, а полученная си-
стема уравнений использована для оптимиза-
ции конструктивных параметров преобразова-
телей в зависимости от особенности области 
применения. 
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