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НАГРЕВА ТЕПЛООТДАЮЩЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Рассмотрена стационарная задача теплопроводности в кольцевом слое загрязнения конечной 
толщины, плотно прилегающем к основанию оребренной трубы в межреберном пространстве.  
В решении задачи учитывается неравномерность нагрева ребристой поверхности. Получено ана-
литическое решение для температурной зависимости внутри загрязнителя, рассчитана средняя 
температура на его поверхности. Проведено сравнение температурного распределения в цилин-
дрическом слое загрязнения для случая постоянной температуры на реберной поверхности и для 
случая ее линейного уменьшения по высоте ребра. 
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The paper considers the problem of heat conduction in an annular layer of contamination of finite 
thickness, tightly adjoining the base of the finned pipe in the intercostal space. In the solution of the 
problem, the uneven heating of the ribbed surface is taken into account. An analytical solution was ob-
tained for the temperature dependence inside the pollutant, the average temperature on its surface was 
calculated. The temperature distribution in the cylindrical layer of pollution is compared for the case of 
a constant temperature along the height of the rib and for the case of its linear decrease. 
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Введение. Оребренные трубы являются ос-

новным элементом различных теплообменни-
ков, предназначенных для охлаждения техно-
логических жидкостей. Оребрение использует-
ся для увеличения площади теплоотдающей 
поверхности и отведения максимального коли-
чества теплоты от охлаждаемой жидкости. Ча-
сто оребренные трубы формируются в трубные 
пучки различных компоновок, что еще в боль-
шей степени способствует интенсификации 
процесса теплообмена. Основной характери-
стикой теплообменного аппарата является ко-
эффициент теплопередачи, который, однако, не 
остается постоянным в течение всего времени 
эксплуатации теплообменника и имеет тенден-
цию к снижению из-за всевозможного рода за-
грязнений межреберного пространства. Так, в 
аппаратах воздушного охлаждения (АВО), ши-
роко применяемых в химической и нефтегазо-
вой промышленности, вместо охлаждающей 
жидкости используется атмосферный воздух. 
АВО, находящиеся на открытом воздухе, с те-
чением времени загрязняются пылью, пыльцой 
растений, пухом, насекомыми и др., что приво-

дит к увеличению потребления электрической 
энергии на привод вентилятора, разгоняющего 
поток воздуха до определенной скорости, и 
снижению экономичности работы АВО. На се-
годняшний день существует ряд методик, учи-
тывающих степень загрязнения межреберного 
пространства [1–3]. Часть из них использует 
модель равномерного тонкого слоя загрязнения 
по всей ребристой поверхности теплообменни-
ка, что, однако, не соответствует реальному 
распределению загрязнения в межреберном 
пространстве. В методиках [4, 5] рассматрива-
ется кольцевой слой загрязнения, прилегающий 
к поверхности оребренной трубы, и равномер-
ный тонкий слой загрязнения на остальной 
оребренной поверхности. Однако в этих мето-
диках теплопроводность материала ребер пред-
полагается бесконечной величиной, вследствие 
чего температура остается постоянной на всей 
поверхности ребра. В многочисленных экспе-
риментальных исследованиях обтекания возду-
хом как одиночных труб [6–8], так и трубных 
пучков [9–11] было показано, что температура 
у основания ребристой трубы и на вершине ребер 
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может значительно отличаться. Это связано, по 
крайней мере, с двумя  причинами: уменьшени-
ем температуры вследствие конечной тепло-
проводности материала ребер и разной скоро-
сти течения воздуха в межреберном простран-
стве. Скорость воздуха между ребрами зависит 
не только от расположения трубного пучка (го-
ризонтальный, вертикальный или наклонный), 
но и от расстояния между ребрами. В случае 
свободной конвекции и тесного расположения 
ребер пограничный слой воздуха будет препят-
ствовать нарастанию скорости потока. Поэтому 
температура поверхности ребра будет резко 
изменяться только на вершинах  ребер. В то же 
время для разреженных ребер нарастание ско-
рости воздушного потока будет происходить 
более плавно из-за более равномерного течения 
воздуха в межреберном пространстве. 

Основная часть. В настоящей работе мы 
воспользуемся линейным приближением для 
описания температурного поля на ребристой по-
верхности трубы. Также будем предполагать, что 
ребра представляют собой круглые диски с до-
статочно большими расстояниями между ними 
для свободного прохода охлаждающего воздуха. 

Расчет коэффициента теплопередачи. 
Для расчета коэффициента теплопередачи 
удобно использовать методику [4], основанную 
на применении электротепловой аналогии для 
моделирования тепловых потоков через много-
слойную поверхность. При этом учитывается 
равномерный тонкий слой загрязнения внутри 
трубы и цилиндрический слой загрязнения ко-
нечной толщины, прилегающий снаружи к ос-
нованию трубы вместе с тонким равномерным 
слоем загрязнения на всей оставшейся поверх-
ности оребренной трубы.  

Общий тепловой поток Q, отводимый от теп-
лоносителя, складывается из трех независимых 
составляющих: теплового потока от торцов ребер 
Qʹ, теплового потока с наружной поверхности 
кольцевого слоя загрязнения Qʹʹ и теплового по-
тока с боковой поверхности ребер Qʹʹʹ (рис. 1): 

 1 2( ),Q Q Q Q Fk t t′ ′′ ′′′= + + = −  (1) 

где F – площадь чистой наружной поверхности 
незагрязненной ребристой трубы, м2; t1 – тем-
пература теплоносителя внутри трубы, °С; t2 – 
температура окружающего воздуха, °С; k – ко-
эффициент теплопередачи, Вт/(м2 · К), опреде-
ляемый по формуле  

 2 2
2 2 2

,
1 / / fk

′ ′′′ϕ + ϕ ′′= + α θ ϕ
α + δ λ

 (2) 

здесь φʹ = F' / F – отношение площади торцевой 
поверхности загрязненного ребра к площади 
незагрязненной поверхности оребрения; φ'' =  

= F'' / F – отношение площади контакта ребер и 
основания с кольцевым слоем загрязнения к 
площади незагрязненной поверхности оребре-
ния; φ''' = F''' / F – отношение площади плоской 
боковой поверхности загрязненного ребра к 
площади незагрязненной поверхности оребре-
ния; α2  – коэффициент теплоотдачи охлажда-
ющего воздуха, Вт/(м2 · К); δ2 – толщина тонко-
го слоя загрязнения, м; λ2 – теплопроводность 
внешнего загрязнителя, Вт/(м · К); θf2 – средняя 
безразмерная температура на поверхности ци-
линдрического слоя загрязнителя, равная  

 2 2
2

1 2
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t t

t t

−
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−
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где tf1 – температура основания ребристой тру-
бы, °С. 

Средняя температура на поверхности коль-
цевого слоя tf2 может быть рассчитана на осно-
ве температурного распределения внутри слоя 
загрязнения t путем усреднения по осевой ко-
ординате.  
 

 
Рис. 1. Схема тепловых потоков  

для загрязненной ребристой трубы: 
1 – слой внутреннего загрязнения;  

2 – несущая труба; 3 – ребристая оболочка;  
4 – кольцевой слой загрязнения;  

5 – тонкий слой загрязнения 
 

Задача теплопроводности в слое загряз-
нения. Температурное распределение в кольце-
вом слое загрязнителя удовлетворяет стацио-
нарному уравнению теплопроводности, запи-
санному в цилиндрических координатах r (ра-
диальная координата) и z (осевая координата):  
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Граничные условия для полого ограничен-
ного цилиндра с нулевой температурой на по-
верхности трубы в межреберном пространстве 
имеют вид 

 0 0 1( ) при 0,  ,t r r z r r r= −κ − = ≤ ≤  (5) 

 0 1 0 1( ) при ,  ,t r r z z r r r= −κ − = ≤ ≤   (6) 

 0 10 при ,  0 ,t r r z z= = ≤ ≤    (7) 

( )2 12 11 2  при 0 ,,  f r r z
r

z
t

t t t
∂−λ = α = ≤ ≤+ −
∂

  (8) 

где κ – коэффициент линейной зависимости 
температуры вдоль поверхности ребра, C° /м;  
r0, r1 – минимальное и максимальное значения 
радиальной координаты соответственно, м; z1 – 
максимальное значение осевой координаты, м.  

Убывающее линейное температурное рас-
пределение по высоте ребра выбрано для упро-
щения записи граничных условий (5) и (6).  
В общем случае оно определяется из модели для 
разреженных чистых ребер, описанной в [12].  

Решение задачи (4)–(8) можно искать в виде 
неоднородного периодического ряда по коор-
динате z с неоднородностью, повторяющей 
температурное распределение вдоль поверхно-
сти ребра: 

 0
1 1

( , ) sin  ( ) ( ),n
n

n z
t r z r r r

z

∞

=

π= ϕ − κ −  (9) 

где суммирование осуществляется только по не-
четным n. В этом случае граничные условия (5) и 
(6) выполняются автоматически. Подставляя 
разложение (9) в уравнение (4), получаем неод-
нородное уравнение для функции φn(r): 
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 π κ′′ ′ϕ + ϕ − ϕ − =  π 
   (10) 

Замена переменной  

 1zr x
n

=
π

  (11)  

приводит уравнение (10) к неоднородному мо-
дифицированному уравнению Бесселя: 

          
2

1
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( )
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π

        (12) 

а замена переменной и функции  

                      1
2

4
,  

( )
n n

i z
x i y

n

κ= ξ ϕ =
π

                   (13) 

позволяет записать уравнение (12) в виде неод-
нородного уравнения Бесселя: 

 
2

2

1 1
.n n

n

d y dy
y
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+ + =

ξ ξ ξξ
   (14) 

Частным решением уравнения (14) является 
функция Ломмеля нулевого порядка s0,0(ξ) [13]. 
Функция Ломмеля связана с обобщенной ги-
пергеометрической функцией 1F2 следующим 
соотношением: 

 2
0,0 1 2

3 3 1
( ) 1;  ,  ; .

2 2 4
s F

 ξ = ξ ⋅ − ξ 
 

  (15) 

Общее решение неоднородного уравне-
ния (14) представимо в виде суммы частного 
решения (15) и общего решения однородного 
уравнения Бесселя: 

 0,0 1 0 2 0( ) ( ) ( ),n n ny s c J c H= ξ + ξ + ξ    (16) 

где в качестве двух линейно независимых ре-
шений выступают J0 и H0 – соответственно по-
линомы Бесселя и Ханкеля нулевого порядка; 
с1n  и с2n – произвольные постоянные.  

С учетом введенных обозначений (11), (13) 
для функции φn(r) будет справедливо разложение 

1
0,02
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4
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n

zi n
r s i r

A zn

  κ πϕ = − +  π   
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 ,n n
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z z

   π π+ +    
   

  (17) 

где С1n  и С2n – произвольные мнимые постоян-
ные; I0 и K0 – линейно независимые модифици-
рованные функции Бесселя.  

Несмотря на то, что постоянный множи-
тель в формуле (17) является мнимой величи-
ной, в целом функция φn(r) будет принимать 
действительные значения, так как функция 
Ломмеля s0,0 мнимого аргумента также будет 
мнимой функцией. 

Постоянные C1n и C2n могут быть определены из 
граничных условий (7) и (8). Граничное условие (7) 
с учетом (9) трансформируется в равенство 

0,0 0
1

n
s i r

z

 π− + 
 

             1 0 0 2 0 0
1 1

0.n n

n n
C I r C K r

z z

   π π+ + =   
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 (18) 

Воспользовавшись рекуррентными соотно-
шениями для функций Ломмеля и модифици-
рованных функций Бесселя: 

 
0,0 1,1 0 1

0 1

( ) ( ),  ( ) ( ),

( ) ( ),

s z s z I z I z

K z K z
−′ ′= − =

′ = −
  (19) 
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из граничного условия (8) имеем:  

1,1 1 1 1 1
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n z z
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 (20) 

Объединяя равенство (18) и (20) в систему 
уравнений для постоянных C1n и C2n, получаем 
следующее матричное соотношение: 
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с коэффициентами 
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( ) ( ) 1.ft t r r
α α+ − + − +
λ κ λ  

Тогда постоянные С1n  и С2n определяются 
из обратного матричного соотношения 
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    (23) 

Средняя температура на поверхности за-
грязнения tf2 находится путем интегрирования 
по осевой координате z: 

( )
1

1 1 02 1
11 0

11 ( ) ( ).,
z

nf
n

r r rt t r r z dz
nz

∞

=
ϕ − κ −= = =

π   (24) 

Таким образом, решение задачи теплопро-
водности в цилиндрическом слое загрязнения в 
случае линейного убывания температуры вдоль 
поверхности ребра может быть получено в ана-
литическом виде с использованием функций 
Ломмеля и модифицированных функций Бессе-
ля. На рис. 2 представлена зависимость темпе-
ратуры от радиальной и осевой координаты для 
случая постоянной температуры вдоль поверх-
ности ребра и линейно убывающей температу-
ры. Из рис. 2 следует, что снижение температу-
ры по высоте ребра влечет за собой уменьше-
ние и минимальной температуры, достигаемой 
на поверхности между ребрами, равноудален-
ной от соседних ребер. 

 
Рис. 2. Распределение температуры  
в цилиндрическом слое загрязнения: 

1 – без учета температурного распределения  
вдоль ребра; 2 – с учетом температурного  

распределения вдоль ребра. 
Параметры: κ = 100; r0 = 0,013 м; r1 = 0,018 м;  

z1 = 0,003 м; α2 = 10 Вт/(м2 · К); λ2 = 0,05 Вт/(м · К) 
 
Заключение. В работе получено анали-

тическое решение для задачи теплопровод-
ности в кольцевом слое загрязнения для реб-
ристых труб в случае редкого расположения 
ребер. Показано, что уменьшение температу-
ры вдоль поверхности ребра от основания к 
вершине по линейному закону приводит к 
снижению температуры в слое загрязнения по 
сравнению с равномерным температурным 
распределением вдоль ребра. Также опреде-
лена средняя температура на поверхности за-
грязнения, позволяющая рассчитывать коэф-
фициент теплопередачи для теплообменников 
с учетом загрязнения. 
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