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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОБОСНОВАНИЕ ПРЕДСКАЗАННОГО БРАЗОВСКИМ  
ПЕРЕХОДА ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ  

ИЗ ОДНОРОДНОГО СОСТОЯНИЯ В НЕОДНОРОДНОЕ  

Ранее с помощью двухуровневого молекулярно-статистического метода [1] было проведено 
изучение микроструктуры и термодинамических характеристик одиночных сферических кри-
сталлических наночастиц. Получено уравнение для радиального дискретного профиля чисел за-
полнения nl элементарных ячеек метода условных распределений, которые определяют локаль-
ную концентрацию частиц в окрестности любой из ячеек, центры которых образуют координа-
ционные сферы с номерами l (l = 1, 2, …, L) для гранецентрированной кубической (ГЦК) 
решетки. Разработана методика численного расчета унарных и бинарных функций распределе-
ния атомов или молекул в окрестности узлов кристаллической решетки. С их помощью рассчи-
таны радиальные смещения узлов деформированной ГЦК решетки и среднеквадратичные откло-
нения атомов (молекул) от новых положений узлов для наночастиц разных размеров (L = 1–6) при 
температуре θ = kT / ε (ε – энергетический параметр потенциала Леннард-Джонса), которая 
меньше температуры тройной точки θтр = 0,7 для простых молекулярных макроскопических си-
стем. В данной статье разработанный для молекулярных систем двухуровневый статистический 
метод обобщается с целью описания структуры и термодинамических характеристик коллоид-
ных систем с конкурирующими взаимодействиями притяжения и отталкивания. 

Ключевые слова: наночастица, коллоидная система, двухуровневый статистический метод, 
коррелятивные функции, потенциалы средних сил, функционалы свободной энергии и энтропии. 
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STATISTICAL JUSTIFICATION OF THE PREDICTED  
BRAZOVIAN TRANSITION OF A COLLOIDAL SOLUTION  
FROM A UNIQUE CONDITION TO A INHOMOGENEOUS 

Previously, using the two-level molecular statistical method [1], the microstructure and thermody-
namic characteristics of single spherical crystalline nanoparticles have been studied. An equation is ob-
tained for the radial discrete profile of the filling numbers of nl elementary cells of the conditional dis-
tributions method, which determine the local concentration of particles in the vicinity of any of the cells 
whose centers form coordination spheres with numbers l (l = 1, 2, ..., L) for the face-centered cubic lat-
tice (fcc lattice). A method for the numerical calculation of the unary and binary distribution functions 
of atoms or molecules in the vicinity of the lattice sites has been developed. With their help, the radial 
displacements of the nodes of the deformed fcc lattice and the standard deviations of atoms (molecules) 
from new sites of nanoparticles of different sizes (L = 1–6) have been calculated at a temperature 
θ = kT / ε (ε is the energy parameter of Lennard-Jones potential), which is less than the triple point tem-
perature θtr = 0.7 for simple molecular macroscopic systems. In this article, the two-level statistical 
method developed for molecular systems is generalized to describe the structure and thermodynamic 
characteristics of colloidal systems with competing interactions of attraction and repulsion. 

Key words: nanoparticle, colloid system, two-level statistical method, correlative functions, poten-
tials of average forces, functionals of free energy and entropy. 

 
Введение. Применение двухуровневого ста-

тистического метода [1] для описания структуры 
и термодинамических характеристик неодно-
родных молекулярных систем, в частности, сфе-

рических кристаллических наночастиц [2, 3], 
позволило установить зависимость температу-
ры плавления θпл наночастиц от их размера, ко-
торая согласуется с экспериментальными дан-
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ными (рис. 1). Полученные этим методом вари-
ационные уравнения оказываются конечно-
разностными аналогами интегрального уравне-
ния Эйлера – Лагранжа, которое использовалось 
в работе [4] для описания фазовых переходов в 
терминах мезоскопических объемных фракций 
для систем, в которых мезоскопические неодно-
родности наблюдаются на масштабах, значи-
тельно превышающих размеры молекул. 

 
Рис. 1. Зависимость температуры плавления θпл  

сферических наночастиц от их радиуса R 

Эти новые результаты для систем заря-
женных частиц с конкурирующими взаимо-
действиями притяжения и отталкивания со-
гласуются с предсказаниями феноменологи-
ческого подхода Бразовского [5] к описанию 
фазового перехода изотропной системы в не-
однородное состояние.  

В работе [6] на границе с ионным кристал-
лом в объеме ионной жидкости обнаружено 
затухающее пространственное колебание плот-
ности, при этом амплитуда и длина затухания 
за счет учета флуктуационного вклада имеют 
качественно иное поведение, чем их аналоги в 
приближении среднего поля (MF). 

В работе [7] для интеркаляционных систем 
статистически рассчитаны равновесные харак-
теристики подсистемы подвижных зарядов.  
В случае достаточно малых электрических по-
лей распределения заряда и концентрации ча-
стиц описываются линейным дифференциаль-
ным уравнением четвертого порядка. 

Основная часть. В данной работе выпол-
нено численное исследование функционала 
свободной энергии F{nl} неоднородной колло-
идной системы с использованием потенциала 
SALR (Short-range Attraction and Long-rang Re-
pulsion) для описания взаимодействия между 
коллоидными частицами в водном растворе  
(l = 1, 2, …, М; М – общее число элементарных 
ячеек, на которые разделен весь макроскопиче-
ский объем V, т. е. M = V / ω, ω – объем одной 
ячейки; nl – числа заполнения ячеек с номерами l, 
т. е. концентрация коллоидных частиц в окрест-
ности ячейки ωl). Установлено, что большой 

термодинамический функционал Ω{nl} = 
= F{nl} – μΣnl таких систем в состоянии равно-
весия в соответствующей области термодина-
мических параметров  имеет несколько мини-
мумов, соответствующих разным значениям 
волновых чисел χ в системе с одномерным 
гармоническим, т. е. неоднородным, распреде-
лением плотности. Для одного из волновых чи-
сел значение функционала Ω{nl} меньше, чем 
для однородного изотропного состояния 
(χ = 0). В расчетах использовался потенциал 
SALR в виде суммы двух членов: потенциала 
Леннард-Джонса и экранированного потенциа-
ла Кулона, которые записывались в безразмер-
ной форме (А = 1,27; ӕ = 0,5): 

 ( ) ( )12 64U r r r− −= − + Ar–1e– ӕr. (1)  

Здесь и далее расстояния и потенциалы рассчи-
тываются соответственно в единицах линейно-
го (σ) и энергетического (ε) параметров потен-
циала Леннард-Джонса. 

В дальнейших расчетах используется си-
стема интегральных уравнений для потенциа-
лов средних сил ϕij, которая в случае одноком-
понентной системы с неоднородным полем чи-
сел заполнения nl (i, j, l = 1, 2, …, М) имеет 
следующий вид [1, 2]: 

( ), { }ij i lf q n =

  ( ) ( )
v

( ) , { } { }.
aa a
ij ij aa

ij i l ij l
i i

n n
f q n f n

n n
= +  (2) 

Здесь μν
ijn  – двухъячеечные числа заполнения 

всевозможных пар ячеек объемами ωi и ωj, опре-
деляющие вероятность нахождения частицы 
сорта μ в ячейке ωi и частицы сорта ν в ячейке ωj 
(μ, ν = а, v; а – для реальных частиц; v – для 
невзаимодействующих квазичастиц, отвечаю-
щих за состояния с вакантными ячейками). 
Функционал ( ) ( ){ }, { } exp ,{ } ,= −βϕ 

ij i l ij i lf q n q n  
а вспомогательные функционалы ( )( ) ,{ }

a
ij i lf q n  

и ( ){ }a
ij lf n  находятся в результате усреднения с 

помощью вспомогательных нормированных на 
единицу унарных функций ( )*

11
ˆ ,{ }j lF q n


 и 
( )*

11
ˆ , { }i lF q n


 соответственно (β = 1 / θ – обрат-
ная безразмерная температура, θ = kT): 

( ) ( ,{ })a
ij i lf q n =

 
 

( ){ } ( )*
11exp , { } ,

j

i j j l jU q q F q n dq
ω

= −β −
   

 (3) 

( ){ }a
ij lf n =

  ( ) ( ) ( )*
11, { } , { } ,

i

a
ij i l i l if q n F q n dq

ω

= 
    (4) 

θ 
 θпл 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 

0,1 

   0 
      0      0,5     1,0     1,5     2,0    2,5     3,0      3,5    Rl 

    R1      R2    R3             R6 

ˆ

ˆ



30 Ñòàòèñòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ïðåäñêàçàííîãî Áðàçîâñêèì ïåðåõîäà òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2019 

где 

( )
( )

( )

,*
11

,
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,{ } ,

exp ,{ }
j

M

jk j l
k i j

j l
M

jk j l j
k i j

q n

F q n

q n dq
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≠ω
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( )
( )
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,{ } .
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i

M
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i l M

ik i l i
k i j

q n

F q n
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≠

≠ω
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


 
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В интегральных уравнениях (2) числа за-
полнения aa

ijn  и va
ijn  являются функционалами 

поля одноячеечных чисел заполнения nl, опре-
деляющих локальную концентрацию частиц: 

{v 1
{ } ( ) 1

2
a
ij l i j ij

ij

n n n n A
A

 = − − + 

  
2

( ) 1 4 (1 ) ,i j ij i j ijn n A n n A
 + − − + −   

 (7) 

 { }v ( ){ } { },  1.aa a a
ij l i ij l ij ij ln n n n n A f n= − = −   (8) 

Из физических соображений ясно, и это 
подтверждается структурой уравнений (2)–(7), 
что в связи с короткодействующим экраниро-
ванным потенциалом (1) потенциалы средних 
сил ϕij должны наиболее сильно зависеть от 
локальной концентрации в ближайших ячейках, 
окружающих выделенную пару ячеек ωi и ωj.  
В связи с этим в численных расчетах достаточно 
учесть зависимость потенциалов ( ),{ }ϕ 

ij i lq n  
только от чисел заполнения в ячейках ωi, ωj и 
воспользоваться ранее разработанной [2] мето-
дикой усреднения в выражениях (3), (4). В соот-
ветствии с этой методикой запишем аппрокси-
мированные выражения для вспомогательной 
нормированной на единицу унарной *

11F  функ-
ции и бинарной (1)

11F  функции, описывающих 
распределения центров тяжести коллоидных 
частиц внутри сфер с радиусами bi, центры ко-
торых совпадают с узлами используемой решет-
ки 3( 4 / 3,υ = πi ib 34 / 3,υ = πj jb  ):aa

ij ijn n=  

 * (1)
11 11

1
,  exp{ ( )},ij

i ij

n
F F U r

Q
−β

υ
   (9) 

где нормирующий множитель 

( ), ,ij i ij jQ b bρ =

  ( ) ( , ) ,
i j i

U r
i j ij i j id e d I b d−β

υ υ υ

= υ υ = ρ υ    (10) 

 ( )( , ) .−β

υ

ρ = υ
j

U r
ij i j jI b e d  (11) 

Здесь ρi  – расстояние от центра коллоидной 
частицы до узла с номером i, а ρij  – расстояние 
между узлами i и j. 

С помощью бинарной функции (1)
11 ,F  опи-

сывающей распределения центров коллоидных 
частиц в объемах υi и υj, рассчитаем среднее 
значение их энергии взаимодействия: 

(1)
11( ) ( )

i j

ij i jU U r F r d d
υ υ

= υ υ =   

 ( ), , .ij ij i ij jn U b b= ρ  (12) 

Здесь 
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υ

υ

ρ ρ υ
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ρ υ




i

i

a
ij i j ij i j i

ij i ij j
ij i j i

U b I b d

U b b
I b d

  (13) 

            

( )

( )
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( , ) .
( , )

−β

υ

υ

ρ =
ρ


j

U r
j

a
ij i j

ij i j

U r e d

U b
I b

  (14) 

Далее запишем аппроксимированные выра-
жения для функционалов ( )a

ijf  из уравнений (2): 

     { }( ) ( )( ) ( ) ( , )
, , ,

ρ
ρ =

υ
  ij i ja a

ij i l ij i j
j

I b
f q n f b   (15) 

( ) { } ( ) ( , , )a a
ij l ij i ij jf n f b bρ =

  ( )( )1
, .

i

a
ij i j i

i

f b d
υ

= ρ υ
υ   (16) 

Введем функцию / ( ),=ij ij i jg n n n  которая 
является дискретным аналогом радиальной 
функции g(r) для однородных систем и опреде-
ляется уравнениями (7), (8) с учетом (16): 

 
v v

1
,

−
= = = −

a a
ij i ij ij

ij
i j i j j i j

n n n n
g

n n n n n n n
  (17) 

 ( )v 2 10,5 0,5 4 1 ,−= + + −a
ij ij ij i j ijn B B n n A   (18) 

 
( ) ( )1( ) ,  ,  ,  1.a

ij i j ij ij ij i ij jB n n A A f b b−= − − = ρ − (19) 

В результате интегральное уравнение (2) 
перепишем в следующем виде: 

( ) ( )( ), ( , , ) ,a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +

  ( ) ( )1 ( , , ) ( , , ).a
j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ   (20) 

ˆ

ˆ̂̂

ˆ

ˆ
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Здесь ( ) ( ) ( ){ },  exp ( ,  ) ,a a
ij i j ij i jf b bρ = −βϕ ρ  а 

( ) ( ),ϕ ρa
ij i jb  – потенциал средней силы, дей-

ствующий на молекулу в ячейке ωi со стороны 
молекулы, равномерно распределенной внутри 
сферы радиуса bj в ячейке ωj. 

Численные расчеты выполнены для колло-
идных систем с полем плотности, которое изме-
няется в направлении, совпадающим с направ-
лением осей элементарных ячеек гексагональ-
ной решетки, так что одномерное поле чисел 
заполнения зависит от номера р монослоев, об-
разованных наборами из Z ячеек с одинаковыми 
числами заполнения np (p = 1, 2, …, P). 

Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U, свободной энергии F и химического по-
тенциала μ рассчитывались по формулам 

        { } { } { }( )1 2 ,  ,= + =p p pS n M s n s n M ZP   (21) 

1{ }ps n =  

 
( ) ( )( )

1

1
ln 1 ln 1 ,

P

p p p p
p

n n n n
P =

= − + − −  (22) 

 2
1

1
{ } ln ,

= ≠
= −  

P J

p p j pj pj
p j p

s n n n g g
P

  (23) 

{ }pU n =

 

 

( )( ) { }
1

, , ,
P J

p j pj pj p pj j p
p j p

Z n n g U b r b Mu n
= ≠

= = 
 

(24) 

 { }{ } { } { } ,= − θ =p p p pF n U n S n Mf n   (25) 

 
{ }

{ } .
∂

μ =
∂

p
l p

l

f n
n

n
  (26) 

В формулах (23), (24) суммирование по j ≠ p 
выполняется по узлам j, принадлежащим плос-
ким монослоям с номерами p; J – число узлов, 
принадлежащих сфере с центром, совпадающим 
с центром ячейки ωp в слое с номером р и радиу-
сом R, который равен радиусу действия сил от-
талкивания в потенциале SALR (формула (1)).  
В формуле (21) для энтропии S функционал 

{ }1 ps n  учитывает вклад неоднородности поля 
унарной плотности, а функционал { }2 ps n  учи-
тывает аналогичный вклад неоднородного рас-
пределения частиц в окрестностях ячеек ωр, 
описываемого функцией gpj. 

На рис. 2–4 изображены зависимости эн-
тропии s = S / М, внутренней энергии u = U / М, 
свободной энергии f = F / М, а также химиче-
ского потенциала μ = df / dn от концентрации n 
однородной коллоидной системы при безраз-
мерной температуре θ = 5. 

 

Рис. 2. Зависимости вкладов s1 и s2 в энтропию 
s = s1 + s2 от концентрации n  

Из рис. 2, 3 видно, что в области малых 
концентраций (n < 0,3) энтропия s растет быст-
рее, чем внутренняя энергия u, так что свобод-
ная энергия f уменьшается в этой области кон-
центраций. При концентрациях n > 0,3 энтро-
пия s растет медленнее, а затем уменьшается.  
В результате на графике свободной энергии по-
является минимум, а химический потенциал μ 
монотонно возрастает от –∞ при n → 0 до +∞ 
при n → 1, что указывает на отсутствие фазово-
го перехода первого рода газ – жидкость с про-
межуточной гетерогенной областью, как это 
обычно происходит в молекулярных системах. 

Рис. 3. Зависимости u и f  
от концентрации n  

Рис. 4. Зависимость μ  
от концентрации n 
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На рис. 5 приведены графики зависимостей 
относительной вариации εΩ = ΔΩ{nр} / |Ω(n)| 
функционала { } { }Ω = − μp p pn F n n  от вол-
нового числа χ = 2π / λ для разных значений 
средней концентрации n коллоидной системы 
при безразмерной температуре θ = 5. В расче-
тах амплитуда В гармонической неоднородно-
сти поля чисел заполнения np = n + Bcos(χxp) с 
волновым числом χ принималась равной 10% 
от средней концентрации n.  

       

Рис. 5. Зависимости вариации εμ функционала Ω 
от волнового числа χ при температуре θ = 5  
для разных значений средней концентрации n,  
равной числам заполнения ячеек гексагональной 

решетки с параметрами a = b = c = 1  
в единицах линейного параметра σ  
потенциала Леннард-Джонса: 

1 – n = 0,25, B = 0,025; 2 – n = 0,30, B = 0,03;  
3 – n  = 0,40, B = 0,04; 4 – n = 0,50, B = 0,05;  

5 – n = 0,60, B = 0,06; 6 – n = 0,70, B = 0,07;  
7 – n = 0,80, B = 0,08; 8 – n = 0,90, B = 0,09

Из рис. 5 видно, что положения двух первых
минимумов с волновыми числами χ1 и χ2 прак-
тически не зависят от средней концентрации
частиц коллоидной системы (χ1   0,22; λ1 
  28,5 (χ2   0,66; λ2   9,5). Расчеты показы-
вают, что их значения зависят от радиуса R
сферы, определяющей область, на которую 
распространяется действие сил отталкивания 
между коллоидными частицами. 

Из рис. 5 также видно, что гармоническая 
неоднородность поля плотности с волновым 
числом χ1 и длиной волны λ1 при увеличении 
концентрации n приводит к уменьшению зна-
чения функционала εΩ в точке минимума. 

В результате коллоидная система с мезоско-
пическими неоднородностями λ1 оказывается 
термодинамически более устойчивой в интерва-
ле концентрации n от n1   0,42 до n2   0,81 по 
сравнению с однородной системой. 

Аналогичные расчеты при других температурах 
θ позволили построить теоретическую фазовую
диаграмму температура θ – плотность ρ (рис. 6, 
ρ = n / ω) для перехода системы из однородного 
состояния  в неоднородное, который является фа-
зовым переходом второго рода. 

Рис. 6. Фазовая диаграмма  
перехода коллоидного раствора из однородного 

состояния в неоднородное с одномерным  
гармоническим распределением плотности  

с длиной волны λ1 = 2π / χ1   28  
(в единицах линейного параметра σ  

потенциала Леннард-Джонса) 

Заключение. Исследования выполнены в 
рамках Международного проекта CONIN науч-
ной программы Евросоюза HORIZON-2020. 
Автор благодарен координатору проекта  
А. Цях за выбор направления исследований, а 
также доктору физико-математических наук  
А. В. Пацаган за плодотворное обсуждение ре-
зультатов проведенных расчетов. 
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