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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
 
 
Электрохимический процесс – это преобразование исходного сы-

рья в целевые продукты на электродах в электролите под действием 
внешнего электрического тока. Условия процесса, позволяющие про-
изводить заданное количество продукта требуемого качества при ми-
нимальных затратах, называются оптимальными. Поиск оптимальных 
условий – оптимизация – осуществляется как на стадии проектирова-
ния электрохимических технологических систем, так и во время опе-
ративного управления. При оптимизации используются математиче-
ские модели, описывающие закономерности электрохимических тех-
нологических процессов и позволяющие предсказывать их результат. 

Дисциплина «Моделирование и оптимизация химико-технологи-
ческих процессов в отрасли» входит в обязательный компонент цикла 
общепрофессиональных и специальных дисциплин учебного плана 
специальности. Успешное овладение основами дисциплины требует 
от студентов обязательного знания основных разделов физической 
химии, теоретической электрохимии, прикладной электрохимии, про-
цессов и аппаратов химических производств, высшей математики, 
информатики и компьютерной графики, а также умения активно ис-
пользовать вычислительную технику в решении различных задач. 

Цель изучения дисциплины – формирование у студентов акаде-
мических, социально-личностных и профессиональных компетенций, 
необходимых для решения теоретических и практических задач в 
учебной, производственной, исследовательской и управленческой 
деятельности, углубление теоретических знаний студентов по матема-
тическому моделированию и расчетам электрохимических процессов. 

Предмет дисциплины – теоретические основы и практические 
приемы математического моделирования, расчета и оптимизации про-
цессов, протекающих в электрохимических системах различных уров-
ней сложности. 

Задачами изучения дисциплины являются:  
– приобретение студентами знаний и умений в области синтеза, 

анализа и оптимизации электрохимических систем, которые необхо-
димы в повседневной практике инженера-химика-технолога, проекти-
ровщика, технического руководителя; 

– формирование у студентов знаний основных методов формали-
зованного описания электрохимических процессов; 
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– формирование навыков работы с программным обеспечением 
для моделирования электрохимических процессов; 

– изучение методов экспериментально-статистического описания 
электрохимических процессов; 

– формирование у студентов навыков по постановке и решению 
задач оптимизации электрохимических прцессов. 

Объектами профессиональной деятельности специалистов явля-
ются: химические источники тока, печатные платы и микросхемы, 
технологические процессы подготовки металлической поверхности 
перед нанесением металлических и неметаллических покрытий; хи-
мические и электрохимические методы водоподготовки и очистки 
сточных вод на предприятиях по производству печатных плат и мик-
росхем, на металлургических заводах и предприятиях машино-, при-
боро-, автомобилестроения; технологические процессы нанесения   
металлических и оксидных покрытий электрохимическими и химиче-
скими методами; установки и аппараты для проведения электрохими-
ческих и химических процессов; приборы и методы исследования 
свойств наносимых покрытий в производственно-коммерческих, на-
учно-исследовательских и образовательных учреждениях. Знания в 
области моделирования и оптимизации химико-технологических про-
цессов будущих инженеров приобретают особенно важное значение 
при использовании новых материалов, повышении надежности совре-
менной техники, уменьшении энергозатрат технологических процес-
сов электрохимических производств. 

Приобретенные навыки в области моделирования электрохимиче-
ских процессов способствуют проведению исследований по темам 
учебно-исследовательской работы студентов, выполнению курсовых 
проектов по дисциплинам «Гальванотехника» и «Оборудование и ос-
новы проектирования электрохимических производств». 
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1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ  
КОМПЬЮТЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ХИМИКО-ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 
 
 
 
Современные достижения в области компьютерного моделирова-

ния химических процессов дают возможность более строго и с боль-
шей точностью решать задачи проектирования и управления химиче-
скими производствами. При этом широко используется методология 
системного анализа, с применением которой успешно решаются зада-
чи анализа, оптимизации и синтеза новых и реконструируемых техно-
логий. Рассчитываемые в этом случае оптимальные режимные и кон-
струкционные параметры процессов составляют основу технологиче-
ских регламентов производств, позволяют наиболее эффективно 
управлять ими и в наибольшей степени удовлетворяют требованиям 
энерго- и ресурсосбережения. 

Развитие и широкое распространение информационных техноло-
гий, внедрение локальных и глобальных вычислительных сетей, ин-
тернет-технологий дают возможность развивать и совершенствовать 
современные системы прикладной информатики – автоматизирован-
ные системы (АС), направленные на решение задач из различных сфер 
человеческой деятельности. Можно выделить следующие виды АС: 

– автоматизированные информационные системы (АИС); 
– системы автоматизированного проектирования (САПР); 
– автоматизированные системы научных исследований (АСНИ); 
– автоматизированные системы управления (АСУ); 
– автоматизированные обучающие системы (АОС).  
Применение АС для решения задач химической технологии пред-

полагает использование компьютерных моделей реальных процессов 
и производств. Современные АС должны включать в себя методоло-
гии решения задач с применением систем искусственного интеллекта 
(ИИ) и экспертных систем (ЭС), использование которых позволяет 
моделировать некоторые интеллектуальные функции специалистов в 
конкретной проблемной области и, соответственно, и увеличить на-
дежность решений неформализованных задач (НФЗ). 

В отличие от формализованных задач (ФЗ), решения которых вы-
полняются по заранее заданному алгоритму, рациональные решения 
НФЗ получаются в результате творческой деятельности специалистов, 
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которая требует переработки большого количества смысловой (семан-
тической) информации и непосредственно не связана с проведением 
каких-либо вычислений. Для поиска семантических решений НФЗ не-
обходимо применять не вычислительные алгоритмы, как в случае с 
ФЗ, а эвристическо-эволюционные процедуры. 

Экспертные системы (ЭС) – это интеллектуальные системы, ко-
торые способны в диалоге с квалифицированным пользователем – 
лицом, принимающим решение, на основе накопления и переработки 
специальных знаний и правил принятия решений проводить экспер-
тизу, консультировать и давать рекомендации по выбору действий, 
распознавать ситуации, ставить диагноз и обосновывать заключения 
при поиске решений НФЗ некоторой проблемной области. ЭС можно 
рассматривать как своеобразные программно-технические усилители 
интеллектуальной творческой деятельности лица, принимающего 
решение. Такие интеллектуально-диалоговые системы представляют 
собой сложные человеко-машинные системы, так называемые сис-
темы эргатического типа, применение которых обеспечивает полу-
чение наиболее надежных результатов решения задач химической 
технологии. 

Компьютерное моделирование химико-технологических процес-
сов предполагает решение следующих основных задач: 

– построения математической модели процесса и ее реализации на 
компьютере; 

– идентификации (отождествления) разработанной математиче-
ской модели с моделируемым процессом с целью обеспечения ее аде-
кватности, т. е. качественного и количественного соответствия модели 
реальному процессу; 

– оптимизации процесса с использованием его математической 
модели, т. е. определения оптимальных режимных и конструкцион-
ных параметров процессов, которые обеспечивают наибольшее или 
наименьшее значение выбранного критерия оптимальности, характе-
ризующего эффективность реального процесса. 

 
 

1.1. Системный подход к описанию  
химико-технологических процессов 

 
Для решения задач компьютерного моделирования применяется 

системный подход, в соответствии с которым химико-технологи-
ческий процесс (ХТП) рассматривается как некоторая функциональ-
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ная система («объект» на рис. 1.1), характеризующаяся следующими 
основными совокупностями переменных: 

1) X  – вектор входных переменных, которые влияют на состояние 
процесса и, в общем случае, определяют его состояние; 

2) y  – вектор выходных переменных, которые характеризуют со-
стояние процесса и зависят от входных переменных X . 

 

 
Рис. 1.1. Схематическое представление ХТП как функциональной системы 
 
Системный подход дает возможность осуществить математиче-

скую формализацию задачи при построении математических моделей 
как процессов в отдельных аппаратах (типовой ХТП), так и в их сово-
купности (химическое производство), обеспечивая возможности по-
знания физико-химических механизмов протекающих процессов и 
получение широких обобщений и количественных закономерностей. 

Любая система состоит из взаимосвязанных и взаимодействую-
щих между собой и с внешней средой частей и, в определенном смыс-
ле, представляет собой замкнутое целое. 

Объект, являющийся совокупностью соединенных между собой 
аппаратов (химическое производство), в частности, для производства 
некоторого целевого продукта, называется химико-технологической 
системой (ХТС). 

Для отображения зависимости выходных переменных y  от вход-

ных переменных X  используется физико-химический оператор (для 
ФХС) или химико-технологический оператор (для ХТС) Ω: 

 ( ).y X= Ω  (1.1) 

В выражении (1.1) оператор Ω отображает пространство входных 
переменных X  в пространство значений выходных переменных y . 
Отображение (1.1) отражает все реально протекающие процессы и 

Вектор 
входных 

переменных 
X  

ОБЪЕКТ 

Вектор 
выходных 
переменных 

y  
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представляет собой отображение объективной реальности, для которой 
требуется построить приближенную математическую модель процесса.  

При этом к входным переменным X  относят не только собствен-
но входные переменные, как, например, свойства перерабатываемого 
сырья – его расход, состав, температуру, а также возмущающие пере-
менные (значения которых изменяются случайным образом во време-
ни и по тем или иным причинам не могут быть измерены) и компен-
сирующие их управляющие переменные (которые могут быть измере-
ны и имеется возможность на них воздействовать в соответствии         
с теми или иными требованиями).  

Для нестационарных режимов объектов одним из компонентов 
вектора X  может быть время, от которого могут зависеть и другие 
компоненты вектора входных переменных X . 

Важнейшим этапом построения адекватной математической мо-
дели химических процессов является анализ структуры химико-
технологичсского или физико-химического операторов Ω (1.1). При 
этом осуществляется декомпозиция сложной системы на более про-
стые подсистемы в соответствии со следующими принципами:  

а) определения иерархической структуры системы, т. е. выделения 
ее иерархических ступеней и взаимосвязей между ними на основе фунда-
ментальных знаний, экспериментальных данных и опыта специалистов; 

б) реализации принципа иерархической соподчиненности при фор-
мализации знаний об изучаемых элементах системы и принятии разум-
ных допущений, что выражается в учете наиболее важных (приоритет-
ных) процессов, протекающих на низких ступенях иерархии системы и 
оказывающих влияние на процессы на верхних уровнях иерархии; 

в) комплексного исследования отдельных процессов с учетом 
влияния переменных не только на рассматриваемом уровне иерархии 
системы, но и на низших уровнях, и на более высоких ступенях ие-
рархии системы. 

В химической промышленности целесообразно выделить пять 
ступеней иерархии системы: 

1) микроуровень – процессы и явления рассматриваются без учета 
влияния закономерностей движения потоков фаз в аппаратах; 

2) макроуровень – ФХС – представляет собой секцию аппарата 
(например, слой насадки или тарелку) или отдельный аппарат (все 
процессы рассматриваются с учетом движения материальных и тепло-
вых потоков); 

3) уровень химического производства – ХТС – представляет собой 
совокупность аппаратов, связанных между собой материальными, те-
пловыми и информационными потоками; 
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4) уровень предприятия – это несколько производств, составля-
ющих предприятие, при анализе работы которого необходимо учиты-
вать экономические и управленческие закономерности протекания 
бизнес-процессов функционирования предприятия; 

5) уровень компании или объединения – это несколько предпри-
ятий, объединенных в компанию (Газпром, Лукойл, Сибур и др.). 

Следует отметить, что на каждом из перечисленных уровней ие-
рархии совместно решаются задачи оптимизации технологических 
процессов и автоматизации управления производством. 

Рассмотрим первые три уровня иерархии химического предпри-
ятия на примере получения продукта Р, принципиальная технологиче-
ская схема получения которого представлена на рис. 1.2. Продукт P 
получают по следующей кинетической схеме реакции: 

А + В → Р. 

При этом основные стадии химической реакции получения целе-
вого продукта Р с учетом образующихся побочных продуктов можно 
условно описать уравнениями: 

А + В → С; 
В + С → Р + Е; 
С + Р → G. 

Целевой продукт Р образует с компонентом Е азеотроп с макси-
мальной температурой кипения, в результате чего часть его попадает в 
куб ректификационной колонны. Чтобы снизить потери целевого про-
дукта Р при технологическом оформлении процесса его получения, не-
обходимо организовать рециклический (обратный) поток в реактор. 

 

 
Рис. 1.2. Принципиальная технологическая схема получения целевого продукта Р: 

1 – реактор с мешалкой; 2 – теплообменник; 3 – отстойник;  
4 – ректификационная колонна; 5 – делитель потока 
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При этом химическое производство рассматривается как химико-
технологическая система (ХТС), а процессы в отдельных аппаратах – 
как физико-химические системы (ФХС). Схематически изображение 
ХТС (рис. 1.2) в виде совокупностей ФХС представлено на рис. 1.3. 
На вход ХТС поступают потоки, характеризующиеся вектором вход-
ных переменных X  (например, составы потоков на входе в аппараты, 
температуры и давления в аппаратах и т. д.). В пределах ФХС вход-
ные переменные X  претерпевают целенаправленное физико-химичес-
кое превращение в вектор выходных переменных .y  

 

 
Рис. 1.3. Схематическое представление модели ХТС, технологическая схема  

которой представлена на рис. 1.2, в виде совокупности ФХС 
 
Химико-технологическая система (ХТС) – это технологическая 

схема процесса, которая рассматривается как совокупность тесно 
связанных подсистем (процессов в отдельных аппаратах, или хими-
ко-технологических процессов – ХТП), имеющих единую цель функ-
ционирования и подчиняющихся основным принципам системного 
анализа, комплексности, иерархичности и иерархической соподчи-
ненности. 

Физико-химическая система (ФХС) – это сплошная многофазная 
многокомпонентная среда в отдельном аппарате или секции аппарата, 
распределенная в пространстве и во времени, в каждой точке гомо-
генности которой и на границе раздела фаз происходит перенос веще-
ства, энергии и импульса при наличии их источников (стоков). 

На рис. 1.2 подсистемами ХТС являются следующие ФХС: реак-
тор, теплообменник, отстойник, ректификационная колонна, делитель 
потока. Каждая из подсистем имеет цель функционирования – прове-
дение химического взаимодействия, нагревание (охлаждение) пото-
ков, выделение компонентов из потока и т. п. Подсистемы ХТС (от-
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дельные аппараты) связаны между собой технологическими потоками 
(трубопроводами), что обеспечивает получение целевого продукта Р – 
т. е. достижение единой цели функционирования всей ХТС. 

 
 

1.2. Математическое описание 
химико-технологических процессов 

 

Так как структура химико-технологического или физико-химичес-
кого оператора досконально неизвестна, то вместо него пользуются 
функциональным оператором Φ (1.2), являющимся приближением ис-
тинного оператора Ω (1.1). 

Превращение входных переменных X  в оценки выходных пере-
менных ŷ  может быть отображено с использованием функционально-
го оператора Φ: 

  ( )ˆ ,y X a= Φ , (1.2) 

где Φ – функциональный оператор, который отображает пространство 
входных переменных X  в пространство оценок выходных переменных 
ŷ ; a  – коэффициенты уравнений, описывающих физико-химические 
процессы. 

Соотношение (1.2) представляет собой систему уравнений мате-
матического описания (МО) химико-технологического процесса (ХТП) 
с начальными и граничными условиями. Для синтеза функционального 
оператора Φ для ХТС необходимо на основе системного анализа ХТС 
идентифицировать функциональные операторы всех ФХС, составляю-
щих ее (находящихся на более низких уровнях иерархии). 

Математическое описание процессов в отдельных аппаратах хи-
мического производства может быть теоретическим или эмпириче-
ским, в соответствии с чем получаются теоретические или эмпириче-
ские модели (рис. 1.4).  

 

 
Рис. 1.4. Типы моделей ХТП (ФХС) 

Типы моделей ХТП (ФХС) 

Теоретические Эмпирические 

Фундаментальные 
комбинированные 

Физико-химические 
блочно-структурные 

Вероятностно-
статистические 
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Математическое описание фундаментальных комбинированных 
моделей ХТП – это сложные интегро-дифференциальные уравнения, 
детально описывающие процессы, в том числе и на атомно-молеку-
лярном уровне. 

Математическое описание физико-химических блочно-структур-
ных моделей ХТП – это модельное описание «элементарных» процес-
сов, в основе которого лежат балансовые уравнения, записываемые с 
учетом гидродинамических закономерностей движения потоков фаз и 
включающие интенсивности источников массы, теплоты и импульса 
соответственно в уравнениях балансов массы, теплоты и импульса. 

Математическое описание эмпирических вероятностно-статис-
тических моделей ХТП может быть получено в виде полиномиального 
представления зависимости выходных переменных расчy  от входных 
X  в явном виде при обработке опытных данных. 

Математическое описание (МО) теоретических моделей строит-
ся на основе знания механизмов протекания процессов химической 
технологии:  

– для фундаментальных комбинированных моделей – это деталь-
ное описание механизмов процессов;  

– для физико-химических блочно-структурных моделей – при-
ближенное описание процессов, базирующееся на модельном пред-
ставлении гидродинамических, массо- и теплообменных процессов, а 
также процессов химических превращений, называемых в этом случае 
«элементарными» процессами. 

В результате получаются системы уравнений математического 
описания большой размерности для фундаментальных комбинирован-
ных моделей и менее сложные системы уравнений – для физико-
химических блочно-структурных моделей. 

Как правило, для моделирования химических производств исполь-
зуются физико-химические блочно-структурные модели, которые по 
функциональным возможностям вполне удовлетворяют точности, не-
обходимой для расчетов технологических схем реальных производств. 
Основные описываемые в этом случае «элементарные» процессы 
представлены на рис. 1.5. Данные процессы входят в уравнения ба-
лансов потоков вещества и теплоты. 

Для совокупности этих «элементарных» процессов получаются 
три основных типа уравнений математического описания: 

1) системы конечных уравнений (СКУ): системы линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ) или системы нелинейных уравнений 
(СНУ); 
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2) системы обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ); 
3) системы дифференциальных уравнений в частных производных 

(СДУЧП). 
 

 
Рис. 1.5. Основные «элементарные» процессы при построении  

физико-химических блочно-структурных моделей ХТП 
 
Для получения зависимости выходных переменных расчy  от вход-

ных X  система уравнений МО (1.2) должна быть решена относитель-
но выходных переменных. В этом случае решается так называемая 
прямая задача математического моделирования, когда известен вид 
уравнений МО (оператор Φ) и значения его коэффициентов a  (1.2). 
Из-за того, что эти модели основываются на знании физико-
химических механизмов протекающих процессов, они могут исполь-
зоваться для экстраполяции свойств реальных объектов за пределы 
диапазонов изменения переменных, в которых проводилась их экспе-
риментальная проверка и определение коэффициентов моделей a . 

Для эмпирических моделей не требуется решение уравнений ма-
тематического описания процесса. Для этих моделей зависимости 

расчy  (число этих зависимостей равно размеру вектора расчy ) от X  и 
a  получаются в явном виде путем непосредственного решения зада-
чи аппроксимации экспериментальных данных, т. е. при решении так 
называемой обратной задачи математического моделирования, когда 
по опытным данным определяется и вид уравнений математического 
описания (МО) (структурная идентификация), и значения их коэф-
фициентов a  (параметрическая идентификация). Эти модели, как 
правило, лишены физического смысла и справедливы только в том 
диапазоне изменения параметров реального процесса, где был по-
ставлен эксперимент. За пределами этого диапазона экстраполяция 
поведения процессов с использованием эмпирических моделей неже-
лательна. 

Уравнения балансов 

Химические 
превращения 

Массопередача Фазовые 
переходы 

и изменения 
агрегатного 
состояния 

Теплопередача Теплоизлучение
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1.3. Математическая модель и ее адекватность 
 
Для физико-химических блочно-структурных моделей алгоритм 

решения системы уравнений МО (1.2) отображается с использованием 
вектор-функции следующим образом: 

  ( )расч , ,y X a= ϕ  (1.3) 

где ϕ  – вектор-функция, которая отражает последовательность ана-
литического или численного (приближенного) решения системы 
уравнений (1.2), определяемой функциональным оператором Φ. 

Отображение (1.3) помимо того, что задает количественные соот-
ношения между входными и выходными переменными процесса, не-
сет в себе еще очень важную информацию о способе получения реше-
ния, т. е. об алгоритме решения задачи. 

По существу, вектор-функцию ϕ  можно рассматривать как фор-
мальное представление алгоритма решения системы уравнений МО 
химико-технологического процесса (1.2). Этот алгоритм, называемый 
моделирующим алгоритмом (МА) или алгоритмом математического 
моделирования (alg ММ), представляет собой комбинацию известных 
алгоритмов вычислительной математики, функции (1.2) для которых 
записаны с учетом физико-химических механизмов протекающих ре-
альных процессов. 

Для разработки оптимального МА целесообразно провести анализ 
системы уравнений МО (1.2) с использованием ее информационной 
матрицы, а сам алгоритм представлять в виде блок-схемы алгоритма 
расчета ХТП. 

Реализацией на компьютере МА завершается этап построения ма-
тематической модели – первый этап компьютерного моделирования 
ХТП. Основные этапы построения физико-химической блочно-струк-
турной математической модели ХТП изображены на рис. 1.6 и вклю-
чают в себя следующие последовательные стадии: 

1) построение системы уравнений математического описания (МО); 
2) разработка моделирующего алгоритма (МА); 
3) реализация моделирующего алгоритма решения системы урав-

нений математического описания ХТП на компьютере, в результате 
чего получается математическая модель (ММ) процесса или ее рас-
четный модуль (расчетный модуль ФХС/ХТС).  

В результате можно привести два определения математической 
физико-химической блочно-структурной модели ХТП: 
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1) математическая модель – это реализованный на компьютере 
алгоритм решения системы уравнений математического описания; 

2) математическая модель – это система уравнений, которая свя-
зывает между собой входные и выходные переменные реального про-
цесса (МО), для прогнозирования свойств которого необходимо с по-
мощью специального алгоритма решить эту систему уравнений, а сам 
алгоритм должен быть реализован на компьютере. 

 

 
Рис. 1.6. Этапы построения математической модели ХТП 

 
Следует упомянуть о важной разновидности компьютерных мо-

делей, так называемых имитационных моделях. Имитационное моде-
лирование, как правило, связано с моделированием динамических 
процессов, т. е. нестационарных режимов работы реальных объектов. 
Изменение ситуаций во времени – тот феномен, который изучается с 
использованием имитационных моделей. В результате могут быть по-
лучены новые знания и выработаны разного рода решения для управ-
ления реальным динамическим процессом. Разработка таких моделей 
обычно сложнее разработки математических моделей, описывающих 
стационарные режимы работы объектов. Это связано с тем, что урав-
нения МО нестационарных режимов объектов включают в себя обык-
новенные и частные производные функций переменных процессов по 
времени, а соответствующие алгоритмы их решения – МА – требуют 
реализации эффективных методов решения систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений и систем дифференциальных уравнений 
в частных производных. 

Разработанную математическую модель процесса необходимо ис-
пользовать для исследования и прогнозирования поведения реального 
объекта, т. е. ее свойства и поведение с определенной степенью при-
ближения должны совпадать с моделируемым процессом. Это свойст-
во ММ называется свойством традуктивности, или переносимости 
результатов расчета, получаемых с помощью ММ, на поведение ре-
альных ХТП. В результате вместо анализа свойств реальных объектов 
или их физических моделей, реализуемых обычно на пилотных или 

Реализация 
на  

компьютере 
Расчетный модуль 

ФХС/ХТС 
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полупромышленных установках, большинство исследований можно 
проводить с применением разработанной ММ, что существенно де-
шевле, быстрее и безопаснее. 

Для корректного решения этих задач необходимо, чтобы матема-
тическая модель была адекватна реальному процессу. Под адекват-
ностью математической модели понимается соответствие ее реаль-
ному объекту как качественное (тенденции изменения переменных в 
модели и в объекте должны быть одинаковы), так и количественное 
(экспериментальные данные должны совпадать с расчетными). 

Адекватность ММ проверяется с помощью с выражения (1.4), 
включающего норму вектора рассогласования: 

  ( )2расч эксп расч эксп

1

,
n

i i
i

y y y y
=

− = − ≤ ε  (1.4) 

где расчy  – значения выходных параметров, рассчитанные по ММ; 
экспy  – значения выходных параметров, полученные эксперименталь-

но на реальном объекте при тех же значениях входных переменных 
X  (1.3), что расчy ; ε – погрешность модели, которая должна быть 
близка к погрешности экспериментальных измерений. 

Если адекватность ММ не достигнута, необходимо решать задачу 
идентификации, т. е. отождествления МО объекта моделирования с 
описанием закономерностей реально протекающих процессов. 

Процедура решения задачи идентификации математического 
описания объекта моделирования – это поиск наиболее подходящего 
вида уравнений МО – структуры оператора Φ (1.2) и коэффициентов 
(параметров) этих уравнений a  с использованием эксперименталь-
ных данных и алгоритмов идентификации (alg ИДЕНТ), т. е. алго-
ритмов оптимизации, когда определяется наименьшее значение кри-
терия рассогласования: 

  
допуст

допуст

расч экспmin

a a

y y
Φ∈Φ

∈

− , (1.5) 

где Φдопуст и допуста  – область допустимых значений структуры уравне-
ний МО и их коэффициентов. 

Идентификация может быть структурной – это определение вида 
уравнений МО, описывающих реальный процесс (1.2), и параметри-
ческой – определение коэффициентов (параметров) а  уравнений МО 
(1.2) процесса. 
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Адекватная ММ ХТП подвергается исследованию, в ходе которо-
го анализируется параметрическая чувствительность модели, т. е. 
определяется влияние различных переменных и коэффициентов, в том 
числе и физико-химических моделей, на выходные переменные про-
цесса. В результате выявляются наиболее подходящие ресурсы для 
управления реальным процессом и его оптимизации. Одновременно 
ХТП моделируется (симулируется) на компьютере, т. е. проводятся 
его расчетные исследования с целью анализа поведения процесса при 
различных условиях и всевозможных режимах работы. Это позволяет 
с использованием адекватных компьютерных моделей определять 
«узкие места» химических производств и возможности их совершен-
ствования и модернизации. 

 
 

1.4. Оптимизация химико-технологических 
процессов 

 
Объективная тенденция к проведению химико-технологических 

процессов в оптимальных (наилучших) условиях – важнейшая задача 
химической технологии. Это соответствует современным требованиям 
к технологическим процессам, в том числе с позиций энерго-
ресурсосбережения, экологической безопасности, противоаварийной 
работы и др. Успешное решение задачи оптимизации определяется, 
прежде всего, правильным выбором критерия оптимальности или 
целевой функцией, которая в полной мере должна характеризовать 
эффективность технологического процесса с учетом требований, яв-
ляющихся наиболее приоритетными при решении конкретной задачи. 

Это связано с тем обстоятельством, что результат решения задачи 
оптимизации может зависеть от вида математического выражения 
критерия оптимальности (целевой функции). Поэтому на практике 
часто приходится решать задачи многокритериальной (многоцелевой) 
оптимизации с использованием весовых коэффициентов нескольких 
критериев (целевых функций), объединенных в один критерий опти-
мальности. В результате определяемые оптимальные условия обеспе-
чивают требуемые наилучшие (в соответствии с выбранной многоце-
левой функцией) условия проведения технологического процесса. 

При этом критерий оптимальности (целевая функция) R обяза-
тельно должен характеризоваться некоторым числовым показателем, 
т. е. быть количественным, и зависеть от переменных процесса, в ча-
стности, от выходных (зависимых) переменных производства ( y ). 
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Вид функциональной зависимости критерия оптимальности (це-
левой функции) от выходных (зависимых) переменных имеет вид 

  ( )R R y= ,  (1.6) 

зависит от типа выбранного критерия (технологического, экономиче-
ского, технико-экономического, термодинамического и т. п.) и, как 
правило, задается специалистами. В свою очередь, для определения 
значений выходных переменных в зависимости от входных ( X ) в 
критерии (1.6) используется математическая модель процесса (1.3): 

  ( )расч , , .y x u a= ϕ  (1.7) 

В этом случае входные переменные процесса X  рассматриваются 
как некоторый вектор, состоящий из двух подвекторов: 

  
x

X
u

 
=  
 

, (1.8) 

где x  – собственно входные переменные процесса, влияющие на про-
цесс, но на которые нельзя воздействовать, вследствие чего они не мо-
гут быть ресурсами оптимизации; u  – оптимизирующие (управляю-
щие) переменные процесса, которые поддаются целенаправленным 
изменениям, и определение оптимальных значений которых является 
целью решения задачи оптимизации. 

Для корректного решения задачи оптимизации ММ процесса (1.7) 
должна быть адекватной, по возможности, в широком диапазоне из-
менения режимных и конструкционных параметров, т. е. для нее 
должны быть однозначно определены: 

– вид уравнений математического описания (МО); 
– коэффициенты уравнений МО ( a ). 
Одновременно для ММ должен быть выбран наиболее эффектив-

ный алгоритм (моделирующий алгоритм – МА) решения системы 
уравнений МО. 

В связи с тем, что собственно входные переменные x  не могут 
быть ресурсами оптимизации, а коэффициенты уравнений МО a  оп-
ределены при решении задачи идентификации, в частности, задачи 
параметрической идентификации, то с позиций решения задачи опти-
мизации процесс решения системы уравнений МО (1.7) может быть 
представлен в виде зависимости (1.9) с вектор-функцией (1.3), учиты-
вающей влияние на значения выходных переменных расчy  только оп-
тимизирующих или управляющих переменных u : 

  ( )расч .y u= ϕ  (1.9) 
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Более эффективным для решения задачи оптимизации является 
применение теоретических моделей, в частности физико-химических 
блочно-структурных, в общем случае справедливых в широком диа-
пазоне изменения параметров процессов, но требующих реализации 
достаточно сложных вычислительных алгоритмов. 

В этом случае с учетом подстановки выражения (1.9) в (1.6) зада-
чу оптимизации можно рассматривать как математическую задачу на 
поиск экстремума функции многих переменных ( )R R u=  с использо-

ванием алгоритма оптимизации (alg ОПТ). 
Менее привлекательным для решения задачи оптимизации явля-

ется применение эмпирических вероятностно-статистических моде-
лей, которые обычно представляют собой простые линейные относи-
тельно коэффициентов зависимости (1.7), в частности, полиномиаль-
ного вида, и позволяют достаточно просто определять выходные     
переменные при известных значениях собственно входных перемен-
ных x  и оптимизирующих или управляющих переменных u . Однако 
из-за того, что эмпирические модели, как правило, справедливы в дос-
таточно узких диапазонах изменения параметров процессов, и для их 
определения требуется постановка специальных экспериментов (пас-
сивных или активных), которые обрабатываются статистическими ме-
тодами, то задачу оптимизации для таких моделей решают так назы-
ваемыми вероятностно-статистическими методами. В этом случае 
при решении задачи оптимизации вычисления чередуются с поста-
новкой экспериментов, статистической обработкой последних и рас-
четом экстремумов целевых функций, т. е. с помощью так называемо-
го экспериментально-статистического метода оптимизации или 
оптимального экспериментирования. 

Для физико-химических моделей отображение вектора входных 
переменных x  и вектора управляющих воздействий u  в вектор вы-
ходных переменных расчy  может быть представлено с помощью век-
тор-функции ϕ  (1.3), как показано на рис. 1.7. 

 

 
Рис. 1.7. Преобразование входных переменных  

и управляющих воздействий в выходные переменные  
моделирующим алгоритмом (alg ММ)  

системы уравнений математического описания 

ϕ  
x  

u  
расчy  
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Реализация alg MM в соответствии с соотношениями (1.6) и (1.7) 
необходима каждый раз при расчете критерия оптимальности (целе-
вой функции) в процессе выполнения alg ОПТ. 

Формулировка задачи оптимизации химико-технологического 
процесса для многих переменных выражается следующей записью: 

  ( )
допуст

opt
u u

R u
∈

, (1.10) 

где opt (оптимум) – глобальный экстремум (минимум или максимум в 
зависимости от характера целевой функции R). 

При этом уравнения МО процесса (1.2) обязательно должны 
иметь решение. Это требование можно рассматривать как обязатель-
ное ограничение при решении задачи оптимизации. 

Результаты решения задачи оптимизации сокращенно могут быть 
записаны: 

  
опт

опт
ОПТ ,

u
alg

R
 (1.11) 

т. е. оптимальные значения оптимизирующих переменных оптu  и со-
ответствующее минимальное или максимальное (оптимальное) значе-
ние критерия оптимальности целевой функции Rопт, полученные с по-
мощью алгоритма оптимизации (alg ОПТ). 

В общем случае задача оптимизации формулируется следующим 
образом: необходимо найти такие значения оптимизирующих перемен-

ных оптu  из области их допустимых значений min max,u u    ( min ,u  maxu  – 

границы области допустимых значений оптимизирующих перемен-
ных), которые обеспечат оптимальную (наибольшую или наименьшую) 
величину критерия оптимальности (целевой функции) процесса Rопт. 

Решение задачи оптимизации для одной переменной (одномерная 
оптимизация) с областью допустимых значений [umin, umax] можно 
представить, как показано на рис. 1.8. 

В данном случае оптимизация – это поиск оптимального значения 
критерия оптимальности как функции управляющей переменной и 
(значения и находятся в интервале от umin до umax): 

  ( )
min max

opt
u u u

R u
≤ ≤

. (1.12) 

Результат решения задачи одномерной оптимизации: 

  
опт

min
ОПТ .

u
alg

R
 (1.13) 
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Рис. 1.8. Графическое изображение решения задачи  

оптимизации по одной переменной 
 
Для двух оптимизирующих переменных оптимальное значение в 

параметрической плоскости можно изобразить графически с помощью 
линий постоянного уровня, каждая из которых состоит из точек с 
одинаковым значением целевой функции, как представлено на 
рис. 1.9. 

 

 
Рис. 1.9. Графическое изображение решения задачи оптимизации  

с двумя оптимизирующими переменными 
 

Задача двумерной оптимизации формулируется математически 
следующим образом: 

 ( )
min max
1 1 1
min max
2 2 2

1 2opt ,
u u u
u u u

R u u
≤ ≤
≤ ≤

. (1.14) 

Результат решения задачи двумерной оптимизации: 

 
опт опт
1 2

опт

,
ОПТ .

u u
alg

R
 (1.15) 

u2 

u1
opt
1u  

opt
2u  

max
2u  

min
2u  

min
1u  

max
1u  

R 

Rmin
 

uoptumin umax u 
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Задача оптимизации ХТП с использованием компьютерной моде-
ли может быть сформулирована как задача нелинейного программиро-
вания (НЛП) с ограничениями первого рода, накладываемыми на оп-
тимизирующие (управляющие) переменные, и второго рода, наклады-
ваемыми на физико-химические переменные и параметры процесса, 
зависимость которых от других переменных (собственно входных, оп-
тимизирующих-управляющих и выходных), в общем случае, носит 
нелинейных характер: 

 

( )

( )
min maxограничения первого рода:

ограничения второго рода: , , 0

opt
u u u

x u y

R u
≤ ≤

Ψ ≤

, (1.16) 

где Ψ  – заданная вектор-функция технологического процесса. 
По аналогии с (1.10) здесь также математическое описание про-

цесса (1.2) следует рассматривать как обязательное ограничение при 
решении задач НЛП. 

 

 
Рис. 1.10. Блок-схема процедуры компьютерного моделирования ХТП 

 
Итак, процедура компьютерного моделирования с оптимизацией 

химико-технологического процесса состоит из семи основных этапов 
(рис. 1.10): 

1) анализ и исследование ХТП – экспериментальное и теоретическое; 
2) построение математической модели (ММ); 
3) идентификация математического описания (МО) ХТП с исполь-

зованием опытных данных, полученных на объекте моделирования;  
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4) проверка адекватности ММ; 
5) анализ параметрической чувствительности ММ; 
6) расчетные исследования (симуляция) ХТП; 
7) оптимизация ХТП. 
 
 

1.5. Анализ, оптимизация  
и синтез химико-технологических систем 

 
При решении задач компьютерного моделирования необходимо 

более детальное представление математической модели химико-
технологического процесса всего производства – химико-технологичес-
кой системы (ХТС), которая учитывает топологические особенности 
технологической схемы, конструкционные особенности отдельных 
аппаратов и их размеры, типы аппаратов, а также физико-химические 
способы проведения отдельных процессов, например, на стадии раз-
деления или в реакторном узле. 

В результате адекватная ММ ХТП с учетом (1.3) с помощью век-
тор-функции φ  может быть записана следующим образом: 

 ( )расч , , , , ,y x T K S A V= ϕ , (1.17) 

где x  – вектор собственно входных переменных, аналогичный x  в 
(1.7) и (1.8); T  – вектор режимных (технологических) переменных; 
K  – вектор конструкционных переменных, характеризующих разме-
ры конструкций аппаратов; S  – вектор, характеризующий топологи-
ческие особенности технологической схемы производства (сколько 
аппаратов включает производство, как они соединены между собой 
и т. д.); A  – вектор типовых аппаратов для реализации конкретных 
технологических процессов; V  – вектор, характеризующий физико-
химический способ технологической реализации процессов химиче-
ских превращений, разделения, изменения агрегатных состояний по-
токов химических производств и т. д. 

В общем случае для характеристики совершенства производства 
используется коэффициент эффективности производства KЭ, кото-
рый зависит от перечисленных ранее переменных: 

 ( )Э Э , , , , ,K K x T K S A V= . (1.18) 

Коэффициент эффективности производства – это некоторый ко-
личественный показатель, по которому оценивается степень приспо-
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собленности химико-технологических систем к выполнению постав-
ленных целей функционирования. Его следует рассматривать в более 
широком плане, чем просто как характеристику технико-экономи-
ческих показателей производства, как, например, в случае критерия 
оптимальности R. При его определении должно быть учтено влияние 
технологического процесса на экономические, природоохранные и 
социальные факторы окружающей среды и прилегающего региона. 

Именно такие компьютерные модели химических производств 
(ХТС) позволяют наиболее рационально подойти к решению задач 
проектирования и управления химико-технологическими процессами. 

 
1.5.1. Анализ химико-технологических систем 
Анализ ХТС – это операция определения выходных переменных 

( )расчy  и коэффициента эффективности производства (KЭ) при варьи-

ровании значений остальных переменных и параметров производства 
,  ,  ,  x T K S , когда известны значения вектора типовых аппаратов ( A ) 

и вектора физико-химического способа технологической реализации 
процессов (V ). Учитывая, что в данном случае моделируется не от-
дельный процесс, а химическое производство, включающее много по-
токов и аппаратов, добиться корректной постановки и наилучших ре-
зультатов решения задачи можно с использованием пакетов модели-
рующих программ (ПМП), таких как ASPEN, HYSYS, PRO-II и 
ChemCAD. 

Для расчета расчy  и KЭ используется алгоритм математического 
моделирования (alg MM), получаемый при построении компьютерной 
модели химического производства (ХТС). В общем случае задача ана-
лиза ХТС может быть представлена схемой, изображенной на 
рис. 1.11. 

 

 
Рис. 1.11. Схематическое изображение процедуры анализа ХТС 

ХТС 
KЭ = ? 

расч ?y =  
x  

A  V  

T  K  S  



25 

Исходными данными для решения задачи являются векторы па-

раметров производства ( ), , , ,T K S A V  и входные переменные ( )x . 

Нужно найти вектор выходных переменных ( )расчy , из которого мож-

но выразить коэффициент эффективности производства (KЭ). Решени-
ем задачи будет являться алгоритм математического моделирования 
(alg MM). 

 
1.5.2. Оптимизация химико-технологических систем 
Оптимизация ХТС – это операция определения оптимальных зна-

чений векторов opt opt opt,  ,  T K S  при выбранном виде выражения для 
определения критерия оптимальности (целевой функции) R и задан-
ных значениях векторов ,  ,  x A V . В общем случае задача оптимизации 
ХТС может быть представлена схемой на рис. 1.12. 

 

 
Рис. 1.12. Схематическое изображение процедуры оптимизации ХТС 

 
Исходными данными для решения задачи являются заданные ти-

повые аппараты ( )A  и способы реализации процессов ( )V . На основе 
вектора исходных переменных ХТС ( )x  и из условия оптимума вы-
бранного критерия оптимизации (R) находят оптимальные значения 

параметров производства ( )opt opt opt,  ,  T K S . Решением задачи будет 
алгоритм оптимизации (alg ОПТ), для выполнения которого потребу-
ется результат решения задачи анализа ХТС – алгоритм математиче-
ского моделирования (alg MM). 

Математическая формулировка задачи оптимизации имеет вид 

 ( )
допуст

допуст

допуст

opt , ,
T T
K K
S S

R T K S
∈
∈
∈

. (1.19) 

ХТС 
KЭ = ? 

расч ?y =  
x  

A V

?T = ?K = ?S =
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Оптимальные значения режимных (технологических) optT , конст-
рукционных optK  параметров и компонентов вектора optS , характери-
зующие топологические особенности технологической схемы произ-
водства, определяются из области их допустимых значений 

допуст допуст допуст,  ,  T K S  соответственно. Они обеспечивают наилучшее 
значение выбранного критерия оптимальности (целевой функции) R. 

Как было показано, критерий оптимальности R зависит от расчy , т. е. 
для его определения при очередных приближениях оптимизирующих 
переменных ,  ,  T K S , генерируемых алгоритмом оптимизации 
(alg ОПТ), необходимо каждый раз рассчитывать значения выходных 
переменных расчy  с использованием алгоритма математического моде-
лирования (alg MM). Поэтому будет справедливо считать, что во внеш-
нем цикле процедуры решения задачи оптимизации химико-техноло-
гической системы используется alg ОПТ, а во внутреннем – alg MM. 

 
1.5.3. Синтез химико-технологических систем 
Синтез ХТС – это операция ее создания для производства задан-

ной химической продукции с учетом определенных требований к 
функционированию ХТС, а также различных физико-химических и 
технологических ограничений на их выполнение. 

Поскольку процедуры синтеза ХТС включают как формализован-
ные задачи (ФЗ), так и неформализованные задачи (НФЗ), то наряду с 
алгоритмом математического моделирования (alg MM) и алгоритмом 
оптимизации (alg ОПТ) для их решения необходим также алгоритм 
синтеза (alg СИНТ), широко использующий эволюционно-эврис-
тические процедуры и тесно связанный с применением методов искус-
ственного интеллекта и экспертных систем. В общем случае задача 
синтеза ХТС может быть представлена схемой на рис. 1.13. 

 

 
Рис. 1.13. Схематическое изображение процедуры синтеза ХТС 
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В данном случае известны только входные и выходные перемен-
ные процесса ( )иx y , а также физико-химические и технологические 

ограничения для них. Требуется определить наряду с оптимальными 

значениями параметров производства ( )opt opt opt,  ,  T K S  оптимальные 

типовые аппараты ( )optA  и способы реализации процессов ( )optV . 
Все перечисленные определяемые переменные при решении зада-

чи синтеза находятся с учетом ограничений первого и второго рода 
(1.16), накладываемых из физико-химических и технологических со-
ображений как на искомые переменные (ограничения первого рода), 
так и на вычисляемые с их помощью переменные, характеризующие 
качество проведения ХТП (ограничения второго рода). 

Задачи анализа, оптимизации и синтеза ХТС тесно связаны между 
собой (рис. 1.14). Анализ ХТС позволяет определить выходные пере-
менные процесса, на основании которых находится критерий опти-
мальности, и поэтому предшествует решению задачи оптимизации 
ХТС. Задачи анализа и оптимизации ХТС являются необходимыми 
этапами решения ФЗ синтеза ХТС и необходимыми для реализации 
эволюционно-эвристических процедур решения НФЗ синтеза ХТС. 

 

 
Рис. 1.14. Взаимосвязь постановки и решения задач анализа,  

оптимизации и синтеза ХТС 
 

Комплексное решение задач анализа, оптимизации и синтеза хи-
мических производств является важнейшим этапом проектирования 
новых и модернизации действующих производств и широко исполь-
зуется в системах автоматизированного проектирования (САПР) в хи-
мической промышленности. 

 
 

1.6. Численные методы решения  
нелинейных уравнений 

 
При построении различного рода математических моделей ХТП 

возникает задача решения систем уравнений: СКУ, СОДУ или 
СДУЧП. При построении компьютерных моделей данные системы 

Синтез ХТС 

Анализ ХТС Оптимизация ХТС 
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уравнений должны быть решены в численном виде. Численные мето-
ды решения систем уравнений представленных выше типов достаточ-
но сложны. При составлении математического описания стационар-
ных ХТП в системах с сосредоточенными параметрами (реактор иде-
ального смешения) возникают системы конечных уравнений большой 
размерности. Во многих случаях данные системы удается редуциро-
вать к системам значительно меньшей размерности или даже к одному 
нелинейному уравнению, которое необходимо решить численным ме-
тодом. При построении компьютерных моделей левые и правые части 
уравнений задаются с помощью программных функций, которые мо-
гут представлять собой не просто вычисление какого-то выражения, а 
последовательность вычислений многих выражений. В программных 
функциях можно реализовать условные вычисления, когда последова-
тельность расчетов зависит от некоторых условий, промежуточных 
результатов. Таким образом, программные функции позволяют сво-
дить большие и сложные системы уравнений к одному сложному 
уравнению. Однако решение уравнений, в которых части заданы про-
граммными функциями, возможно только численными методами. 
Ниже рассмотрим основные принципы решения нелинейных уравне-
ний, зависящих от одной неизвестной. 

Уравнение с одним неизвестным в общем виде можно записать 
двумя способами: 

 ( ) 0f x =  (1.20) 

или  
 ( ) ( )

1 2f x f x= . (1.21) 

Решение или корень уравнения – это всякое число ξ, которое об-
ращает уравнение в тождество: 

 ( )ξ 0f ≡  или ( ) ( )1 2ξ ξf f≡ . (1.22) 

Корни нелинейных уравнений могут быть действительными или 
комплексными числами, и их может быть несколько или даже беско-
нечно много. Полезно помнить, что алгебраическое нелинейное урав-
нение (полиномиальное уравнение) n-й степени  

 1
0 1 0n n

na x a x a−+ + + =  (1.23) 

имеет не более n действительных корней. 
Численное решение нелинейных уравнений состоит из следую-

щих этапов: 
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1) отделение корней – нахождение интервалов [α; β], которые со-
держат только один корень; 

2) уточнение корней – вычисление значений корней в найденных 
интервалах с заданной точностью ε. 

 

1.6.1. Отделение корней 
Все известные методы численного решения нелинейных уравне-

ний (метод дихотомии, метод хорд, метод Ньютона и т. д.) представ-
ляют собой фактически методы уточнения корней. Отделение кор-
ней – в общем случае достаточно сложная задача, так что трудно себе 
представить какой-нибудь алгоритм отделения всех корней нелиней-
ного уравнения. На практике обычно и не требуется нахождение всех 
корней уравнения, достаточно найти тот корень, который удовлетво-
ряет практике, и в этом случае более важными являются методы уточ-
нения корней. Тем не менее существуют способы и принципы, с по-
мощью которых можно оценить число корней в заданном интервале 
для заданного уравнения. Ниже рассмотрим два способа отделения 
корней: графический и расчетный. Графический способ малопригоден 
для практики, где часто требуется решать нелинейные уравнения в ав-
томатическом режиме как часть решения более крупной задачи. Рас-
четный способ представлен описанием принципов, на основе которых 
можно проверить число корней в заданном интервале. 

1.6.1.1. Графический способ. Несмотря на то, что этот способ 
малопригоден для практики, тем не менее с его помощью можно на-
глядно представить принципы расчетного способа отделения корней, 
который единственно возможен при численном решении уравнений.  

Рассмотрим вначале графический способ отделения корней для 
уравнения, заданного в виде (1.20). Если изобразить график функции 
f(x) на координатной плоскости (рис. 1.15), то корнями уравнения 
(1.20) будут абсциссы точек пересечения этого графика с осью «x». На 
рис. 1.15 можно выделить три корня ξ1, ξ2 и ξ3, которые находятся в 
интервалах [α1; β1], [α2; β2] и [α3; β3], соответственно. 

 

 
Рис. 1.15. Графический способ отделения корней уравнения вида (1.20) 

0

f(x)
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α1 β1 α2 β2 α3 β3

x
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Если же нелинейное уравнение задано в виде (1.21), то для графи-
ческой интерпретации решения уравнения необходимо построить 
графики функций f1(x) и f2(x) на координатной плоскости (рис. 1.16). 

 

 
Рис. 1.16. Графический способ отделения корней уравнения вида (1.21) 

 
Абсциссы точек пересечения двух функций дают приближенные 

значения корней уравнения. Так на рис. 1.16 можно выделить два кор-
ня ξ1 и ξ2, которым соответствуют интервалы [α1; β1] и [α2; β2]. 

1.6.1.2. Расчетный способ. Отделение корней расчетным 
путем основано на следующих положениях: 

1) если на концах интервала [α; β] функция f(x) имеет разные зна-
ки, что равносильно условию  

 ( ) ( )α β 0f f⋅ < , (1.24) 

то между точками α и β имеется нечетное число корней; 
2) если на концах интервала [α; β] функция f(x) имеет одинаковые 

знаки, что равносильно условию 

 ( ) ( )α β 0f f⋅ > , (1.25) 

то между точками α и β либо нет корней, либо имеется нечетное число 
корней; 

3) если на концах интервала [α; β] функция f(x) имеет разные зна-
ки и производная ( )f x′  не меняет знак на данном интервале, то урав-
нение имеет единственный корень на интервале [α; β]. 

 
1.6.2. Уточнение корней 
Численное уточнение корней производится итерационными мето-

дами или методами последовательных приближений. Метод состоит 
из повторяющихся вычислительных операций, которые называют ша-

x

f1(x)

f2(x)

ξ1
α1 β1 ξ2α2 β2
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гами или итерациями. На каждой итерации получают приближенное 
значение корня. Итерационный процесс начинается заданием началь-
ного приближения для корня, обозначаемого x(0). Далее проводится 1-я 
итерация и получают приближенное значение корня x(1), затем после 
второй итерации получают x(2) и т. д. Если при последовательных ите-
рациях k = 1, 2, 3,… получают сходящуюся последовательность чисел 
x(k), то эта последовательность сходится к корню уравнения ξ. Если же 
последовательность получается расходящейся, то корень получить не 
удастся. Последовательность x(k) будет сходящейся, если модуль раз-
ности последовательных приближенных значений корня уменьшается 
с каждой последующей итерацией, т. е.  

 (1) (0) (2) (1) ( ) ( 1)k kx x x x x x −− > − > > − >   (1.26) 

При этом модуль разности будет выступать естественной оценкой 
точности вычисления корня. 

Для реализации любого итерационного процесса должны быть за-
даны начальное приближение корня x(0) и точность ε, с которой требу-
ется найти решение. Начальное приближение корня следует задавать 
из физических соображений и по результатам отделения корней. Ус-
ловие окончания итерационного процесса имеет вид 

 ( ) ( 1) εk kx x −− ≤ . (1.27) 

Одним из самых простых методов уточнения корней является ме-
тод половинного деления или метод дихотомии. Допустим, мы отде-
лили один корень уравнения вида (1.20) на интервале [α; β]. В основе 
метода дихотомии лежит деление интервала [α; β] пополам. Итераци-
онная формула для данного метода имеет вид 

 
( ) ( )

( 1) α β

2

k k
kx + += . (1.28) 

Обозначим границы начального интервала, на котором имеется 
один корень α(0) и β(0). На каждой итерации интервал [α(k); β(k)] делят 
пополам и выбирается та половина интервала, на которой функция  
f(x) имеет разные знаки по условию (1.24), а именно: если 

( ) ( )( ) ( 1)α 0k kf f x +⋅ < , то ( 1) ( 1)β :k kx+ += , иначе – ( 1) ( 1)α :k kx+ += . Процесс 
деления каждого нового интервала пополам продолжается до тех пор, 
пока не выполнится условие окончания итерационного процесса: 

  ( ) ( )β α εk k− ≤ .  (1.29) 
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Блок-схема алгоритма уточнения корней методом дихотомии 
представлена на рис. 1.17. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.17. Блок-схема алгоритма уточнения корней методом дихотомии 
 

Число итераций, необходимых для достижения заданной точно-
сти, зависит от размера начального интервала [α(0); β(0)] и от точно-
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сти ε. Через k итераций исходный интервал уменьшится в 2k раз: 

 
(0) (0)

( )
( ) ( )

β α
2

β α
k

k k

− =
−

. (1.30) 

Необходимое для этого число итераций найдем из условия окон-
чания итерационного процесса: 

(0) (0) (0) (0) (0) (0)
( )

( )

β α β α 1 β α
ε 2 lg

ε lg2 ε2
k

k k
 − − −≤  ≥  ≥  
 

. (1.31) 

Например, если требуется исходный интервал уменьшить в 
103 раз, то потребуется совершить не менее 10 итераций: 

 
(0) (0)

3β α 3
10 10

ε lg 2
k

− =  ≥ ≈ . (1.32) 

Если же необходимо исходный интервал уменьшить в 109, то не-
обходимое число итераций составит не менее 30: 

 
(0) (0)

9β α 9
10 30

ε lg 2
k

− =  ≥ ≈ . (1.33) 

Метод дихотомии сходится значительно медленнее, чем другие 
известные численные методы решения нелинейных уравнений (метод 
Ньютона, касательных, хорд и т. д.). 
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2. ФИЗИКО-ХИМИЧЕСКИЕ  
БЛОЧНО-СТРУКТУРНЫЕ МОДЕЛИ 

 
 
 
Физико-химические модели строятся на основе знания механизмов 

протекания реальных процессов. Важнейшим условием применения 
этих моделей является обеспечение их адекватности путем решения 
задачи идентификации. Основной целью применения физико-хими-
ческих моделей является решение задачи оптимизации, в результате 
чего определяются оптимальные (наилучшие) условия проведения 
химико-технологических процессов. 

 
 

2.1. Общие принципы построения  
физико-химических моделей 

 
В общем случае для моделирования химико-технологических 

процессов (ХТП) на компьютерах необходимо знание физико-
химических закономерностей их протекания, а также данных лабора-
торных и/или полупромышленных (реже промышленных) экспери-
ментов для подтверждения справедливости (адекватности) моделей. 

Физико-химические модели основаны на учете действительных 
закономерностей протекающих процессов, и поэтому могут приме-
няться для прогнозирования поведения промышленных производств в 
достаточно широких диапазонах изменения параметров. При их по-
строении сначала изучается теория процесса, исходя из чего строится 
система уравнений математического описания (МО), после анализа 
которой разрабатывается моделирующий алгоритм (МА) ее решения. 
Последний, чаще всего, представляет собой комбинацию известных 
численных методов решения стандартных задач вычислительной ма-
тематики. В результате реализации моделирующего алгоритма (МА) 
на компьютере одновременно вычисляются все выходные переменные 
технологического процесса при известных значениях входных пере-
менных, т. е. решается так называемая прямая задача математическо-
го моделирования. 

Не менее важным является также и решение обратной задачи ма-
тематического моделирования, когда на основе экспериментальных 
данных определяются как вид уравнений, описывающих физико-
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химические закономерности протекающих процессов (гидродинами-
ки, химических и фазовых превращений, массо- и теплопередачи и 
других), так и значения параметров (коэффициентов массопередачи, 
теплопередачи, констант фазовых равновесий и др.) этих уравнений. 
Только при успешном решении обратной задачи удается добиться 
адекватности математической модели (ММ) и использовать ее для ис-
следования поведения реальных процессов. 

Обратные задачи математического моделирования тесно связаны 
с задачами идентификации МО ХТП. Идентификация МО объектов 
заключается в определении вида уравнений системы (структурная 
идентификация) и ее коэффициентов (параметрическая идентифика-
ция) на основании ограниченной выборки (статистики) эксперимен-
тальных данных. С практической точки зрения однозначного решения 
задачи идентификации не существует в том смысле, что при различ-
ных наблюдениях экспериментальных данных получаются отличаю-
щиеся друг от друга результаты. Для эмпирических моделей задача 
идентификации решается при их построении статистическими мето-
дами. В случае физико-химических моделей для решения задачи 
идентификации приходится реализовывать специальные оптимизаци-
онные алгоритмы, которые минимизируют отклонения между расчет-
ными и экспериментальными параметрами ХТП. 

Для решения задачи оптимизации с использованием физико-
химических моделей применяются численные методы одномерной и 
многомерной оптимизации. Проведение дополнительных эксперимен-
тов при этом не требуется, так как модели справедливы в широком 
диапазоне изменения параметров процессов и допускается возмож-
ность экстраполяции их свойств. Рассчитываемые оптимальные усло-
вия проведения процессов при условии адекватности используемой 
компьютерной модели обычно соответствуют действительности. 

С позиций математического моделирования химико-техноло-
гических процессов объекты моделирования принято разделять на 
объекты (процессы) с сосредоточенными параметрами и объекты 
(процессы) с распределенными параметрами. 

Объекты с сосредоточенными параметрами характеризуются 
одинаковым значением свойств (параметров и переменных) во всем 
объеме (на всей поверхности) единицы технологического оборудова-
ния или его секции. Как правило, стационарные режимы этих объек-
тов описываются системами конечных нелинейных (линейных) урав-
нений – СКУ: СНУ (СЛАУ), а нестационарных режимов – системами 
с обыкновенными дифференциальными уравнениями – СОДУ. Чаще 
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всего для описания гидродинамической структуры движущихся пото-
ков фаз в этом случае используются модели идеального смешения. 

Объекты с распределенными параметрами характеризуются из-
менением параметров процессов, как минимум, вдоль одной про-
странственной переменной. В этом случае для описания гидродина-
мической структуры движущихся потоков фаз используется либо    
модель идеального вытеснения, либо однопараметрическая диффузи-
онная модель, и математическое описание стационарных режимов 
процессов может быть представлено системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений – СОДУ. При изменении параметров процес-
сов вдоль двух и более пространственных координат МО стационарных 
режимов процессов записывается с помощью системы дифференци-
альных уравнений в частных производных – СДУЧП. Нестационар-
ные режимы объектов (процессов) с распределенными параметрами 
всегда описываются системами дифференциальных уравнений в част-
ных производных – СДУЧП. 

 
 

2.2. Типовые гидродинамические модели 
движения потоков фаз в описании  
химико-технологических процессов 

 
Химико-технологические процессы обычно протекают в движу-

щихся потоках фаз (парогазовых, жидкостных и твердых), гидродина-
мические закономерности перемещения которых оказывают влияние 
на эффективность химических производств. Выбор конструкций ап-
паратов химической технологии во многом связан с необходимостью 
обеспечения требуемых гидродинамических условий проведения про-
цессов. Поэтому основу уравнений МО ХТП составляют балансовые 
уравнения для потоков вещества (массы), теплоты (энтальпии) и им-
пульса (количества движения), записанные с учетом гидродинамиче-
ских закономерностей их движения. 

Характерной особенностью перечисленных балансовых уравне-
ний является то обстоятельство, что они должны включать выраже-
ния, описывающие интенсивности источников (стоков) веществ, теп-
лоты и импульсов, характеризующих скорости их образования (выде-
ления) и расходования (поглощения) в потоках за счет различных 
«элементарных» физико-химических процессов – химических реак-
ций, массо-передачи, фазовых переходов и т. д. 
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Принципиально можно построить гидродинамические модели по-
токов различной сложности, наиболее отвечающие используемым 
конструкциям технологического оборудования. Для этой цели при по-
строении физико-химических моделей реальных процессов применя-
ются так называемые комбинированные гидродинамические модели 
движения потоков. Они представляют собой комбинации описаний 
зон аппаратов с более простыми гидродинамическими моделями дви-
жения потоков, в частности комбинации моделей идеального смеше-
ния, идеального вытеснения и однопараметрической диффузионной 
модели. Основная особенность этих моделей состоит в том, что они 
содержат минимальное число параметров: 

– модель идеального смешения – объем; 
– модель идеального вытеснения – объем и длину; 
– однопараметрическая диффузионная модель – объем, длину и 

коэффициент продольного перемешивания. 
Химико-технологические процессы обычно сопровождаются пе-

ремещением некоторых материальных потоков жидкости, газа (пара) 
или твердых частиц. Потоки могут быть однофазными, т. е. целиком 
состоять из частиц одной фазы (например, жидкости), которые пере-
мещаются в некотором объеме аппарата, и многофазными (в частно-
сти, двухфазными), когда процесс проходит в условиях взаимодейст-
вия нескольких фаз, например, газ – жидкость, жидкость – твердое 
вещество, газ – твердое вещество и т. д. В связи с этим основу уравне-
ний математического описания ХТП составляют балансовые уравне-
ния движения потоков. 

Уравнения гидродинамики реальных потоков обычно очень 
сложны (например, уравнения Навье – Стокса) и часто не могут быть 
записаны в общем виде (например, для многофазных потоков из-за 
отсутствия возможности задания граничных условий на нестационар-
ной поверхности раздела фаз). Поэтому на практике при составлении 
математических описаний обычно используют приближенные (мо-
дельные) представления о структуре движущихся потоков отдельных 
фаз – гидродинамические модели идеального смешения, идеального 
вытеснения и однопараметрические диффузионные модели. 

Для зон потоков, описываемых этими приближенными моделями, 
составляются балансовые уравнения гидродинамики в соответствии с 
рис. 2.1.  

В общем случае балансовые уравнения гидродинамики записы-
вают отдельно для: общей массы системы; количества (массы) компо-
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нентов потоков фаз; теплоты (энтальпии) и импульса. Балансовые 
уравнения распространяют на всю движущуюся систему потоков фаз 
с учетом ее полного объема и длины (для модели идеального вытес-
нения и однопараметрической диффузионной модели). 

 

 
Рис. 2.1. Общий принцип составления балансовых уравнений  

для идеальных гидродинамических моделей движущихся потоков фаз 
 
Под потоком массы понимают общую массу многокомпонентной 

смеси, протекающую в единицу времени в рассматриваемой системе. 
Единица измерения потока массы, например, [кг/ч] или [кг/с]. 

Поток вещества (компонента) является частным случаем потока 
массы. Термин относится только к массе выбранного i-го компонента. 
Единица измерения потока вещества (компонента), например, [молей 
i-го компонента смеси/ч] или [молей i-го компонента смеси/с]. Из оп-
ределения закона сохранения массы следует, что внутри системы 
сумма потоков компонентов равна потоку массы. 

Поток теплоты или энтальпии в инженерных расчетах является 
энергетической характеристикой системы. Под этим термином пони-
мают поступающее (отводимое) в единицу времени в (от) систему 
(системы) количество теплоты (энтальпии), отнесенное к стандартно-
му состоянию. Единицы измерения потока теплоты или энтальпии, 
например, [ккал/ч] или [ккал/с]. 

Поток импульса (количества движения) характеризуется значени-
ем подводимого (отводимого) в единицу времени к (от) системе им-
пульса. Единица его измерения, например, [кгм/ч2] или [кгм/с2]. 

Следует отметить, что уравнения балансов импульса при МО 
ХТП используются достаточно редко. Это связано с тем, что они су-
щественно усложняют процедуру решения систем уравнений МО, в то 
время как дополнительная информация, получаемая при их примене-
нии, как правило, не столь важна. На этом основании уравнения ба-
лансов импульса в дальнейшем не рассматриваются. 

Скорость  
накопления 
массы, коли-
чества вещест-
ва, теплоты 
или импульса 
в единице 
объема 

Поток массы, 
количества 
вещества,  

теплоты или 
импульса, 

поступающий 
в единицу 
объема 

Поток массы, 
количества 
вещества,  

теплоты или 
импульса, 
отводимый 
из единицы 
объема 

Суммарная  
интенсивность 

источников массы, 
количества веще-
ства, теплоты или 
импульса за счет 
«элементарных» 

процессов 
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2.2.1. Источники вещества и теплоты для элементар-
ных процессов 

Движущийся поток рассматривается как многофазная, многоком-
понентная система (число компонентов = n), для каждой из фаз кото-
рой записывают уравнения балансов, базирующиеся на принятой  
гидродинамической модели движения потока: модели идеального 
смешения (МИС); модели идеального вытеснения (МИВ); однопара-
метрической диффузионной модели (ОДМ). Реальный поток движу-
щейся фазы может быть представлен в виде комбинированной гидро-
динамической модели идеального смещения, состоящей из зон МИС, 
МИВ и зон, соответствующих ОДМ, причем для каждой зоны записы-
вается своя система уравнений балансов. 

Для каждой зоны записываются следующие уравнения балансов: 
– уравнения покомпонентных балансов, которые характеризуют 

изменение концентраций компонентов в зоне; число уравнений – п; 
– уравнение общего материального баланса, характеризующее 

изменение расхода потока в зоне; число уравнений – 1; 
– уравнение теплового баланса, которое характеризует изменение 

температуры в зоне; число уравнений – 1. 
Общее число балансовых уравнений для отдельной зоны без учета 

уравнения баланса импульса составляет n + 2. 
Основу уравнений математического описания составляют гидро-

динамические уравнения балансов для потоков, в которые включают-
ся интенсивности источников вещества (компонентов) и теплоты. 

Если уравнения балансов включают производные по времени, то 
строятся динамические математические модели, которые описывают 
нестационарные режимы движения потока фазы. Если в системе урав-
нений нет производных по времени, то строятся статические матема-
тические модели, которые описывают стационарные режимы движе-
ния потока. 

Интенсивности источников веществ характеризуют скорости об-
разования или расходования компонентов в потоке за счет элементар-
ных процессов (рис. 1.5). Интенсивности источников теплоты харак-
теризуют скорости выделения или поглощения теплоты в потоке за 
счет элементарных процессов. 

К основным элементарным процессам относятся: 
– химические превращения или реакции, для которых интенсив-

ность источников вещества обозначается R
iG  (i = 1, ..., n), а интен-

сивность источников теплоты – ΔQR; 
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– массопередача, для которой интенсивность источников веще-
ства обозначается M

iG  (i = 1, ..., n), а интенсивность источников теп-
лоты – ΔQM; 

– изменение агрегатного состояния или фазовые переходы, для 
которых интенсивность источников вещества обозначается A

iG         
(i = 1, ..., n), а интенсивность источников теплоты – ΔQA; 

– теплопередача, для которой интенсивность источников теп-
лоты обозначается ΔQT; 

– теплоизлучение, для которого интенсивность источников те-
плоты обозначается ΔQИ. 

Общая суммарная интенсивность источников вещества обознача-
ется iG Σ  (i = 1, ..., n), суммарная интенсивность источников теплоты – 

.QΣΔ  Суммарные интенсивности источников веществ и теплоты оп-
ределяются как сумма от элементарных процессов: 

 ( ), 1, ,R M A П
i i i i iG G G G G i nΣ = + + + =  , (2.1) 

 R M A П Т ИQ Q Q Q Q Q QΣΔ = Δ + Δ + Δ + Δ + Δ + Δ . (2.2) 

Интенсивности источников вещества и теплоты – это экстенсив-
ные параметры зоны потока, которые зависят от ее размера. Незави-
сящие от размера зоны величины, характеризующие скорость образо-
вания или расходования вещества или теплоты в единице объема зоны 
или на единице поверхности, будем называть локальными интенсив-
ностями источников вещества или теплоты и обозначать малыми 
латинскими буквами. Различают объемные интенсивности источников 
элементарных процессов, локальные интенсивности которых gi           
(i = 1, …, n) и Δq, относятся к единице объема и поверхностные интен-
сивности источников элементарных процессов, локальные интенсивно-
сти которых gi (i = 1, …, n) и Δq, относятся к единице поверхности. 

Так, для химической реакции в объеме локальная интенсивность 
источника вещества i-го компонента будет обозначаться R

ig , а тепло-
ты – ΔqR. Тогда общая интенсивность источников вещества компонен-
та в зоне потока за счет химической реакции в объеме будет даваться 
выражением  

 

 ( )1, ,R R R
i iG V g i n= ⋅ =  , (2.3) 

где VR – объем зоны потока, в которой протекает химическая реакция. 
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Общая интенсивность источников теплоты за счет химической 
реакции в объеме будет выражаться так: 

 R R RQ V qΔ = ⋅ Δ . (2.4) 

В этом случае R
ig  – локальная скорость химической реакции по 

компоненту i (скорость, отнесенная к единице объема), ΔqR – локаль-
ная скорость выделения или поглощения теплоты за счет химической 
реакции (также отнесенная к единице объема). 

Для процесса массопередачи локальные интенсивности источника 
веществ М

ig  (i = 1, …, n) и источника теплоты ΔqМ относятся к едини-
це поверхности рассматриваемой зоны массопередачи. Общие интен-
сивности источников вещества и теплоты выражаются через площадь 
поверхности массопередачи FM: 

 ( )1, ,M M M
i iG F g i n= ⋅ =  ; (2.5) 

 M M MQ F qΔ = ⋅ Δ . (2.6) 

В этом случае М
ig  – локальные скорости массопередачи по каж-

дому компоненту, отнесенные к единице поверхности, FМ – поверх-
ность массопередачи, ΔqМ – локальная скорость выделения или по-
глощения теплоты за счет массопередачи, отнесенная к единице по-
верхности. 

Выражения для локальных интенсивностей элементарных про-
цессов записываются на основе физико-химических закономерностей 
этих процессов и зависят от различных переменных процесса. 

Например, локальная скорость химической реакции по компонен-
ту i в уравнении (2.3) для реакции с т «элементарными» стадиями оп-
ределяется следующим выражением: 

 ( )
1

1, ,
m

R
i ij j

j

g r i n
=

= α =  , (2.7) 

где rj – скорость j-й стадии химической реакции; αij – стехиометриче-
ский коэффициент i-го компонента в j-й стадии реакции (если i-й ком-
понент не участвует в j-й стадии химической реакции, то соответст-
вующий стехиометрический коэффициент равен нулю); n – число 
компонентов многокомпонентной системы; т – число элементарных 
стадий сложной химической реакции. 

Выражение для скорости стадии «элементарной» химической 
реакции в соответствии с законом действующих масс имеет вид 
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 ( )
1

1, ,ij
n

j j i
i

r k x j m
χ

=
= =∏  , (2.8) 

где kj – константа скорости j-й стадии химической реакции, опреде-
ляемая по уравнению Аррениуса; П – обозначение произведения, а χij 
принимает значения: χij = – αij (если i – реагент j-й стадии реакции) и 
χij = 0 (если i – продукт j-й стадии реакции или отсутствует на этой 
стадии). 

В свою очередь локальная скорость выделения или поглощения 
теплоты за счет химической реакции в уравнении (2.4) определяется 
следующим выражением: 

 ( )
1

m
R R

pj pj j
j

q H r
=

Δ = α −Δ , (2.9) 

где R
pjHΔ  – тепловой эффект элементарной стадии реакции, относя-

щийся к одному молю продукта р на этой стадии, перед которым стоит 
знак минус, так как его величина рассматривается относительно дви-
жущегося потока, а не окружающей среды, как общепринято в химии. 

Локальная скорость массопередачи по компоненту i в уравнении 
(2.5) определяется следующим выражением: 

 ( )( ) ( )
1

1, ,
n

M M
i ij j j

j

g K x x i n∗

=
= − =  , (2.10) 

где M
ijK  – коэффициент массопередачи; ( )

jx ∗  – равновесная концен-

трация компонента j. 
В свою очередь, локальная скорость выделения или поглощения 

теплоты за счет массопередачи определяется с помощью следующе-
го соотношения: 

 ( )
1

n
M M M

i i
i

q H g
=

Δ ≅ −Δ , (2.11) 

где M
iHΔ  – изменение энтальпии процесса переноса единицы массы 

(химического количества) i-го компонента через поверхность массо-
передачи FM. 

Выражения для интенсивностей источников вещества и теплоты 
от элементарных процессов в зоне потока сведены в табл. 2.1. 

Для процесса, связанного с изменением агрегатного состояния 
или фазового перехода, в предположении термодинамического равно-
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весия для данного процесса скорость изменения количества (массы)   
i-го компонента можно выразить следующим уравнением: 

 ( )A
i iG v x ∗= − ⋅  , (2.12) 

где v – расход (скорость) потока в зоне, контактирующей с рассматри-
ваемой; ( )

ix ∗  – термодинамически равновесное содержание i-го компо-
нента в зоне потока, контактирующей с рассматриваемой. 

 
Таблица 2.1  

Интенсивности источников элементарных процессов в потоках 

Элементарный  
процесс 

Тип  
источника

Интенсивность источника в зоне 
Общая Локальная 

Химическая реакция в 
объеме VR Вещество R R R

i iG V g= ⋅  
1

α
m

R
i ij j

j

g r
=

= ⋅  

Теплота R R RQ V qΔ = ⋅ Δ ( )
1

m
R R

pj pj j
j

q H r
=

Δ = α −Δ

Массопередача через по-
верхность площадью FM Вещество M M M

i iG F g= ⋅  ( )( )

1

n
M M
i ij j j

j

g K x x∗

=
= −  

Теплота M M MQ F qΔ = ⋅ Δ ( )
1

n
M M M

i i
i

q H g
=

Δ ≅ −Δ  

Изменение агрегатного 
состояния при фазовом 
равновесии 

Вещество ( )A
i iG v x ∗= − ⋅   ( )

ix ∗  

Теплота A АQ v HΔ = − ⋅ Δ  ( ) ( )

1

n
А A

i i
i

H H x ∗

=
Δ ≅ −Δ   

Теплопередача через по-
верхность площадью FТ 

Теплота Т Т ТQ F qΔ = ⋅Δ  ( )Т Tq K T TΔ = −  

Теплоизлучение с по-
верхности площадью FИ 

Теплота И И ИQ F qΔ = ⋅Δ ( )И И 4 4q K T TΔ = −  

Сумма всех процессов Вещество R M A
i i i iG G G GΣ = + +  

Теплота ИR M A ТQ Q Q Q Q QΣΔ = Δ + Δ + Δ + Δ + Δ  

 
Интенсивность источника теплоты для процесса изменения агре-

гатного состояния или фазового перехода дается следующим выраже-
нием: 

 A АQ v HΔ = − ⋅ Δ  , (2.13) 

где AHΔ   – тепловой эффект фазовых переходов в единице объема 
(массы) потока, который вычисляется по уравнению 
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 ( ) ( )

1

n
А A

i i
i

H H x ∗

=
Δ ≅ −Δ  , (2.14) 

где A
iHΔ  – тепловой эффект изменения агрегатного состояния или фа-

зового перехода в расчете на единицу массы (химического количест-
ва) i-го компонента. 

Процесс теплопередачи в различных типах теплообменных аппа-
ратов осуществляется через поверхность. Скорость изменения тепло-
ты в зоне потока, контактирующей с поверхностью теплообмена пло-
щадью FT, дается следующим выражением: 

 Т Т ТQ F qΔ = ⋅Δ , (2.15) 

где TqΔ  – локальная интенсивность теплопередачи, т. е. скорость из-
менения теплоты, приходящаяся на единицу площади поверхности 
теплообмена. Локальная интенсивность теплопередачи прямо пропор-
циональна разности температур контактирующих зон: 

 ( )Т Tq K T TΔ = − , (2.16) 

где KT – коэффициент теплопередач; T  – температура в зоне потока, 
контактирующей с рассматриваемой; T – температура в рассматри-
ваемой зоне потока. 

Интенсивность источника теплоты за счет излучения теплоты с 
поверхности FИ задается выражением 

 И И ИQ F qΔ = ⋅ Δ , (2.17) 

где ИqΔ  – локальная интенсивность источника (стока) теплоты за счет 
теплоизлучения. Поскольку плотность энергии, излучаемой телом, 
пропорциональна 4-й степени температуры (закон Стефана – Больц-
мана), то локальная интенсивность теплоизлучения с единицы по-
верхности дается следующим выражением: 

 ( )И И 4 4q K T TΔ = − , (2.18) 

где KИ – коэффициент теплоизлучения. 
 
2.2.2. Модель идеального смешения 
Объекты, описываемые моделью идеального смешения, относятся 

к объектам с сосредоточенными параметрами. Для них характерно, 
что все переменные и параметры процесса одинаковы во всем объеме 
зоны идеального смешения (рис. 2.2). 
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2.2.2.1. Динамическая модель. Система балансовых урав-
нений для динамической модели объекта с сосредоточенными пара-
метрами будет включать три типа уравнений балансов. 

1. Уравнения покомпонентных балансов (n уравнений обознача-
ются ( )1 n ): 

 
( ) (0) (0) , ( 1, , ),

R
i

i i i

d V x
v x vx G i n

dt
Σ= − + =   (2.19) 

где VR – объем зоны потока; v(0), v – расход потока на входе и на выхо-
де рассматриваемой зоны потока, соответственно; (0) ,i ix x  – содержа-
ние i-го компонента на входе и выходе рассматриваемой зоны потока, 
соответственно. Содержание компонента на выходе равно содержа-
нию компонента во всем объеме зоны потока. 

 

 
Рис. 2.2. Объект с сосредоточенными параметрами 

 

2. Уравнение общего баланса массы (
1

1
n

i
i

x
=

= ): 

 (0 )

1

R n

i
i

dV
v v G

dt
Σ

=
= − +  . (2.20) 

3. Уравнение теплового баланса: 

 
( ) (0) (0) (0)

R
P

P P

d V C T
v C T vC T Q

dt
Σ= − + Δ , (2.21) 

где (0) ,P PC C  – теплоемкости потока на входе и на выходе рассматри-
ваемой зоны потока, соответственно. 

Система (п + 2) обыкновенных дифференциальных уравнений 
(СОДУ) (2.19)–(2.21) используется для математического описания   

(0) (0),x T  

,x T
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нестационарных режимов процессов с сосредоточенными параметра-
ми. В систему уравнений дополнительно должны быть включены вы-
ражения для определения интенсивностей источников всех компонен-
тов iG Σ  (i = 1, …, п) и теплоты QΣΔ  (табл. 2.1). 

Результатом решения системы уравнений (2.19)–(2.21) должны 
стать функции, отражающие зависимость от времени концентрации 
компонентов xi реакционного объема VR и температуры потока T: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,R R
i ix x t i n V V t T T t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = = . (2.22) 

2.2.2.2. Статическая модель. Статическая модель означает, 
что процесс протекает в стационарном режиме, т. е. переменные про-
цесса не зависят от времени. Система уравнений для статической мо-
дели будет аналогична системе уравнений для динамической модели 
за исключением того, что производные по времени будут равны нулю. 
Статическая модель объекта с сосредоточенными параметрами опи-
сывается системой конечных уравнений (СКУ): либо линейных 
(СЛАУ), либо нелинейных (СНУ). 

1. Уравнения покомпонентных балансов: 

 (0) (0) 0.i i iv x vx GΣ− + =  (2.23) 

2. Уравнение общего баланса массы (
1

1
n

i
i

x
=

= ): 

 (0)

1

0
n

i
i

v v G Σ

=
− + = . (2.24) 

3. Уравнение теплового баланса: 

 (0) (0) (0) 0P Pv C T vC T QΣ− + Δ = . (2.25) 

Система (п + 2) конечных уравнений (СКУ) (2.23)–(2.25) исполь-
зуется для описания стационарных режимов процессов с сосредото-
ченными параметрами. В эту систему уравнений должны быть вклю-
чены выражения для определения интенсивностей источников всех 
компонентов iG Σ  (i = 1, ..., n) и теплоты QΣΔ  (табл. 2.1). 

Результатом решения конечной системы уравнений должны стать 
расчетные значения концентраций, расхода реакционного потока и 
температуры: 

 , ,Rx V T∗ ∗ ∗ . (2.26) 
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2.2.3. Модель идеального вытеснения 
Объекты, описываемые такими моделями, относятся к объектам 

с распределенными параметрами. Для них характерно, что все пере-
менные и параметры процесса изменяются вдоль пространственной 
координаты зоны идеального вытеснения. Схематическое изображе-
ние объекта с распределенными параметрами приведено на рис. 2.3. 
Такой поток представляется совокупностью бесконечного числа зон, 
описываемых гидродинамическими моделями идеального перемеши-
вания. 

 

 
Рис. 2.3. Схематическое изображение движения потока,  

представляемого гидродинамической моделью идеального вытеснения  
(бесконечным числом ячеек идеального перемешивания) 

 
2.2.3.1. Динамическая модель. Приведем вывод уравнения 

покомпонентного баланса для динамической модели объекта с рас-
пределенными параметрами. 

Уравнения покомпонентных балансов для произвольной зоны 
идеального смешения длиной Δ  и объемом ΔVR в данном случае 
можно представить так: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

R
i

i i i

d V x
v x v x G

dt L
+Δ +Δ Σ

Δ Δ= − − +      
. (2.27) 

Если разделить данное уравнение на Δ , получим 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )R

i ii i
v x v xd V x G

dt L

+Δ +Δ Σ−Δ
= − +

Δ Δ

     

 
. (2.28) 

Если 0Δ → , то получим дифференциальное уравнение в част-
ных производных для покомпонентных балансов. Также примем во 
внимание, что отношение объема зоны потока к длине остается вели-

0 L 

Δ( ) ( )v x   ( ) ( )v x+Δ +Δ     

RV SΔ ≈ Δ  

iG
L

 Δ 
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чиной постоянной по длине зоны и равной площади поперечного се-
чения зоны потока (S): 

 
R RV V

S
L

Δ = =
Δ

. (2.29) 

Система балансовых уравнений для динамической модели объек-
та с распределенными параметрами будет включать три типа уравне-
ний балансов. 

1. Уравнения покомпонентных балансов: 

 
( ) ( )

, ( 1, , ).
R

i i i
V x vx G

i n
L t L

Σ∂ ∂
= − + =

∂ ∂



 (2.30) 

2. Уравнение общего баланса массы (
1

1
n

i
i

x
=

= ) : 

 
1

1 R n
i

i

V v G

L t L

Σ

=

∂ ∂= − +
∂ ∂ 


. (2.31) 

3. Уравнение теплового баланса записывается подобно уравнени-
ям покомпонентных балансов с учетом замены xi на CPT: 

 
( ) ( )R

P P
V C T vC T Q

L t L

∂ ∂ Δ= − +
∂ ∂

. (2.32) 

В результате получена система (n + 2) дифференциальных урав-
нений в частных производных (2.30)–(2.32). В эту систему должны 
быть включены выражения для определения интенсивностей источни-

ков всех компонентов iGΣ  (i = 1, …, n) и теплоты QΔ  (табл. 2.1). 
Таким образом, для описания нестационарных режимов процес-

сов с распределенными параметрами, движение потока фаз в которых 
представляется гидродинамической моделью идеального вытеснения 
(трубчатый аппарат), используется система дифференциальных урав-
нений в частных производных (СДУЧП) (2.30)–(2.32). 

Результатом решения системы уравнений должны стать расчет-
ные значения концентраций x∗, расхода реакционного потока VR* и 
температуры T* в зависимости от двух независимых координат – вре-
мени t и длины реактора : 

 ( ) ( ) ( ) ( ), 1, , , , , ,R R
i ix x t i n V V t T T t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =    . (2.33) 
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2.2.3.2. Статическая модель. Уравнения покомпонентных 
балансов в данном случае будут иметь такой же вид, как для динами-
ческой модели, только производные по времени для стационарных 
режимов процессов в системе будут равны нулю. 

1. Уравнения покомпонентных балансов: 

 
( )i id vx G

d L

Σ

=


. (2.34) 

2. Уравнение общего материального баланса (
1

1
n

i
i

x
=

= ): 

 
1

n
i

i

dv G

d L

Σ

=
= 


. (2.35) 

3. Уравнение теплового баланса: 

 
( )Pd vC T Q

d L

Δ=


. (2.36) 

Для описания стационарных режимов процессов с распределен-
ными параметрами, движение потока в которых представляется гид-
родинамической моделью идеального вытеснения, когда изменение 
переменных происходит вдоль одной пространственной координаты ,  
используется система обыкновенных дифференциальных уравнений 
(СОДУ) (2.34)–(2.36). В эту систему уравнений должны быть включе-
ны выражения для определения интенсивностей источников всех ком-

понентов iGΣ  (i = 1, …, n) и теплоты QΔ  (см. табл. 2.1). 
Решением данной системы уравнений математического описания 

должны стать зависимости концентрации x∗, расхода реакционной 
смеси v* и температуры Т* от пространственной координаты : 

 ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,i ix x i n v v T T∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = =    . (2.37) 

Другими словами, решением системы (2.34)–(2.36) являются из-
менения температуры, концентраций, расходов вдоль длины реактора. 

 

2.2.4. Однопараметрическая диффузионная модель 
Объекты, описываемые этими моделями, как и моделями идеаль-

ного вытеснения, относятся к объектам с распределенными парамет-
рами. Схематическое изображение потока, в котором движение фазы 
представляется однопараметрической диффузионной гидродинамиче-
ской моделью, приведено на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4. Схематическое представление однопараметрической  
диффузионной гидродинамической модели движения потока 

 
В этом случае наряду с конвективными потоками компонентов   

(i = 1, …, п) на входе ( ( ) ( )
iv x  ) в бесконечно малую ячейку с коорди-

натами [ ], + Δ    и потоками компонентов на выходе ( ( ) ( )
iv x+Δ +Δ    ) из 

нее, как это было показано для гидродинамической модели идеально-
го вытеснения, существуют и обратные диффузионные потоки [ ]дифvx  

(со знаком «минус» на рис. 2.4), как на входе в бесконечно малую 

ячейку ( )
( )dx

DS
d

 
−  

 





, так и на выходе из нее ( )

( )dx
DS

d

+Δ
+Δ 

−  
 

 
 


. 

Частичное перемещение фазы навстречу конвективному потоку 
(так называемое «обратное перемешивание») описывается уравнени-
ем, аналогичным уравнению молекулярной диффузии (закон Фика): 

 [ ]диф dx
vx DS

d
= −


. (2.38) 

Коэффициент D называется коэффициентом продольного перемеши-
вания и является эмпирическим параметром, который определяется из 
экспериментальных данных. Он в совокупности учитывает и молекуляр-
ную диффузию, и турбулентность, и неравномерность поля скоростей в 
потоке; принимается постоянным для всей зоны потока, описываемой од-
нопараметрической диффузионной гидродинамической моделью. 

В то же время площадь поперечного сечения потока S может из-
меняться в различных сечениях. Поэтому на входе в элементарную 
ячейку S определяется так: 

 ( )
( )RV

S
L

=


 , (2.39) 

0 L 

Δ( ) ( )v x   ( ) ( )v x+Δ +Δ     

iG
L

 Δ 
 
 


 

( )
( ) dx

DS
d

 −  
 





 

( )
( ) dx

DS
d

+Δ
+Δ  −  
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а на выходе из нее: 

 ( )
( )RV

S
L

+Δ
+Δ =

 
  . (2.40) 

В результате для многокомпонентной системы вместо обыкно-
венных производных следует использовать частные производные, и с 
учетом равенств (2.39) и (2.40) величина диффузионного потока на 
входе в элементарную ячейку с координатами [ ], + Δ    будет равна 

 
( ) ( )( )R

iV xD

L

∂
−

∂

 


, (2.41) 

а на выходе из нее 

 
( ) ( )( )R

iV xD

L

+Δ +Δ∂
−

∂

   


. (2.42) 

2.2.4.1. Динамическая модель. Уравнение покомпонентно-
го баланса для элементарной ячейки (рис. 2.4) с координатами 
[ ], + Δ    в соответствии с (2.41) и (2.42) может быть записано: 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

 

 .

R RR
i ii

i i i

V x V xV x D D

t L L

v x v x G
L

+Δ +Δ

+Δ +Δ Σ

  ∂ ∂∂ Δ   = − − − − −  ∂ ∂ ∂
   

Δ− − +

     

     

 



 

(2.43)

 

После чего будет справедливо: 

 
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
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(2.44)

 

В результате после перехода к частным производным с учетом 
0Δ →  для описания динамического режима рассматриваемого объ-

екта с помощью покомпонентного баланса получим уравнение (2.45). 
Математическое описание динамической модели объекта, описы-

ваемого однопараметрической диффузионной моделью, будет вклю-
чать три вида балансовых уравнений, как и в предыдущих случаях. 
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1. Уравнения покомпонентных балансов: 

 
( ) ( ) ( )2

2 .
R R

i i i i
V x V x vxD G

L t L L

Σ∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ 
 (2.45) 

2. Уравнение общего материального баланса (
1

1
n

i
i

x
=

= ): 
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R R
n

i

i

V V vD G

L t L L

Σ

=

∂ ∂ ∂
= − +

∂ ∂∂ 


. (2.46) 

3. Уравнение теплового баланса записывается подобно уравнени-
ям покомпонентных балансов с учетом замены xi на CPT: 

 
( ) ( ) ( )2

2

R R
P P P

V C T V C T vC TD Q

L t L L

∂ ∂ ∂ Δ= − +
∂ ∂∂ 

. (2.47) 

В результате для математического описания зоны потока, которая 
может быть представлена однопараметрической диффузионной гид-
родинамической моделью, может использоваться система (n + 2) 
дифференциальных уравнений в частных производных второго поряд-
ка (СДУЧП2) (2.45)–(2.47). Полученная система должна быть допол-
нена уравнениями для интенсивностей различных элементарных фи-

зико-химических процессов для всех компонентов iGΣ  и теплоты 

QΔ  (см. табл. 2.1) в рассматриваемой зоне, а также зависимостями 
для физико-химических коэффициентов элементарных процессов. 

После этого СДУЧП2 (2.45)–(2.47) может быть решена одним из 
известных методов, и полученные решения, как и для процессов, дви-
жение потоков фаз которых описывается гидродинамической моде-
лью идеального вытеснения, являются функцией двух независимых 
переменных – времени t и пространственной координаты  (2.33). 

Однако, в отличие от модели идеального вытеснения, процедура 
решения системы уравнения для однопараметрической диффузионной 
модели оказывается более сложной по двум причинам: 

1) в данном случае приходится решать СДУЧП второго порядка, 
тогда как в случае модели идеального вытеснения решается СДУЧП 
первого порядка; 

2) для решения требуется определить коэффициент продольного 
перемешивания D, что связано с проведением специальных экспери-
ментальных исследований. 
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2.2.4.2. Статическая модель. При описании стационарных 
режимов объектов, движение потока фазы которых представляется 
однопараметрической диффузионной гидродинамической моделью, 
производные по времени в системе уравнений, описывающей динами-
ческие режимы (2.45)–(2.47), равны нулю. Поэтому для случая одно-
параметрической диффузионной модели для описания стационарных 
режимов СДУЧП2 преобразуется в систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений второго порядка (СОДУ2) с одной независимой 
переменной – пространственной координатой . Данная система будет 
опять состоять из трех типов уравнений. 

1. Уравнения покомпонентных балансов: 

 
( ) ( )2

2 0.
R

i i i
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∂∂ 
 (2.48) 

2. Уравнение общего материального баланса (
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( ) ( )2

2
1

0
R

n
i

i

V vD G

L L

Σ

=

∂ ∂
− + =

∂∂ 


. (2.49) 

3. Уравнение теплового баланса: 

 
( ) ( )2

2 0
R

P P
V C T vC TD Q

L L

∂ ∂ Δ− + =
∂∂ 

. (2.50) 

Так как объекты, движение фаз которых описывается однопара-
метрическими диффузионными моделями, также относятся к объек-
там с распределенными параметрами, общий вид решений системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ) (2.48)–(2.50) не 
будет отличаться от решений, получаемых при описании гидродина-
мики процесса моделью идеального вытеснения (2.34)–(2.36). 

Однако, поскольку в этом случае решается СОДУ второго поряд-
ка, алгоритм решения оказывается более сложным, и, как упомина-
лось выше, возникает задача определения коэффициента продольного 
перемешивания D путем проведения специальных экспериментальных 
исследований. 

В табл. 2.2 сведены все уравнения, используемые для динамиче-
ских и статических моделей зон потока, движение которых описыва-
ется гидродинамическими моделями идеального смешения, идеально-
го вытеснения и однопараметрической диффузионной моделью. 
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Таблица 2.2 
Уравнения балансов гидродинамических моделей 

Модель Динамическая Статическая 

МИС 
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2.2.5. Принципы составления и решения систем урав-

нений математического описания на основе уравнений 
балансов  

Коэффициенты в уравнениях для локальных интенсивностей ис-
точников вещества и теплоты зависят от различных переменных 
процесса (температуры, концентрации и др.). Например, для химиче-
ской реакции нужно включить в систему уравнений математического 
описания выражение для kj – константы скорости на j-й стадии хими-
ческой реакции (2.8) в соответствии с законом Аррениуса, а для про-
цесса массопередачи – выражение для KТ – коэффициента массопе-
редачи (2.16). 
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В результате получается система уравнений математического 
описания процесса (МО). Проводится анализ полученной системы 
уравнений МО процесса, который состоит в следующем: 

– исключаются зависимые уравнения, которые можно получить 
комбинацией других уравнений системы; 

– проверяется совпадение размерностей физических величин ле-
вых и правых частей уравнений МО; 

– по возможности, уравнения системы заменяются более просты-
ми, например, уравнения покомпонентных балансов для потоков ве-
ществ в химических реакторах выражаются через потоки других ве-
ществ (их составы) с использованием стехиометрических соотноше-
ний, вытекающих из кинетической схемы конкретной реакции. 

После составления МО процесса выбираются определяемые пе-
ременные процесса, относительно которых решается система уравне-
ний. Число определяемых переменных должно равняться числу урав-
нений МО. Если в число определяемых переменных включаются     
переменные размеров аппаратов и их конструкционные параметры, 
реализуемое решение рассматривается как проектный расчет. При 
отсутствии указанных параметров среди определяемых при решении 
систем уравнений МО, т. е. когда они заданы, процесс решения счита-
ется поверочно-оценочным расчетом. 

В зависимости от того, к какому математическому типу уравне-
ний относится математическое описание (МО) процесса, выбирается 
моделирующий алгоритм для решения системы уравнений МО. Моде-
лирующий алгоритм (МА) представляет собой либо известный чис-
ленный алгоритм решения системы уравнений МО, либо комбинацию 
численных алгоритмов. При разработке МА пользуются специальны-
ми приемами для сокращения размерности решаемой задачи и умень-
шения числа итерационных процедур решения. Для этой цели исполь-
зуется метод декомпозиции решаемой задачи, который реализуется с 
использованием информационной матрицы системы уравнений МО. 
Для обеспечения сходимости расчетов важно правильно выбирать ог-
раниченный набор итерируемых переменных, начальные приближе-
ния для них и условия сходимости с предварительно задаваемой точ-
ностью, связанной с завершением вычислений. Разработанный МА 
реализуется на компьютере в виде расчетного модуля ХТП. 

Анализ параметрической чувствительности разработанной ма-
тематической модели проводится для выявления тех ее параметров 
(переменные и коэффициенты), которые наиболее сильно влияют на 
свойства и поведение технологического процесса. 
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Разработанная модель должна соответствовать объекту. Такая мо-
дель будет называться адекватной. Для определения адекватности мо-
дели нужно иметь набор экспериментальных данных. После оценки 
адекватности математической модели в случае отрицательного ре-
зультата решается задача идентификации математического описания 
ХТП с целью обеспечения адекватности модели. 

Если модель адекватна, то можно решать основную, наиболее 
важную задачу – задачу оптимизации ХТП, и определения оптималь-
ных режимных и/или конструкционных параметров, обеспечивающих 
оптимальность процесса по выбранному критерию оптимальности. 

Следует отметить, что отдельные из перечисленных этапов компью-
терного моделирования ХТП с использованием физико-химических мо-
делей могут быть пропущены в силу различных причин. Например, если 
известна приоритетность и степень влияния различных переменных на 
поведение процесса, анализ параметрической чувствительности модели 
не проводится, или если нет необходимости в решении задачи оптими-
зации, то определение оптимальных параметров процесса не проводится. 
Однако, для комплексного решения задач компьютерного моделирова-
ния ХТП желательно выполнение всех перечисленных выше этапов. 

Системы уравнений МО химико-технологических процессов 
представляют собой, в основном, системы конечных (обычно нели-
нейных) уравнений (СКУ) и системы дифференциальных, чаще всего, 
обыкновенных дифференциальных уравнений (СОДУ). 

Системы конечных (обычно нелинейных) уравнений описывают 
процессы с сосредоточенными параметрами, в которых переменные 
и параметры процессов не изменяются ни по пространственной коор-
динате (процессы с идеальным перемешиванием среды), ни во вре-
менной координате (стационарные процессы). 

Системы дифференциальных уравнений описывают процессы: 
– с изменяющимися во времени параметрами – так называемые 

распределенные во времени процессы (динамические процессы); 
– с изменяющимися по одной или нескольким пространственным 

координатам параметрами – так называемые процессы с распределен-
ными параметрами. 

Следует отметить, что разделение объектов на объекты с сосре-
доточенными и распределенными параметрами в известной степени 
является условным, и четкое разграничение этих процессов невоз-
можно. Тем не менее, с методической точки зрения при разработке 
физико-химических математических моделей ХТП такое разделение 
является весьма полезным. 
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Таким образом, для решения прямых задач математического мо-
делирования ХТП необходимо располагать тремя основными алгорит-
мами решения систем уравнений: 

– алгоритмом решения СКУ: СЛАУ или СНУ; 
– алгоритмом решения СОДУ; 
– алгоритмом решения СДУЧП. 
 
 

2.3. Декомпозиционный метод решения систем 
конечных и дифференциальных уравнений 
 
Системы уравнений математического описания ХТП обычно 

включают в себя большое число уравнений и определяемых перемен-
ных. Особенностью этих систем является то, что уравнения не содер-
жат все определяемые переменные, а только их часть. В этом случае 
для решения системы уравнений часто удается снизить размерность 
решаемой задачи, т. е. свести большую систему уравнений к системам 
уравнений с небольшим числом определяемых переменных (часто с 
одной или двумя переменными). Алгоритмы численного решения од-
ного уравнения или систем уравнений с небольшим числом перемен-
ных значительно проще и эффективнее, чем решение больших систем 
уравнений. Метод решения систем уравнений большой размерности 
путем разложения ее на системы уравнений меньшей размерности на-
зывается декомпозиционным.  

Для реализации алгоритма декомпозиционного метода решения 
системы уравнений большой размерности удобно использовать так 
называемые информационные матрицы систем уравнений. 

 
2.3.1. Информационные матрицы систем уравнений 

математического описания и блок-схемы алгоритмов их 
решений 

Информационная матрица системы уравнений МО представляет 
собой квадратную матрицу, строки которой соответствуют номерам 
уравнений, а столбцы – обозначению определяемых переменных. Ин-
формационная матрица формируется следующим образом: на пересе-
чении i-й строки, соответствующей i-му уравнению, с j-м столбцом 
ставится знак плюс, если i-е уравнение включает j-ю определяемую 
переменную. Эта процедура повторяется для всех независимых урав-
нений и определяемых переменных системы. 
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Заголовки строк информационной матрицы обозначают номера 
уравнений и имеют следующие условные обозначения: 

1 – конечное уравнение номер 1; 
*
диф .ур1  – обыкновенное дифференциальное уравнение номер 1, 

представленное в конечно-разностном виде; 
10 – система конечных уравнений под номером 10; 

*
диф.ур11  – система обыкновенных дифференциальных уравнений, 

представленных в конечно-разностном виде под номером 11; 

кор.ур5  – корректирующее уравнение 5 в системе для нахождения 

определяемой переменной; 

кор.ур12  – система конечных корректирующих уравнений под но-
мером 12 для нахождения определяемых переменных. 

В поле информационных матриц применяются условные обозна-
чения, представленные на рис. 2.5. 

 

 
Рис. 2.5. Условные обозначения, применяемые для построения  
информационных матриц уравнений математического описания 

 
В правом столбце информационных матриц приводятся номера 

операций последовательного исключения неизвестных в системе, что 
приводит к получению системы уравнений меньшей размерности. Со-
гласно правому столбцу информационной матрицы составляется ал-
горитм декомпозиционного метода решения системы уравнений. 

Алгоритм декомпозиционного метода решения системы – моде-
лирующий алгоритм (МА) – представляют в виде блок-схемы. При 
этом предлагается пользоваться условными обозначениями графиче-
ских блоков, изображенными на рис. 2.6. 

Далее представлены примеры составления информационных мат-
риц и блок-схем алгоритмов решения произвольных систем уравне-
ний, записанных в самом общем виде. 

+ 

+ – определение значения переменной

+ – использование значения, полученного из
предыдущих расчетов для данной переменной 

– коррекция значения переменной, заданной
как приближение для расчетов 

– задание начального приближения 
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Рис. 2.6. Изображение основных блоков в блок-схемах алгоритмов расчета 
 

2.3.2. Система конечных нелинейных уравнений 
В общем случае система конечных (обычно нелинейных) уравне-

ний (можно предположить, что она описывает стационарный режим 
некоторого процесса) с пятью определяемыми переменными 

[ ]1 2 3 4 5, , , ,x x x x x x=  в неявном виде может быть записана следующим 

образом: 

 

( )
( )
( )
( )
( )

1 1 2 5

2 1 3 5

3 1 2 4

4 1 5

5 3 4

1 , , 0;

2 , , 0;

3 , , 0;

4 , 0;

5 , 0.

f x x x

f x x x

f x x x

f x x

f x x

=

=

=

=

=

 (2.51) 

2.3.2.1. Информационная матрица системы конечных 
нелинейных уравнений. Информационная матрица для системы 
уравнений (2.51) представлена в табл. 2.3. 

Анализ информационной матрицы проводится следующим обра-
зом. Каждое из пяти уравнений содержит по 2 и 3 определяемые пе-

Старт 

Стоп 

– начало вычислительного процесса 

– конец вычислительного процесса 

– блок обмена информацией: ввод и вывод данных и 
результатов расчета 

– вычислительный блок: блок вычислительного процесса, не
использующий стандартные вычислительные процедуры и
алгоритмы 

– алгоритмический блок: блок предопределенного вычисли-
тельного процесса, в том числе со сложными численными 
алгоритмами и процедурами проверки условий окончания
приближенных расчетов 

f 
– блок расчета, связанный с алгоритмическим блоком и ис-
пользуемый предопределенным алгоритмом для расчета
функций при решении конечных уравнений, записанных в не-
явном виде, либо для расчета правых частей обыкновенных
дифференциальных уравнений, записанных в явном виде 
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ременные, поэтому ни одно из уравнений не может быть решено са-
мостоятельно. 

 
Таблица 2.3 

Информационная матрица системы конечных нелинейных уравнений (2.51) 

Номер 
уравнения 

Переменные Номер
шага x1 x2 x3 x4 x5 

1 
 

  
 

2 

2 
 

  
 

3 

3 
  

  4 

4     
 

1 

5кор.ур
 

 
 

  
 5 

 
Для получения решения этой системы уравнений необходимо за-

дать начальное приближение по одной переменной (в табл. 2.3 – по 
переменной x1). Начальное приближение для переменной обозначает-
ся с верхним значком «тильда»: 1x . Начальное приближение в инфор-
мационной матрице обозначается «квадратиком».  

В крайнем правом столбце матрицы указаны номера шагов после-
довательности вычислений переменных. В соответствии с табл. 2.3, 
после того как задано приближение 1x , по уравнению 4 определяется 
значение переменной х5. Это будет 1-й шаг последовательности вы-
числений. Операция вычисления переменной x5 из 4-го уравнения 
обозначена в информационной матрице «ромбиком» (табл. 2.3). После 
1-го шага значение переменной x5 cтановится известным для всех 
уравнений системы (2.51), поэтому в информационной матрице для 
переменной x5 в остальных уравнениях системы, содержащих эту пе-
ременную (уравнения 1 и 2), «плюсики» обводятся в «кружочки» 
(табл. 2.3). После этого вычисляется х2 из уравнения 1 (шаг 2): в ин-
формационной матрице для переменной x2 в уравнении 1 «плюсик» 
обводится в «ромбик», а для уравнения 3 – в «кружочек». Далее вы-
числяется значение переменной х3 из уравнения 2 (шаг 3): для пере-
менной x3 в уравнении 2 «плюсик» обводится в «ромбик», а для урав-
нения 5 – в «кружочек». На 4-м шаге вычисляется значение перемен-
ной х4 из уравнения 3: в информационной матрице для переменной x4 

++ 

+ +

++ +

+ ++

+ + +
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в уравнении 3 «плюсик» обводится в «ромбик», а для уравнения 5 – в 
«кружочек».  

В результате в уравнении 5 обе переменные (х3 и х4) известны из 
предыдущих расчетов. Они зависят от начального приближения 1x , 
заданного на шаге 1, т. е. значения этих переменных являются некото-
рой функцией от x1 : x3 = x3(x1) и x4 = x4(x1). 

Критерием получения решения *
1x  является превращение уравне-

ния 5, включающего x3(x1) и x4(x1), в тождество.  
Поэтому уравнение 5 является корректирующим уравнением для 

x1, т. е. для него будет справедливо 

 ( )5 3 1 4 1( ), ( ) 0f x x x x = . (2.52) 

Это означает, что каждое новое приближение по х1 должно полу-
чаться путем реализации итерационного алгоритма решения уравне-
ния с одной неизвестной (2.52). Когда результат решения уравнения 
(2.52) *

1x  будет получен, одновременно рассчитаются и оставшиеся 

четыре переменные – * * *
2 3 4, ,x x x  и *

5x . Они получаются на последней 
итерации решения уравнения (2.52). 

Таким образом, систему из пяти конечных нелинейных уравнений 
удалось решить путем реализации алгоритма решения одного уравне-
ния (2.52) с одной итерируемой переменной х1. В результате удалось 
снизить размерность решаемой задачи с 5 до 1 и вместо решения сис-
темы 5 уравнений с пятью неизвестными (2.51) необходимо решить 
одно уравнение с одной неизвестной (2.52). 

2.3.2.2. Блок-схема алгоритма решения системы ко-
нечных нелинейных уравнений. Блок-схема алгоритма расчета 
(рис. 2.7) строится в соответствии с крайним правым столбцом ин-
формационной матрицы (табл. 2.3), где указана последовательность 
выполнения расчетов. Корректирующему уравнению 5 системы (2.51) 
соответствует алгоритмический блок 5 с выбранным численным ме-
тодом решения одного уравнения с одним неизвестным и блок расчета 
функции f5, определяющей на каждом шаге итерационного процесса 
левую часть уравнения (2.52). 

Процесс последовательных приближений (итерационный про-
цесс) для итерируемой переменной x1, приводящий к решению кор-
ректирующего уравнения (2.52) и соответственно всей системы (2.51), 
отображается пунктирной линией, направленной в противоположную 
сторону от основного направления последовательности расчетов. 
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Рис. 2.7. Блок-схема алгоритма решения  

системы конечных нелинейных уравнений (2.51)  
декомпозиционным методом 

 

2.3.3. Система с обыкновенным дифференциальным 
уравнением 

Предположим, что в системе уравнений имеется обыкновенное 
дифференциальное уравнение первого порядка, записанное в явном 
виде, с независимой переменной t (производная по x1 – dx1/dt), описы-
вающее нестационарный режим некоторого процесса. Система урав-
нений МО, включающая такое уравнение для пяти определяемых пе-
ременных [ ]1 2 3 4 5, , , ,x x x x x x= , имеет вид:  

 

( )

( )
( )
( )
( )

1
1 1 2 5

2 1 3 5

3 1 2 4

4 1 5

5 3 4

1 , , ;

2 , , 0;

3 , , 0;

4 , 0;

5 , 0.

dx
f x x x

dt
f x x x

f x x x

f x x

f x x

=

=

=

=

=

 (2.53) 
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1x  
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1 2 

3 

f5
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1 2 3 4 5, , , ,x x x x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 
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1x
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x1 x1

x3

x4

1x
∗
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Для получения частного, физически обоснованного решения 
дифференциального уравнения 1 в (2.53) необходимо задать дополни-
тельные условия, например, начальное условие при t = t(0) в виде 

 ( )(0) *(0)
1 11 x t x′ = . (2.54) 

Система уравнений МО (2.53), (2.54) составляется с использова-
нием таблиц балансовых уравнений гидродинамических моделей и 
основных интенсивностей источников элементарных процессов в по-
токах, куда включены выражения для описания движения потоков и 
выражения для определения интенсивностей различных элементарных 
процессов в потоках (табл. 2.1 и 2.2). 

Результатом решения дифференциального уравнения и системы с 
таким уравнением является функция зависимости переменных от вре-

мени 1 2 3 4 5( ) ( ), ( ), ( ), ( ), ( )x t x t x t x t x t x t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ =   . 

2.3.3.1. Информационная матрица системы с обыкно-
венным дифференциальным уравнением. Численное реше-
ние дифференциального уравнения и системы с таким уравнением бу-
дет представлять собой таблицу значений переменных в определен-
ные моменты времени t(k), k = 0,…,n:  

 

(0) (1) ( )

(0) (1) ( )
1 1 1

(0) (1) ( )(0) (1) ( )
2 2 2

(0) (1) ( )(0) (1) ( )
3 3 3

(0) (1) ( )
4 4 4

(0) (1) ( )
5 5 5

n

n

nn

nn

n

n

t t t

x x x

x x xt t t

x x xx x x

x x x

x x x

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

 
 
 
    =       
 
 
  













. (2.55) 

Обычно шаг по времени t(k+1) – t(k) выбирают постоянным. Обозна-
чим шаг по времени Δt. Тогда моменты времени не нужно заносить в 
таблицу, т. к. они будут определяться индексом k по формуле 

 ( ) (0)kt t k t= + Δ . (2.56) 

В дифференциальном уравнении 1 (2.53) производную можно за-
менить конечной разностью на малом отрезке времени [t(k), t(k+1)]: 

 
( 1) ( ) ( 1) ( )

1 1 1 1 1( ) ( )k k k kdx x t x t x x

dt t t

+ +− −≈ =
Δ Δ

. (2.57) 
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Тогда вместо дифференциального уравнения 1 для данного отрез-
ка времени можно записать конечно-разностное уравнение 1*, ис-
пользуя явную схему Эйлера: 

 ( )
( 1) ( )

( ) ( ) ( )1 1
1 1 2 51 , , .

k k
k k kx x

f x x x
t

+
∗ − ≈

Δ
  (2.58) 

Запишем систему уравнений (2.53) для k-го отрезка времени с 
дифференциальным уравнением, представленным в конечно-разност-
ном виде, согласно явной схеме Эйлера: 

 

( )
( )
( )
( )
( )

( 1) ( )
( ) ( ) ( )1 1

1 1 2 5

( ) ( ) ( )
2 1 3 5

( ) ( ) ( )
3 1 2 4

( ) ( )
4 1 5

( ) ( )
5 3 4

1 , , ;

2 , , 0;

3 , , 0;

4 , 0;

5 , 0.

k k
k k k

k k k

k k k

k k

k k

x x
f x x x

t

f x x x

f x x x

f x x

f x x

+
∗ − ≈

Δ
=

=

=

=

 (2.59) 

Такие уравнения составляются для всех отрезков времени k = 0, 
…, n–1. 

В результате для каждого отрезка [t(k), t(k+1)] получили систему ко-
нечных уравнений с неизвестными ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 3 4 5, , , , ,k k k k k kx x x x x x+  – всего 

6 неизвестных. Но одна из неизвестных ( ( )
1

kx ) фактически будет из-

вестна. Так, при k = 0 в системе (2.59) неизвестная (0)
1x  уже дана как 

начальное условие, и число неизвестных в системе ( (1)
1 ,x  (0)

2 ,x
(0) (0) (0)
3 4 5, ,x x x ) будет равно числу уравнений. Решая систему (2.59) при 

k = 0, найдем (1)
1x
∗  – значение переменной x1 – в момент времени t(1). 

Далее решается система уравнений (2.59) при k = 1, где фактически 
неизвестными будут (2) (1) (1) (1) (1)

1 2 3 4 5, , , ,x x x x x . Таким образом, на каждом  
k-м цикле решения системы уравнений (2.59) будем получать значе-
ния переменных x2, x3, x4 и x5 в k-й момент времени и значение пере-
менной x1 в (k + 1)-й момент времени. Однако с методической точки 
зрения систему уравнений (2.59) удобнее дополнить 6-м уравнением и 
определять алгоритм решения системы с использованием информаци-
онной матрицы, где будет 6 уравнений и 6 неизвестных. Это 6-е урав-
нение – уравнение начального условия для неизвестной x1 и диффе-
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ренциального уравнения 1 в системе (2.53) – в выбранных обозначе-
ниях неизвестных можно записать в следующем виде: 

 ( ) *( )
1 11 k kx x′ = . (2.60) 

Таким образом, система конечных уравнений для k-го отрезка 
времени, соответствующая исходной системе (2.53) с дифференци-
альным уравнением 1-го порядка, может быть записана в следующем 
виде: 

 

( )

( )
( )
( )
( )
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( ) ( ) ( )1 1

1 1 2 5
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1 1
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f x x x

t

x x

f x x x

f x x x

f x x

f x x

+
∗ − ≅

Δ
′ =

=

=

=

=

 (2.61) 

Информационная матрица для данной системы представлена в 
табл. 2.4. Порядок заполнения информационной матрицы аналогичен 
предыдущей матрице (табл. 2.3). 

 
Таблица 2.4 

Информационная матрица системы (2.61) и, соответственно, (2.53)  
с обыкновенным дифференциальным уравнением первого порядка 

Номер  
уравнения 

Переменные Номер 
шага ( )

1
kx  ( 1)

1
kx +  ( )

2
kx  ( )

3
kx  ( )

4
kx  ( )

5
kx  

1*      6 

1ʹ 
 

     1 

2      3 

3      5 

4      
 

2 

5      4 ++
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+ 

+ ++ + 



66 

Последовательность вычислений, представленная в крайнем правом 
столбце информационной матрицы, выполняется для каждого k-го мо-
мента времени. На 6-м шаге k-го цикла вычислений определяется значе-
ние *( 1)

1
kx + , которое является исходным для следующего (k + 1)-го цикла. 

2.3.3.2. Блок-схема алгоритма решения системы с 
обыкновенным дифференциальным уравнением. Блок-
схема алгоритма решения (рис. 2.8) составляется в соответствии с 
правым столбцом информационной матрицы. 

 

 
Рис. 2.8. Блок-схема алгоритма решения системы (2.61),  

соответствующей (2.53) с обыкновенным  
дифференциальным уравнением первого порядка 

 

В алгоритмическом блоке 1* определяются значения *( 1)
1

kx + , а в 
блоке расчета функции f1 проводится расчет правой части уравнения 
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1* (2.61). Цикл решения системы уравнений для различных k изобра-
жается пунктиром, направленным в противоположную сторону от ос-
новного направления последовательности вычислений. 

Необходимо отметить, что применение информационных матриц 
систем уравнений для анализа математического описания процессов 
и графическое изображение соответствующих алгоритмов их реше-
ния в виде блок-схем расчетов позволяет наиболее рационально ре-
шать проблемы сокращения размерностей решаемых задач и выбора 
эффективных моделирующих алгоритмов при построении физико-
химических моделей ХТП. 

 

 
2.4. Математические модели движения жидкости 

в простых гидравлических системах 
 

К простым гидравлическим системам относятся технологические 
схемы трубопроводов, для которых принимается ряд допущений: 

– во всех трубах протекает однофазный поток жидкости, темпера-
тура которого одинакова на всех участках; 

– все трубы располагаются на одном уровне, в системе нет рецик-
лических (обратных) потоков, или рециклов, не учитываются местные 
сопротивления и перепады давлений в трубах, т. е. рассматриваются 
так называемые короткие трубопроводы; 

– системы включают только клапаны (вентили) с постоянными, не 
изменяющимися коэффициентами пропускной способности и закры-
тые емкости (аккумуляторы), давление газа в которых подчиняется 
идеальным законам. 

Реальные гидравлические системы включают насосы, компрессо-
ры и другие единицы оборудования; в них наряду с жидкостью могут 
перемещаться потоки газа, газо- и парожидкостной смеси. Тем не ме-
нее, изучение общих принципов построения математических моделей 
простых гидравлических систем позволяет получить представление о 
стратегии их математического моделирования. 

 
2.4.1. Математическая модель стационарного режима 

движения жидкости в простой гидравлической системе 
Рассмотрим простую гидравлическую систему (рис. 2.9), состоя-

щую из двух аккумуляторов и пяти клапанов. Для построения стати-
ческой модели представленной гидравлической системы необходимо 
выполнить три последовательных этапа: 
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1) изучить и/или ознакомиться с теорией протекающих процессов; 
2) построить и проанализировать систему уравнений математиче-

ского описания (МО) процесса; 
3) выбрать и реализовать на компьютере моделирующий алгоритм 

(МА) решения системы уравнений МО гидравлического процесса. 
 

 
Рис. 2.9. Схема простой гидравлической системы 

 
Изучение теории процесса осуществляется с целью построения 

системы уравнений МО гидравлической системы, которая включает в 
себя четыре типа уравнений: 

– балансовые; 
– для скоростей движения жидкостей через клапаны; 
– давления газа в аккумуляторе; 
– давления жидкости на дне аккумулятора. 
Для системы, изображенной на рис. 2.9, будут справедливы два 

уравнения массового баланса (третье возможное балансовое уравне-
ние – уравнение общего баланса – получается сложением двух других, 
т. е. будет линейно-зависимым) для точек A и B соответственно: 

 1 3 5 0v v v− − = . (2.62) 
 2 5 4 0v v v+ − = . (2.63) 

Формула для определения скорости протекания жидкости через 
клапан в соответствии с уравнением Бернулли для суммарной удель-
ной энергии элементарной струи идеальной жидкости при установив-
шемся движении и с учетом допущений о простой гидравлической 
системе имеет вид 
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 вх выхv k P P= − , (2.64) 

где k – коэффициент пропускной способности клапана; Pвх, Pвых – дав-
ления жидкости на входе и на выходе из клапана. 

Более общая запись формулы (2.64), учитывающая направление 
потока жидкости, имеет вид 

 ( )вх вых вх выхsgnv k P P P P= ⋅ − − , (2.65) 

где sgn(х) – функция знака. Эта функция может принимать только три 
значения в соответствии со схемой: 

 ( )
1 0,

sgn 0 0,

1 0.

x

x x

x

− <
= =
 >

 (2.66) 

В соответствии с формулой (2.65) знак скорости потока жидкости 
становится отрицательным, если направление ее движения будет про-
тивоположным направлению на схеме (рис. 2.9). Так как гидравличе-
ская система (рис. 2.9) содержит 5 клапанов, то приведенных уравне-
ний (2.65) в системе должно быть 5.  

Уравнения, определяющие давление жидкости на дно аккумуля-
тора и давление газа над поверхностью жидкости в аккумуляторе, со-
ставляются на основе следующих допущений: 

– давление газа подчиняется закону идеального газа; 
– аккумулятор представляет собой закрытую цилиндрическую 

емкость с площадью поперечного сечения S и высотой HG; 
– исходное давление газа в аккумуляторах, не заполненных жид-

костью, одинаково и равно PN. 
В соответствии со следствием из закона Паскаля давление жидко-

сти Ржидк на дно аккумулятора емкости определяется по формуле 

 жидк газP P gH= +ρ , (2.67) 

где Ргаз – давление газа над поверхностью жидкости, Па; ρ – плотность 
жидкости, кг/м3; Н – уровень жидкости в аккумуляторе, м; g – ускоре-
ние свободного падения, 9,8 м/с2. 

Для определения давления газа Ргаз используется соотношение 
для идеального газа, учитывающее постоянство температуры: 

 газ газ N NP V P V= , (2.68) 
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где VN – объем аккумулятора, не заполненного жидкостью, м3; Vгаз – 
объем газа в аккумуляторе, заполненном жидкостью на высоту H, м3. 
Объем аккумулятора равен  

 G
NV S H= ⋅ , (2.69) 

а объем газа в аккумуляторе с жидкостью 

 газ ( )GV S H H= − . (2.70) 

В результате будет справедливо: 

 ( )газ
G G

NP S H H P SH− = , (2.71) 

или 

 газ

G

N G

H
P P

H H
=

−
. (2.72) 

Формулы для определения давления жидкости Ржидк (2.67) и давле-
ния газа Ргаз (2.72) используются для описания поведения двух закры-
тых емкостей в гидравлической системе, изображенной на рис. 2.9. 

2.4.1.1. Система уравнений математического описания 
стационарного режима движения жидкости в простой гид-
равлической системе. Система независимых уравнений (2.73), при-
водимая ниже и описывающая поведение простой гидравлической систе-
мы в стационарном состоянии, состоит из следующих уравнений: 
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Уравнения 1–5 – это уравнения для скорости потоков жидкости 
через клапаны (2.65). Уравнения 6 и 7 – уравнения балансов для точек 
соединения трубопроводов. Уравнения 8 и 10 – уравнения для давле-
ния жидкости на дно аккумулятора (2.67). Уравнения 9 и 11 – для дав-
ления газа в аккумуляторах (2.72). 

Так как система конечных уравнений (2.73) включает 11 незави-
симых уравнений (в дальнейшем используется последовательная ну-
мерация уравнений от 1 до 11), она может быть решена, в принципе, 
относительно любых 11 переменных, которые называются определяе-
мыми переменными. Все остальные переменные системы (2.73) долж-
ны задаваться. 

Кроме этого, должны быть специфицированы коэффициенты (на-
пример, коэффициенты пропускной способности клапанов – вектор k ), 
а также постоянные в системе уравнений (2.73) – геометрические вы-
соты емкостей 1

GH , 2
GH , давление в незаполненной жидкостью емко-

сти РN и плотность жидкости ρ. 
Исходя из физических соображений, при гидравлическом расчете 

систем трубопроводов (рис. 2.9), представляющем собой решение сис-
темы 11 уравнений (2.73), определяемыми переменными выбираются: 

– расходы жидкости на всех участках трубопроводов, отходящих 
от точек соединения A и B – v1, v2, v3, v4 и v5; 

– давления жидкости в трубопроводах внутри системы P5 и P6; 
– давления газов в аккумуляторах P7 и P8; 
– уровни жидкости в аккумуляторах H1 и H2. 
Давления на входе в систему P1 и Р2, а также давления на выходе 

из системы Р3 и Р4 задаются независимо в соответствии с физическим 
смыслом решаемой задачи. Это означает, что, если предполагается 
движение жидкости в соответствии со стрелками, изображенными на 
рис. 2.9, давления на входе в систему Р1 и Р2 должны быть больше 
давлений на выходе Р3 и P4. 

Система 11 конечных уравнений (2.73), решаемая относительно 
11 определяемых переменных, является системой нелинейных уравнений. 

Для ее решения наиболее целесообразно использовать декомпози-
ционный метод, который позволяет существенно снизить размерность 
решаемой задачи и определять все искомые переменные путем реше-
ния системы (или систем) уравнений значительно меньшей размерно-
сти, чем размерность исходной системы. 

Размерность исходной системы уравнений (2.73) равна 11. Для 
выбора алгоритма декомпозиции, который позволит определить 
11 искомых переменных путем последовательного решения одного 
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нелинейного уравнения размерностью 1 и одного квадратного уравне-
ния, необходимо построить и проанализировать информационную 
матрицу системы уравнений МО (табл. 2.5). 

2.4.1.2. Информационная матрица. Построение и анализ 
информационной матрицы (табл. 2.5) системы уравнений математиче-
ского описания стационарного режима движения жидкости в простой 
гидравлической системе позволит определить оптимальный алгоритм 
декомпозиционного метода решения системы (2.73).  

 
Таблица 2.5 

Информационная матрица системы уравнений (2.73) МО стационарного  
режима движения жидкости в гидравлической системе (рис. 2.9) 

Номер 
урав-
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Определяемые переменные 
Номер
шага v1 v2 v3 v4 v5 P5 P6 P7 P8 H1 H2 
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деляемых переменных (в данном случае две) и могут быть хорошо 
обоснованы из физических соображений. Например, значение при-

ближения Н1 может быть задано в интервале 10; GH   , так как высота 

емкости 1
GH  задана в условии задачи. 

Для обозначения задания начального приближения итерационно-
го процесса вычисления в информационной матрице ставится знак 
плюс, соответствующий задаваемой переменной в конкретном урав-
нении, и обводится квадратом. 

Первым шагом вычислительной процедуры будет определение пе-
ременной Р1 в уравнении 9 (1-й шаг в правом столбце информационной 
матрицы). Для обозначения переменной, которая определяется в уравне-
нии 9, соответствующий ей плюс в строке 9 обводится ромбом. Заданное 
значение приближения 1H  и найденная переменная Р1 справедливы для 
всей системы уравнений, и поэтому эти величины должны использо-
ваться и другими уравнениями системы (см. строку 8 в информационной 
матрице). Для обозначения распространения значений переменных на 
все уравнения системы соответствующие им плюсы в столбцах обводят-
ся окружностями. В уравнении 8 окружностями обведены плюсы, соот-
ветствующие H1 и P7, что позволяет решить это уравнение относительно 
Р5 на шаге 2 вычислительной процедуры. Дальнейшие последователь-
ные шаги расчетов дают возможность определить только приближенные 
значения v1, v3, v5, Р6, v2, v4, что связано с выбором в самом начале реали-
зуемой процедуры вычисления приближения величины 1H . 

Таким образом, определение корректного значения H1 приведет, 
соответственно, к получению корректных значений и Р7, Р5, v1, v3, v5, 
Р6, v2, v4, т. е. 9 из 11 искомых переменных. 

Для коррекции H1 должно использоваться уравнение 7, в котором 
все переменные известны из предыдущих расчетов (соответствующие 
им плюсы обведены окружностями) – шаг 9. Когда система уравнений 
МО решена, то уравнение 7 вида 

 { } { } { }2 1 5 1 4 1 0v H v H v H+ − =  (2.74) 

должно превратиться в равенство. Переменная Н1 в фигурных скобках 
в этом случае означает, что каждое слагаемое этого уравнения зависит 
от переменной Н1, а уравнение (2.74) должно быть решено относи-
тельно Н1 для получения ее корректного значения. 

Реализацию алгоритма решения уравнения 7 можно рассматри-
вать как процедуру коррекции переменной Н1 и, соответственно,     
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определение значений переменных Р7, Р5, v1, v3, v5, Р6, v2 и v4. Для обо-
значения того факта, что уравнение 7 является корректирующим для 
Н1 в строке 7 информационной матрицы в позиции, соответствующей 
переменной Н1, стоит пустой ромб. 

Наиболее эффективным алгоритмом для коррекции переменной 
Н1 и решения уравнения 7 является метод половинного деления, с 
нижней границей интервала поиска – 0 и верхней границей 

5
1 1,0 10GH −− ⋅ , так как только в этом случае знаменатель уравнения 9 

системы уравнений МО (2.73) не станет равным нулю при подстанов-
ке в него верхней границы 1

GH . 
На 6-м шаге из 5-го уравнения необходимо вычислить значение 

переменной P6. Так как на предыдущих этапах расчетов v5 может по-
лучиться как положительным, так и отрицательным, выражение для 
определения Р6 должно учитывать это обстоятельство – используется 
функция знака sgn(x) (2.66) выражения переменной P6: 

 ( )
2

5
6 5 5

5

sgn
v

P P v
k

 
= −  

 
. (2.75) 

Для определения двух оставшихся переменных P8 и H2 в уравне-
ние 10 подставляется P8 из уравнения 11 системы уравнений МО 
(2.73). В результате получается квадратное уравнение относительно 
H2 (Р6 известно из предыдущих расчетов): 

 2
6 2

2 2

G

N G

H
P P gH

H H
= + ρ

−
. (2.76) 

Для определения значения Н2 используется алгоритм вычисления 
корней квадратного уравнения и выбирается тот из корней, который 

располагается в интервале 20; GH   . 

2.4.1.3. Блок-схема алгоритма расчета. В блок-схеме ал-
горитма расчета стационарного режима гидравлической системы 
(рис. 2.10) используются два алгоритмических блока, в которых реа-
лизуются два численных алгоритма: 

– алгоритм метода половинного деления: алгоритмический блок 
(7) для определения Н1; 

– алгоритм вычисления корней квадратного уравнения: алгорит-
мический блок (10, 11) для определения Н2 и Р8. 

После вычисляются три коэффициента функции f10,11, представ-
ляющей собой многочлен 2-й степени, получаемый после соответст-
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вующего преобразования квадратного уравнения (2.76). Алгоритмиче-
ский блок (10, 11) реализует стандартный алгоритм решения квадрат-
ного уравнения с конкретными значениями коэффициентов (f10,11), в 
результате чего определяется высота жидкости во второй емкости Н2. 

 

 
Рис. 2.10. Блок-схема алгоритма расчета стационарного режима  

движения жидкости в гидравлической системе (рис. 2.9) 
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Топология гидравлической системы отображается вычислитель-
ными блоками выше алгоритмического блока (7). Результатом расчета 
по вычислительным блокам (9), (8), (1), (3), (6), (5), (2), (4) является 
значение величины функции 

 7 1 2 1 5 1 4 1( ) ( ) ( ) ( )f H v H v H v H= + − , (2.77) 

которая используется стандартным модулем метода половинного де-
ления в алгоритмическом блоке (7) для определения уровня жидкости 
Н1 в первой емкости. 

 
2.4.2. Математическая модель нестационарного режи-

ма движения жидкости в простой гидравлической системе  
2.4.2.1. Математическое описание нестационарного 

режима движения жидкости в простой гидравлической 
системе. При построении динамических моделей конечные балансо-
вые уравнения 6 и 7 в системе уравнений МО (2.73) превращаются в 
обыкновенные дифференциальные уравнения вида: 

 1
1 3 5

dV
v v v

dt
= − − ; (2.78) 

 2
2 5 4

dV
v v v

dt
= + − , (2.79) 

где V1 и V2 – объемы жидкости в аккумуляторах гидравлической сис-
темы, представленной на рис. 2.9. 

Если эти емкости являются цилиндрическими, то объем жидкости 
в них определяется как 

 ,V S H= ⋅  (2.80) 

где S – площадь поперечного сечения цилиндра. Тогда вышеприве-
денные обыкновенные дифференциальные уравнения (2.78) и (2.79) 
принимают следующий вид (в нумерации системы (2.73) – это будут 
уравнения 6 и 7): 

 1 1 3 5

1

6
dH v v v

dt S

− −= ; (2.81) 

 2 2 5 4

2

7
dH v v v

dt S

+ −= . (2.82) 

Для получения частного решения системы дифференциальных 
уравнений необходимо задать начальные условия, в нумерации систе-
мы (2.73) – это будут уравнения 6ʹ и 7ʹ: 
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 ( )(0) *(0)
1 16 H t H′ = , (2.83) 

 ( )(0) *(0)
2 2H t H7′ = . (2.84) 

При этом решается задача Коши или задача с начальными усло-
виями, и получаемые частные решения представляют собой функции 
H1(t) и H2(t). Численное решение будет представлять собой таблицу 
значений определяемых переменных в моменты времени t(k), которые 
выбираются с постоянным интервалом Δt, от начального момента 
времени t(0), согласно формуле (2.56). Индекс k определяет моменты 
времени и изменяется от 0 до n. При этом в начальный момент време-
ни t(0) значения неизвестных H1 и H2 заданы, а конечный индекс n мо-
жет принимать любое натуральное число и определяется временем, до 
которого требуется рассчитать изменение переменных системы. 

На малом отрезке времени [t(k), t(k+1)] производные в уравнениях 
можно заменить конечными разностями (см. п. 2.2.3.1). Тогда диффе-
ренциальные уравнения (2.81) и (2.82) можно представить в конечно-
разностном виде с использованием явной схемы Эйлера: 

 ( )
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1 1 3 5
5 1 2

1

6 ,
k k k k k

k kH H v v v
f H H

t S

+
∗ − − −≈ =

Δ
, (2.85) 

 ( )
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2 2 5 4
7 1 2

2

7 ,
k k k k k

k kH H v v v
f H H

t S

+
∗ − + −≈ =

Δ
. (2.86) 

А уравнения для начальных условий будут иметь вид (см. п. 2.2.3.1): 

 ( ) *( )
1 16 k kH H′ = , (2.87) 

 ( ) *( )
2 2

k kH H7′ = . (2.88) 

Последние уравнения означают, что при последовательных вы-
числениях на каждом k-м шаге значения переменных H1 и H2 будут 
известны. 

Таким образом, математическое описание нестационарного ре-
жима движения жидкости в простой гидравлической системе пред-
ставляет собой систему уравнений (2.73), в которой балансовые урав-
нения 6 и 7 заменены на дифференциальные уравнения (2.81) и (2.82), 
и в систему включены два начальных условия (2.83) и (2.84) для полу-
чения частного решения. При этом система уравнений записывается 
для каждого отрезка времени [t(k), t(k+1)], а дифференциальные уравне-
ния представляют в конечно-разностном виде (2.85) и (2.86), а начальные 
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условия в виде (2.87) и (2.88). В итоге для отрезка времени [t(k), t(k+1)] 
получим следующую систему конечных уравнений: 

 

( )
( )
( )
( )
( )

( ) ( ) ( )
1 1 1 5 1 5

( ) ( ) ( )
2 2 2 6 2 6

( ) ( ) ( )
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H H
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(2.89)

 

2.4.2.2. Информационная матрица системы. Информа-
ционная матрица системы уравнений МО, соответствующая системе 
уравнений (2.89), приведена в табл. 2.6. В систему входит 13 уравнений 
и 13 определяемых переменных для каждого k-го момента времени. 
Крайний правый столбец информационной матрицы содержит номера 
шагов последовательного вычисления переменных. Так на 1-м  и 6-м 
шагах вычислений для данного момента времени мы просто берем зна-
чения переменных H1 и H2, вычисленные на предыдущем этапе, и затем 
последовательно вычисляем все остальные переменные. После вычис-
ления всех переменных в k-й момент времени на последних двух шагах 
вычислений (12-й и 13-й шаги) вычисляются значения переменных H1 и 
H2 для следующего (k+1)-го момента времени из уравнений 6* и 7*. 
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Эти значения переменных затем используются для вычисления всех 
переменных на следующем (k + 1)-м моменте времени. Таким образом, 
реализуется последовательная схема численного решения системы с 
дифференциальными уравнениями на основе явного метода Эйлера. 

 
Таблица 2.6 

Информационная матрица системы уравнений (2.89) МО нестационарного 
режима движения жидкости в гидравлической системе (рис. 2.9) 

Но-
мер 
урав-
не-
ния 

( )
1

kv  ( )
2
kv  ( )

3
kv  ( )

4
kv  ( )

5
kv  ( )

5
kP ( )

6
kP ( )

7
kP ( )

8
kP ( )

1
kH

( 1)
1

kH +

 
( )
2
kH  

( 1)
2

kH +

 

Но-
мер 
шага

1            4 

2            9 

3            5 

4            10 

5           11 

6* 
           12 

7*              
13 

6′             1 

7′             6 

8           3 

9            2 

10            8 

11             7 

 
2.4.2.3. Блок-схема алгоритма расчета. Блок-схема алго-

ритма расчета простой гидравлической системы (см. рис. 2.9) при не-
стационарном режиме движения жидкости изображена на рис. 2.11.  
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Рис. 2.11. Блок-схема алгоритма расчета нестационарного режима движения  

жидкости в простой гидравлической системе (рис. 2.9) 
 
В блоке f6,7 рассчитываются правые части дифференциальных 

уравнений 6 и 7, записанных в конечно-разностном виде 6* и 7*. Ал-
горитмический блок «6*,7*» представляет собой алгоритм явного ме-
тода Эйлера для решения дифференциальных уравнений, который в 
свою очередь выражается простым вычислением ( 1)

1
kH +  и ( 1)

2
kH +  из 

уравнений (2.85) и (2.86), соответственно. 
 
 

2.5. Математические модели процессов 
теплопередачи 

 
В теплообменных аппаратах (теплообменниках) часть энтальпии 

более теплой среды передается более холодной среде. Для этой цели 
используются различные типы теплообменников, которые широко 

Старт 

Ввод: P
1
, P

2
, P

3
, P

4
, PN, ρ, 

(0) (0)
1 2 1 2, , ,G GH H H H∗ ∗ , Δt, n

6ʹ 

8 
P7

9 

7ʹ 

P5

(0)
1H∗

v1 v3

11 

5 
v5

10 

1 

P6

f6,7

v2 v4

6*,7* 

( )
1
kH  ( )

2
kH

Вывод: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 4 5, , , , ,k k k k kv v v v v∗ ∗ ∗ ∗ ∗

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
5 6 7 8 1 2, , , , ,k k k k k kP P P P H H∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

P8

( 1)
1

kH +

Стоп 

(0)
2H∗

3 2 4 

( 1)
2

kH +



81 

распространены в химической промышленности. Теплообменники 
применяются для нагревания и охлаждения веществ, находящихся в 
различных агрегатных состояниях, испарения жидкостей и конденса-
ции паров, перегонки и сублимации, абсорбции и адсорбции, расплав-
ления твердых тел и кристаллизации, отвода и подвода теплоты при 
проведении экзо- и эндотермических реакций и т. д. 

По конструкционным характеристикам теплообменники подраз-
деляются на кожухотрубные, трубчатые, пластинчатые, змеевиковые, 
спиральные и др. (рис. 2.12) 

 

 
а               б 

Рис. 2.12. Поверхностные теплообменники: 
а – кожухотрубный; б – трубчатый 

 
Движение потоков теплоносителей в теплообменниках для целей 

компьютерного моделирования представляется идеальными гидроди-
намическими моделями, что позволяет получать адекватные компью-
терные модели без излишнего усложнения математического описания. 

Гидродинамическую модель идеального смешения и идеального 
вытеснения для потоков теплоносителей можно применять для по-
верхностных теплообменников следующих типов: 

– кожухотрубных теплообменников (рис. 2.12, а); 
– трубчатых теплообменников (рис. 2.12, б); 
– аппаратов воздушного охлаждения; 
– пластинчатых теплообменников; 
– змеевиковых теплообменников. 
Ниже представлены алгоритмы поверочно-оценочного расчета 

стационарных режимов типовых фрагментов поверхностных тепло-
обменников, в которых учитываются только процессы теплопередачи. 

 

2.5.1. Математическая модель стационарного режима 
процесса теплопередачи в теплообменнике типа «сме-
шение – смешение» 

Построение компьютерной модели теплообменника включает 
следующие этапы: 
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– изучение и/или ознакомление с теорией процесса теплообмена 
для данного типа теплообменных аппаратов; 

– построение математического описания (МО) конкретного про-
цесса теплообмена; 

– выбор и реализация алгоритма (моделирующего алгоритма – 
МА) решения уравнений МО модели данного теплообменника. 

Представленная на рис. 2.13 схема теплообменника включает в 
себя два потока теплоносителей – например, охлаждаемый поток с на-
чальной температурой (на входе в аппарат) (0)

1T , конечной температу-
рой (на выходе) T1, расходом v1, теплоемкостью Cp1 и нагреваемый по-
ток с начальной температурой (на входе в аппарат) (0)

2T , конечной 
температурой (на выходе) Т2, расходом v2, теплоемкостью Сp2. По-
верхность теплообмена имеет площадь FT. Коэффициент теплопере-
дачи обозначен KT. 

 

 
Рис. 2.13. Схематическое изображение теплообменника «смешение – смешение» 

 
Для упрощения построения математического описания рассмат-

риваемого процесса принимаются следующие допущения: 
– рассматривается стационарный режим теплопередачи; 
– оба потока теплоносителя описываются моделью идеального 

смешения; 
– происходит только процесс теплопередачи. 
Так как рассматривается стационарный режим, следовательно, 

уравнение теплового баланса для потока первого теплоносителя для 
рассматриваемой гидродинамической модели идеального смешения 
записывается следующим образом (см. табл. 2.2) – производная по 
времени равна нулю: 

 (0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1 11 0T T

p pv C T v C T F q− + Δ = , (2.90) 

где ΔqT – локальная интенсивность теплопередачи. 

(0)
2T

T1
(0)

1T

FTKT 

T2

v1Cp1

v2Cp2
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В систему уравнений МО в соответствии с принципами построе-
ния компьютерных моделей, сформулированными в разделе 2, необ-
ходимо включить выражение для локальной интенсивности теплопе-
редачи для первого потока теплоносителя (см. табл. 2.1): 

 1 2 12 ( )T Tq K T TΔ = − . (2.91) 

Уравнение теплового баланса для потока второго теплоносителя 
для рассматриваемой гидродинамической модели идеального пере-
мешивания записывается аналогично (2.90) – производная по времени 
также равна нулю: 

 (0) (0) (0)
2 2 2 2 2 2 23 0T T

p pv C T v C T F q− + Δ = . (2.92) 

Выражение для локальной интенсивности теплопередачи для вто-
рого потока теплоносителя также включается в систему уравнений МО: 

 2 1 24 ( )T Tq K T TΔ = − . (2.93) 

Учитывая, что локальные интенсивности теплопередачи обоих 
потоков совпадают по величине, но различны по знаку, можно за-
писать 

 1 2
T T Tq q qΔ = Δ = −Δ . (2.94) 

Это дает возможность сократить количество уравнений, входящих 
в систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) математиче-
ского описания для данной модели теплообменника. В результате эта 
система записывается следующим образом: 

 ( )
(0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1

(0) (0) (0)
2 2 2 2 2 2

2 1

1 0;

2 0;

3 ( ).

T T
p p

T T
p p

T T

v C T v C T F q

v C T v C T F q

q K T T

− + Δ =

− + −Δ =

Δ = −

 (2.95) 

Рассмотрим следующие частные случаи. 
Первый частный случай – принимается допущение о том, что 

константа теплопередачи через поверхность теплообмена FT постоян-
на (KT = const). Это означает, что, в частности, теплоемкости потоков 
Cp1 и Cp2 постоянны и не зависят от температуры. 

В этом случае система из трех уравнений (2.95) позволяет найти 
три определяемых переменных. В качестве определяемых переменных 
выбираем температуры потоков на выходе из теплообменника T1 и T2 
и локальную интенсивность теплопередачи ΔqT. 
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Найдем решение системы уравнений МО рассматриваемой моде-
ли теплообменника (2.95). Для этого преобразуем систему (2.95) пу-
тем подстановки в уравнения 1 и 2 выражения для локальной интен-
сивности теплопередачи ΔqT: 

 

( ) ( )

( ) ( )
111 12

221 22

(0) (0) (0)
1 1 1 2 1 1 1

(0) (0) (0)
1 2 2 2 2 2 2

1 ;

2 .

T T T T
p p

ba a

T T T T
p p

ba a

v C F K T F K T v C T

F K T v C F K T v C T

+ + − =

− + + =

 

 

 (2.96) 

Обозначив коэффициенты перед переменными T1 и T2 как «а» с 
соответствующими индексами и свободные члены уравнений 1 и 2 
системы (2.96) как «b» с соответствующими индексами, получаем 
возможность записать СЛАУ (2.96) в матричном виде: 

 
11 12 1 1

21 22 2 2

;

 ,

A x b

a a T b

a a T b

⋅ =

     
⋅ =     

     

 (2.97) 

откуда методом обратной матрицы находим значения температур по-
токов на выходе из теплообменника T1, Т2: 

 
1

1 11 12 1

2 21 22 2

.
T a a b

T a a b

−
     

= ⋅     
     

 (2.98) 

После определения температур потоков на выходе из теплооб-
менника из уравнения 3 системы (2.95) определяется значение ло-
кальной интенсивности теплопередачи ΔqT. Таким образом определя-
ются все три искомые переменные. 

Второй частный случай – константа теплопередачи непостоянна 
и зависит от температур, теплоемкостей и расходов потоков              
(KТ ≠ const), также учитывается зависимость теплоемкостей потоков 
(Cр1, Ср2) от температуры. 

В этом случае к уравнениям 1, 2 и 3 системы уравнений МО (2.95) 
должны быть добавлены уравнения (2.99), (2.100) и (2.101), являющиеся 
выражениями для константы теплопередачи и теплоемкостей потоков: 

 ( )1 2 1 2 1 2, , , , ,T T
p pK K T T v v C C= ; (2.99) 

 2 3
1 1 1 1 1 1 1 1pC a b T c T d T= + + + ; (2.100) 

 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2pC a b T c T d T= + + + , (2.101) 
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где а, b, с и d – константы для конкретных теплоносителей, значения 
которых доступны в справочной литературе. 

В результате система уравнений МО теплообменника типа «сме-
шение – смешение» (2.95) записывается следующим образом: 
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q K T T

K K T T v v C C

C a b T c T d T

C a b T c T d T
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=
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 (2.102) 

В данном случае из шести уравнений системы уравнений МО 
(2.102) возможно найти шесть определяемых переменных. Выберем 
переменные температуры потоков на выходе из теплообменника T1 и 
T2, локальную интенсивность теплопередачи ΔqT, константу теплопе-
редачи KT и теплоемкости потоков Ср1 и Ср2: 

 T1, T2, ΔqT, KT, Ср1, Ср2. (2.103) 

Информационная матрица системы уравнений (2.102) с опреде-
ляемыми переменными (2.103) представлена в табл. 2.7. 

 
Таблица 2.7  

Информационная матрица системы уравнений МО стационарного режима 
процесса теплопередачи в теплообменнике типа «смешение – смешение» 

Номер 
уравнения 

Определяемые переменные Номер 
шага T1 T2 ΔqT KT Cp1 Cp2 

1      2 

кор.ур2   
     4 

кор.ур3  
     6 

4      5 

5      1 

6      
 

3 + + 
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+ +++ + 

+++ + 

+ ++ 

+++ 
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Блок-схема алгоритма расчета составлена в соответствии с ин-
формационной матрицей (табл. 2.7) и изображена на рис. 2.14. 

 

 
Рис. 2.14. Блок-схема алгоритма расчета стационарного режима процесса  

теплопередачи в теплообменнике типа «смешение – смешение» 
 

Шаг 1 решения системы уравнений (2.102) – задание начального 
приближения, в данном случае – произвольное задание температуры 
первого потока на выходе из теплообменника T1 и определение тепло-
емкости первого потока Ср1 по уравнению 5. После этого на втором 
этапе вычислений (шаг 2) определяется значение локальной интен-
сивности теплопередачи ΔqT по уравнению 1. Шаг 3 – задание началь-
ного приближения по температуре второго потока на выходе из теп-
лообменника Т2 и определение теплоемкости второго потока Ср2 по 
уравнению 6. Шаг 4 – определение во внутреннем итерационном цик-
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ле значения температуры второго потока на выходе из теплообменни-
ка Т2 по уравнению 2 (коррекция значения T2): 

         { } { }(0) (0) (0)
2 2 2 2 2 2 2 2 2 20T T

p pf v C T v C T T F q T T≡ − − Δ = → ,  (2.104) 

где f2 – функция уравнения (2.104), решаемого относительно Т2. 
Следующий шаг (шаг 5) – определение значения константы теп-

лопередачи KT по уравнению 4. Последний, 6-й шаг решения – опре-
деление во внешнем итерационном цикле точного значения темпера-
туры первого потока на выходе из теплообменника 1T∗  по уравне-
нию 3 – коррекция значения T1: 

 { } { } { }( )3 1 1 2 1 1 0T Tf q T K T T T T≡ Δ − ⋅ − = , (2.105) 

где f3 – функция уравнения (2.105), решаемого относительно T1. 
 

2.5.2. Математическая модель стационарного режима 
процесса теплопередачи в теплообменнике типа «сме-
шение – вытеснение» 

Такая модель может использоваться для описания процесса теп-
лопередачи в резервуаре со змеевиковым теплообменником. Схемати-
чески такую систему можно изобразить, как показано на рис. 2.15. 

 

 
Рис. 2.15. Схематическое изображение теплообменника  

«смешение – вытеснение» 

 
Эта схема включает в себя два потока теплоносителей – поток в 

резервуаре с начальной температурой (на входе в аппарат) (0)
1T , конеч-

ной температурой (на выходе) T1, расходом v1, теплоемкостью Cp1, и 
поток в змеевике с начальной температурой (на входе в аппарат) (0)

2T , 
конечной температурой (на выходе) T2(L), расходом v2, теплоемко-
стью Ср2. Длина змеевика обозначена L.  
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Для построения математического описания данной модели при-
мем следующие допущения: 

– поток, проходящий через резервуар, описывается гидродинами-
ческой моделью идеального смешения; 

– поток в змеевике описывается гидродинамической моделью 
идеального вытеснения; 

– рассматривается стационарный режим работы теплообменника; 
– коэффициент теплопередачи считается постоянным; 
– никаких процессов кроме теплопередачи не происходит; 
– теплоемкости теплоносителей одинаковы и не меняются с изме-

нением температуры. 
Уравнение теплового баланса для потока теплоносителя в резер-

вуаре для рассматриваемой гидродинамической модели идеального 
смешения записывается следующим образом (см. табл. 2.2): 

 (0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1 11 0T T

p pv C T v C T F q− + Δ = . (2.106) 

Выражение для локальной интенсивности теплопередачи для по-
тока теплоносителя в резервуаре: 

 1 2 12 ( )T Tq K T TΔ = − . (2.107) 

Уравнение теплового баланса для потока в змеевике (гидродина-
мический режим идеального вытеснения): 

 2
2 2 23

T
T

p
dT F

v C q
d L

= Δ


. (2.108) 

Температура теплоносителя меняется по длине змеевика, для учета 
чего используется дифференциальное уравнение (2.108). Координата ℓ 
направлена вдоль движения потока теплоносителя в змеевике. Начало 
координат совпадает со входом теплоносителя в змеевик (рис. 2.15). 

Выражение для локальной интенсивности теплопередачи для по-
тока теплоносителя в змеевике: 

 2 1 24 ( )T Tq K T TΔ = − . (2.109) 

С учетом равенства (2.94) выведем уравнение общего теплового 
баланса в резервуаре: 

 (0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1 ср

0T T
p pv C T v C T F q − + Δ =  . (2.110) 

В уравнении (2.110) произведение [FTΔqT]ср представляет собой 
усредненную по длине змеевика скорость теплопередачи. 
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Уравнение теплового баланса для потока в змеевике (2.108) записы-
вается через ΔqT с учетом (2.94) следующим образом (табл. 2.1 и 2.2): 

 ( )2
2 2

T
T

p
dT F

v C q
d L

= −Δ


. (2.111) 

Для того чтобы определить усредненную скорость теплопередачи 
в рассматриваемой модели теплообменника, необходимо найти пло-
щадь криволинейной трапеции под линией [FTΔqT] на рис. 2.16, т. е. 
проинтегрировать функцию [FTΔqT] по длине змеевика и разделить на 
длину змеевика, в результате чего получается усредненное значение 
скорости теплопередачи [FTΔqT]ср: 

 
ср

0

1 L
T T T TF q F q d

L
 Δ = Δ    . (2.112) 

 
Рис. 2.16. Зависимость функции [FTΔqT] от длины змеевика 

 

При интегрировании (2.112) с учетом (2.111) будет справедливо: 

 ( ) ( )2
2 2 2 2 2 2ср

0

0
L

T T
p p

dT
F q v C d v C T L T

d
 Δ = − = − −     


. (2.113) 

Подставляя выражение для функции [FTΔqT]ср (2.113) в (2.110), 
получаем уравнение общего теплового баланса для змеевикового теп-
лообменника: 

 ( ) ( )(0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 0 0p p pv C T v C T v C T L T− − − =   . (2.114) 

Система уравнений МО рассматриваемой модели теплообменника 
таким образом будет состоять из следующих уравнений: 

– уравнения общего теплового баланса (2.114); 
– обыкновенного дифференциального уравнения в явном виде для 

потока теплоносителя в змеевике (2.108); 

0 L

[FTΔqT]ср

FTΔqT 
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– выражения для локальной скорости теплопередачи 

 1 2( )T Tq K T TΔ = − . (2.115) 

Кроме этого, для решения дифференциального уравнения (2.108) 
(вычисления частного решения на компьютере) к данной системе 
уравнений МО необходимо добавить начальное условие: 

 ( ) (0)
2 22 0T T′ = . (2.116) 

Таким образом, система уравнений математического описания 
стационарного режима теплопередачи в теплообменнике типа «сме-
шение – вытеснение» будет состоять из четырех уравнений: 

 

( ) ( )

( )

( )

(0) (0) (0)
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

2
2 2

1 2

(0)
2 2

1 0 0;

2 ;

3 ( );

2 0 .

p p p

T
T

p

T T

v C T v C T v C T L T

dT F
v C q

d L

q K T T

T T ∗

− − − =  

= −Δ

Δ = −

′ =

  (2.117) 

В качестве определяемых переменных для решения системы 
уравнений (2.117) выбираются: функции зависимости температуры 
теплоносителя в змеевике и локальной скорости теплопередачи от 
длины змеевика (рис. 2.17), температура теплоносителя в резервуаре и 
начальная температура теплоносителя в змеевике: 

 T2 = T2(ℓ), ΔqT(ℓ), T1, T2(0). (2.118) 

В данном случае дополнительное условие 2′ задается при одном 
значении независимой переменной, т. е. решается задача Коши. Реше-
ние T2 = T2(ℓ) дифференциального уравнения 2 схематически показано 
на рис. 2.17. 

 

 
Рис. 2.17. Зависимость температуры теплоносителя  

в змеевике от длины змеевика 
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Уравнение 2 для решения на компьютере представляется в конеч-
но-разностной форме c использованием явной схемы Эйлера. Соглас-
но нумерации системы (2.117) это будет уравнение 2*: 

 ( )
( 1) ( )

( )2 2
2

2 2

2
k k T

T k

p

T T F
q f

Lv C

+
∗ − ≅ −Δ ≡

Δ
, (2.119) 

где f2 – правая часть дифференциального уравнения (2.111) и конечно-
разностного уравнения (2.119). Последнее уравнение записано для ма-
лого интервала длины змеевика. Вся длина змеевика разбивается на n 
интервалов одинаковой длины 

 
L

n
Δ = , (2.120) 

чему на координатной оси ℓ будет соответствовать (n + 1) точка с индек-
сом k, начинающимся с 0 (при ℓ = 0) и заканчивающимся n (при ℓ = L). 
Эти точки называют также узловыми точками или узлами сетки для 
численного решения дифференциальных уравнений. Уравнение 
(2.119) записывается для каждого интервала k, номер которого в соот-
ветствии с (2.119) будет меняться от 0 до (n – 1). Для численного ре-
шения системы фактически должно быть записано n конечно-
разностных уравнений 2*, (n + 1) уравнений 3 (2.117), одно уравнение 
для граничного условия 2’ и одно уравнение для теплового баланса в 
резервуаре 1. Всего получается 2( 1) 1n+ +  уравнений, из которых мо-
жем определить такое же число неизвестных. Такими неизвестными 
будут значения температуры теплоносителя в змеевике и локальной 
интенсивности теплопередачи в узловых точках змеевика ( )

2 ,kT  

( )( ) 0, ,T kq k nΔ =  , температура теплоносителя в резервуаре T1. Сис-

тема уравнений будет выглядеть так: 

 
( ) ( )

( )

(0) (0) (0) ( ) (0)
1 1 1 1 1 1 2 2 2 2

( 1) ( )
( )2 2

2 2

( ) ( )
1 2

(0) *(0)
2 2

1 0;

2 , 0, , 1 ;

3 ( ), 0, , ;

2 .

n
p p p

k k T
T k

p

T k T k

v C T v C T v C T T

T T F
q k n

Lv C

q K T T k n

T T

+
∗

 − − − = 
− = −Δ = −

Δ

Δ = − =

′ =






 (2.121) 

Здесь в уравнении 1 значения температуры теплоносителя в нача-
ле и в конце змеевика представляют собой значения температуры в 
узловых точках 0 и n, соответственно.  
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Значения переменных T2 и Δq в узловых точках находят последо-
вательно, начиная от k = 0 из уравнений 2*, 3 и 2’. При этом необхо-
димо использовать значение температуры в резервуаре T1, которое не-
известно. Поэтому расчет начинается с начального приближения для 
температуры в резервуаре 1T , которое впоследствии корректируется с 
использованием уравнения 1 (табл. 2.8). При этом процедура решения 
дифференциального уравнения, выражаемая на блок-схеме (рис. 2.18) 
алгоритмическим блоком «2*», входит в состав функции, вычисляю-
щей левую часть корректирующего уравнения 1 (табл. 2.8). 

В информационной матрице системы уравнений МО стационар-
ного режима процесса теплопередачи в теплообменнике типа «сме-
шение – вытеснение» (табл. 2.8) уравнение 1 (корректирующее урав-
нение) – это внешний цикл решения задачи; уравнение 2* (цикл    
решения дифференциального уравнения) – это внутренний цикл ре-
шения задачи. Вычисления, соответствующие 4-му шагу, проводятся 
после повторения шагов 1–3 для всех узловых точек, чтобы вычислить 
значение T2 в последней узловой точке ( )

2
nT , которое используется в 

уравнении 1. 
 

Таблица 2.8 
Информационная матрица системы уравнений МО стационарного режима 
процесса теплопередачи в теплообменнике типа «смешение – вытеснение» 

Номер  
уравнения 

Определяемые переменные Номер 
шага T1 ( )( ) (0)

2 2
kT T  ( )( 1) ( )

2 2
k nT T+  ΔqT 

кор.ур1  
    4 

2*    3 

3    
 

2 

2′    1 

 

Функция f1 (рис. 2.17) представляется в следующем виде: 

 { }(0) (0) (0) ( ) (0)
1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 2( ) n

p p pf T v C T v C T v C T T T = − − −  , (2.122) 

где { }( )
2 1

nT T  представляет собой программную функцию от неизвест-

ной T1, включающую в себя алгоритм решения дифференциального 
уравнения 2 путем последовательных вычислений всех значений пере-

+

+ ++ 

+ ++

+++ 
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менных T1 и ΔqT в узловых точках. Функция f2 (рис. 2.18) представляет 
собой программную функцию вычисления правой части уравнения 2* 
(2.121) в зависимости от T2, вычисляемую по шагам 1 и 2 (табл. 2.8): 

 ( ) { }( )2 2 2
2 2

T
T

p

F
f T q T

Lv C
= −Δ . (2.123) 

 

 
Рис. 2.18. Блок-схема алгоритма расчета стационарного режима процесса  

теплопередачи в теплообменнике типа «смешение – вытеснение» 
 
В соответствии с выбранным алгоритмом решения задачи 

(рис. 2.18) во внешнем цикле решения может быть применен, напри-
мер, метод половинного деления для решения одного уравнения 
(2.120). Во внутреннем цикле решается дифференциальное уравнение 
(2.111) или, соответственно, (2.119) (например, методом Эйлера) при 
каждом очередном приближении T1. 
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2.6. Математические модели процессов 
химических превращений 

 
Химические реакторы являются основными аппаратами в хими-

ческой технологии. В них в результате химических превращений из 
исходных веществ получают целевые продукты. Скорость химиче-
ских реакций описывается на основе известных законов: закона дей-
ствующих масс, описывающего влияние концентрации реагирующих 
веществ на скорость реакции, и уравнения Аррениуса, которое опи-
сывает влияние температуры на скорость реакции. Однако эти урав-
нения применимы для описания микрокинетики реакции, т. е. для 
описания закономерностей скорости реакции в единице объема или 
для единицы поверхности реагирующей системы. При описании 
макрокинетики процессов в химических реакторах уравнения микро-
кинетики составляют только часть описания. Основу математическо-
го описания процессов в химических реакторах составляют уравне-
ния балансов (табл. 2.2). Уравнения микрокинетики используют для 
задания интенсивностей источников вещества и теплоты (табл. 2.1) в 
уравнениях балансов. 

Химические реакторы бывают разных типов и видов, число кото-
рых очень велико. Можно предложить следующие признаки, по кото-
рым классифицируют химические реакторы: 

– режим движения реакционной среды (реакторы смешения, 
трубчатые реакторы); 

– условия теплообмена между реактором и окружающей средой 
(изотермические, адиабатические); 

– метод организации теплообмена (реакторы с внешним теплооб-
меном, реакторы с внутренним теплообменом, автотермические реак-
торы); 

– фазовый состав реакционной смеси (реакторы для гомогенных 
процессов: газофазные, жидкофазные; реакторы для гетерогенных 
процессов: газожидкостные и т. д.); 

– метод организации процесса (периодические, непрерывные, по-
лупериодические); 

– характер изменения параметров процесса во времени (стацио-
нарные и нестационарные); 

– конструкционные характеристики (емкостные реакторы, колон-
ные реакторы, реакторы-теплообменники, реакционные печи, авто-
клавы и т. д.). 
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Для целей моделирования следует выделить следующие виды ре-
акторов: 

– по режиму движения реакционной среды: реакторы с мешалкой 
и трубчатые реакторы; 

– по условиям теплообмена: адиабатические и изотермические; 
– по организации процесса: периодические, непрерывные и полу-

периодические. 
Реакторы с мешалкой представляют собой резервуары, снабжен-

ные перемешивающими устройствами (мешалками или насосами). 
Как правило, перемешивание осуществляется настолько интенсивно, 
что обеспечивает равномерность состава и температуры в объеме ре-
актора. Такие реакторы также называют реакторами идеального сме-
шения. Для математического описания процессов в таких реакторах 
можно использовать модель идеального смешения. При принятии до-
пущения об идеальном перемешивании реакционной смеси реактор с 
мешалкой рассматривается как объект с сосредоточенными парамет-
рами, и задача математического моделирования заключается в опре-
делении параметров выходного потока в стационарном и нестацио-
нарном режимах.  

Трубчатые реакторы представляют собой полую трубу или сис-
тему из таких труб, через которые непрерывно проходит реакционная 
смесь. Для математического описания таких реакторов можно исполь-
зовать модель идеального вытеснения или однопараметрическую 
диффузионную модель. При использовании модели идеального вы-
теснения часто пользуются термином реактор идеального вытесне-
ния. Он представляет собой длинный канал, через который реакцион-
ная смесь движется в поршневом режиме. Каждый элемент потока, 
условно выделенный двумя плоскостями, перпендикулярными оси ка-
нала, движется через него как твердый поршень, вытесняя предыду-
щие элементы потока и не перемешиваясь ни с предыдущими, ни со 
следующими за ним элементами. 

Идеальное вытеснение возможно при выполнении следующих 
допущений: 

– движущийся поток имеет плоский профиль линейных скоро-
стей; 

– отсутствует обусловленное любыми причинами перемешивание 
в направлении оси потока; 

– в каждом отдельно взятом сечении, перпендикулярном оси по-
тока, параметры процесса (концентрации, температуры и т. д.) полно-
стью выровнены. 
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Следует отметить, что строго эти допущения в реальных реакто-
рах не выполняются.  

Поэтому более предпочтительным является использование одно-
параметрической диффузионной модели для описания движения по-
тока реакционной смеси в трубчатых реакторах. В отличие от модели 
идеального вытеснения, в этой модели учитывается наличие переме-
шивания реакционной среды в осевом направлении, вызванного про-
дольной диффузией. 

Изотермические реакторы – это реакторы, в которых температу-
ра поддерживается постоянной. Такой тип реакторов иногда называют 
реактор с рубашкой. Адиабатические реакторы – это реакторы, в ко-
торых отсутствует теплообмен с окружающей средой.  

Периодические реакторы – это реакторы, в которых реагенты по-
даются в реактор перед началом реакции, продукты отводятся из ре-
актора после завершения реакции: время пребывания реагентов в ре-
акторе и время реакции совпадают. Непрерывные реакторы – это    
реакторы, в которых подвод реагентов и отвод продуктов реакции 
осуществляются в одно и то же время непрерывно или параллельно: 
время пребывания реагентов в реакторе и время реакции, как правило, 
не совпадают. Полупериодические реакторы – это реакторы, в кото-
рых подвод некоторых реагентов или отвод некоторых продуктов 
осуществляется непрерывно, а других – периодически. 

 

2.6.1. Описание микрокинетики химических реакций 
Рассмотрим протекающие в гомогенном химическом реакторе 

процессы в общем случае с участием n компонентов и m элементар-
ных химических реакций. При этом компоненты будем нумеровать 
индексом i, который меняется от 1 до n, а химические реакции в сис-
теме – индексом j, меняющимся от 1 до m. 

Для математического описания процессов используем более чет-
кие понятия скоростей реакций. Вначале определим скорость образо-
вания (расходования) некоторого i-го компонента за счет всех реакций 
в системе (локальная интенсивность источника вещества данного 
компонента за счет химических реакций, табл. 2.1):  

 
1

α
m

R
i ij j

j

g r
=

= , (2.124) 

где rj – скорость j-й химической реакции, записанной в расчете на 
1 моль любого компонента данной реакции; αij – стехиометрический 
коэффициент i-го компонента в j-й химической реакции, причем, если 
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i-й компонент является продуктом j-й реакции, то αij > 0 (компонент 
образуется и его количество в системе увеличивается), если i-й ком-
понент – реагент j-й реакции, то αij < 0 (компонент расходуется в ре-
акции и его количество в системе уменьшается), если i-й компонент 
не участвует в j-й реакции, то αij = 0. Локальная интенсивность R

ig  
может быть как положительной, так и отрицательной величиной. Со-
вокупность стехиометрических коэффициентов αij образует прямо-
угольную матрицу стехиометрических коэффициентов для всех ком-
понентов и химических реакций в системе: 
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. (2.125) 

Скорость химической реакции записывается на основе закона 
действующих масс 

 
β

1

ij
n

j j i
i

r k x
=

= ∏ , (2.126) 

где kj – константа скорости j-й реакции; хi – концентрация i-го компо-
нента в системе; βij – стехиометрический коэффициент i-го компонен-
та как реагента в j-й реакции, причем βij = –αij, если i-й компонент – 
реагент в j-й химической реакции и βij = 0, если i-й компонент – про-
дукт в j-й химической реакции или не участвует в ней. Скорость rj – 
только положительная величина. 

Выражения для локальных интенсивностей источников вещества 
в системе за счет химических реакций (2.124) можно записать в мат-
ричном виде, если ввести вектор-столбец локальных интенсивностей 
источников вещества для компонентов системы 1 2, , ,R R R R

ng g g g =    и 

вектор-столбец скоростей реакций [ ]1 2, , , mr r r r=  : 
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  (2.127) 

или 

 αRg r= ⋅ . (2.128) 
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Константы скоростей реакций в уравнении (2.126) можно выра-
зить по уравнению Аррениуса для учета влияния температуры на ско-
рость реакции: 

 
jE

RT
j jk A e

−
= ⋅ , (2.129) 

где Aj, Ej – предэкспоненциальный множитель и энергия активации, 
соответственно, для скорости j-й реакции. Константы скорости, пре-
дэкспоненциальные множители и энергии активации также можно 
представлять в виде векторов, обозначаемых соответственно ,  ,  k A E . 

 
2.6.2. Математическая модель стационарного режима 

процесса в реакторе с мешалкой и рубашкой 
Реактор с мешалкой и рубашкой означает, что при составлении урав-

нений балансов используется гидродинамическая модель идеального 
смешения и процессы протекают при постоянной температуре (изотер-
мические процессы). Схема такого реактора представлена на рис. 2.19.  

 

 
Рис. 2.19. Схема реактора с мешалкой и рубашкой 

 
Для построения математической модели химического превраще-

ния в реакторе в стационарном состоянии принимаются следующие 
допущения: 

– движение потоков реакционной смеси в реакторе (основной по-
ток) и теплоносителя в рубашке (вспомогательный поток) представля-
ется гидродинамическими моделями идеального смешения; 

– параметры потока теплоносителя в рубашке (обозначаются 
нижним индексом T) постоянны, кроме температуры; 

– учитываем только процессы химических превращений и тепло-
передачи в системе; 

(0)
TT  TT

(0) (0) (0), , px T C

, , px T C
,  T TF K
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– коэффициент и поверхность теплопередачи между основным и 
вспомогательным потоками являются постоянными. 

Уравнение баланса массы i-го компонента в реакторе будет иметь 
вид (табл. 2.2): 

 (0) (0) 0R R
i i iv x vx V g− + = . (2.130) 

Число компонентов в системе равно n, следовательно i = 1,…,n. 
Уравнение общего баланса массы запишется так: 

 (0)

1

0
n

R R
i

i

v v V g
=

− + = . (2.131) 

Уравнение теплового баланса в реакторе будет выглядеть так: 

 (0 ) (0 ) (0 ) 0R R T T
p pv C T vC T V q F q− + Δ + Δ = . (2.132) 

Уравнение теплового баланса для теплоносителя в рубашке: 

 (0) (0) ( ) 0T
T pT T T pT T Tv C T v C T V q− + −Δ = , (2.133) 

где VT – объем теплоносителя в рубашке. Обозначения остальных ве-
личин приведены в подразделе 2.2. 

В систему уравнений математического описания следует также 
включить уравнения для локальных интенсивностей источников ве-
щества (2.124), теплоты (2.9) и (2.16). Зависимость теплоемкости реа-
гирующей смеси в реакторе от состава можно выразить следующим 
модельным уравнением: 

 
1

n

p pi i
i

C C x
=

≈  , (2.134) 

где Cpi – теплоемкость индивидуального i-го компонента. Кроме того 
учтем, что теплоемкости компонентов зависят от температуры соглас-
но известному эмпирическому кубическому закону: 

 2 3
pi i i i iC a b T c T d T= + + + , (2.135) 

где ai, bi, ci, di – коэффициенты зависимостей, приводимые в справоч-
никах. 

Таким образом, система уравнений математического описания 
стационарного режима процесса в реакторе с мешалкой и рубашкой 
будет состоять из n уравнений балансов массы по каждому компонен-
ту, n уравнений для локальных интенсивностей источников вещества 
каждого компонента, n уравнений для теплоемкостей компонентов, m 
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уравнений для скоростей реакций, m уравнений для констант скоро-
стей реакций, по одному уравнению общего баланса массы в реакторе, 
общей теплоемкости реакционной смеси в реакторе, теплового балан-
са в реакторе, теплового баланса в рубашке, локальной интенсивности 
источника теплоты за счет реакции и за счет теплопередачи: 
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(0) (0) 0.T T
T pT T T pT Tv C T v C T F q− − Δ =

 

(2.136)

 

Данная система состоит из (3n + 2m + 6) уравнений и представляет 
собой систему конечных уравнений. В качестве определяемых пере-
менных выберем концентрации компонентов в реакторе (xi), локальные 
интенсивности источников вещества компонентов ( R

ig ), теплоемкости 
индивидуальных компонентов (Cpi), скорости и константы скорости ре-
акций (ri и ki), объем, температуру и теплоемкость реагирующей смеси 
в реакторе (VR, T и Cp), локальные интенсивности источников теплоты 
за счет химических реакции и теплопередачи (ΔqR и ΔqT) и температуру 
теплоносителя в рубашке (TT) – всего (3n + 2m + 6) переменных. Ин-
формационная матрица данной системы представлена в табл. 2.9, а со-
ответствующая блок-схема алгоритма решения – на рис. 2.20. 
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Таблица 2.9 
Информационная матрица системы уравнений МО  

стационарного режима процесса в реакторе с мешалкой и рубашкой 

Номер 
уравнения

Определяемые переменные Номер
шагаx Rg  r k T ΔqT ΔqR Cp VR pC  TT 

кор.ур1  
         6 

2  
          4 

3   
 

       3 

4           1 

5           5 

6       9 

7           8 

8         
 

10 

9           7 

10          
 

 2 

кор.ур11   
 

        11 

 
Рассмотрим алгоритм решения системы, в соответствии с крайним 

правым столбцом матрицы. На 1-м шаге задается начальное приближе-
ние для температуры в реакторе T и вычисляется вектор констант ско-
ростей реакций k  по уравнениям 4. На 2-м шаге из T вычисляется век-
тор теплоемкостей компонентов pC  по уравнениям 10. На 3-м шаге за-

дается начальное приближение вектора концентраций компонентов x  
и находится вектор скоростей реакций r. Далее последовательность 
вычислений в соответствии с крайним правым столбцом информаци-
онной матрицы приводит к системе корректирующих уравнений 1 и 11 
для переменных x  и T. Таким образом, размерность системы уравне-
ний (2.136) снижается до (n + 1)-го уравнения.  
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Рис. 2.20. Блок-схема алгоритма расчета стационарного режима процесса  

в реакторе с мешалкой и рубашкой 
 
Решать данную систему можно с использованием стандартных ал-

горитмов вычислительной математики, для чего необходимо составить 
программные функции вычисления левых частей корректирующих 
уравнений. Эти функции можно представить в виде вектор-функции 

Старт 

Ввод: (0) (0), , α, ,px C A E , v, v(0), CpT,

(0) , , , , , , ,
R

TT H T x a b c dΔ   , F
T
, K

T
 

1f  

r

4 10  

f
11

 

pC

x

Вывод: , , , ,R
px g r k C∗ ∗ ∗ ∗ ∗ , 

T*, ΔqR*, ΔqT*, Cp*, VR* TT*

Cp 

Стоп 

T  

1  

11 

k

3 9 

2 7 
Rg ΔqR

5
VR

6 

8 

ΔqT

TT



103 

 ( ) { } { }(0) (0)
1 , , ,R Rf x T v x vx V x T g x T= − + ⋅  (2.137) 

и обычной функции 

     ( ) { } ( )(0 ) (0 )
11 , , ,T T

T pT T T pT Tf x T v C T v C T x T F q x T= − − Δ . (2.138) 

Эти функции будут зависеть от корректируемых переменных и 
представлять собой последовательность вычислений в соответствии с 
правым столбцом информационной матрицы. Решение системы полу-
ченных корректирующих уравнений можно организовать в виде двух 
вложенных циклов (рис. 2.19). Во внутреннем цикле проводится ре-
шение системы уравнений 1  с использованием вектор-функции 
(2.137) и алгоритмического блока « 1 » при заданном значении пере-
менной T, которое задается во внешнем цикле решения уравнения 11 с 
использованием функции (2.138). При этом функция (2.138) должна 
зависеть только от T и включать в себя алгоритмический блок « 1 » с 
внутренним циклом вычисления вектора концентраций x . 

 
2.6.3. Математическая модель стационарного режима 

процесса в трубчатом реакторе с рубашкой 
Трубчатый реактор предполагает использование гидродинамиче-

ской модели идеального вытеснения (табл. 2.2) при составлении урав-
нений балансов. В таком реакторе концентрации компонентов, темпе-
ратура и другие переменные изменяются по длине реактора. Рубашка 
указывает на использование теплоносителя для контроля температуры 
в реакторе. Будем считать, что поток в рубашке для трубчатого реак-
тора будет также описываться моделью идеального вытеснения и тем-
пература теплоносителя будет меняться по длине реактора и рубашки. 
Схема такого реактора может быть представлена рис. 2.21. 

 

 
Рис. 2.21. Схема трубчатого реактора с рубашкой 
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Перечислим основные допущения, используемые при построении 
математической модели такого реактора: 

1) движение реакционной смеси в реакторе и потока теплоносите-
ля в рубашке представляется гидродинамическими моделями идеаль-
ного вытеснения; 

2) параметры потока теплоносителя в рубашке постоянны, кроме 
температуры потока теплоносителя в рубашке;  

3) реакции в реакторе – гомогенные, без фазовых переходов;  
4) тепловые эффекты реакции не зависят от температуры. 
5) коэффициент теплопередачи – постоянен. 
Система уравнений математического описания будет включать те 

же уравнения, что и для реактора с мешалкой и рубашкой (2.136), 
только уравнения балансов записываются для гидродинамической мо-
дели идеального вытеснения (табл. 2.2). Эти уравнения представляют 
собой обыкновенные дифференциальные уравнения первого порядка, 
и решение данной системы будет представлять собой функции зави-
симости определяемых переменных по длине реактора, т. е. функции 
от переменной ℓ. 

Уравнения баланса массы по компонентам будут выглядеть так: 

 ( )
, 1, ,

R
i R

i

d vx V
g i n

d L
= = 


. (2.139) 

Уравнение общего баланса массы запишется так: 

 
1

R n
R
i

i

dv V
g

d L =
= 


. (2.140) 

Уравнение теплового баланса в реакторе учитывает два процес-
са – химическое превращение и теплопередачу: 

 
( ) R T

R T

p p

d vT V F
q q

d C L C L
= Δ + Δ


, (2.141) 

а уравнение теплового баланса в рубашке – только теплопередачу: 

 ( )
T

TT

pT T

dT F
q

d C Lv
= −Δ


. (2.142) 

Для получения частного решения дифференциального уравнения 
необходимо задать в данном случае одно граничное условие. Такими 
условиями для уравнений (2.139)–(2.142) будут значения переменных 
на входе в реактор, т. е. при ℓ = 0: 
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 (0) (0) (0) (0)(0) ;  (0) ;  (0) ;  (0)T Tx x v v T T T T= = = = . (2.143) 

Для сокращения числа определяемых переменных в системе 
(2.136) подставим уравнения 4  в 3 , а 3  в 2  и 7. Также подставим 
уравнение 8 в 6 и 11, а уравнения 10 в 9. В итоге число уравнений и 
определяемых переменных в системе уменьшится на (n + 2m + 1), и 
после замены балансовых уравнений получим следующую систему 
уравнений математического описания процессов в трубчатом реакторе 
с рубашкой: 
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(2.144)

 

Всего получилось (2n + 5) уравнений. Определяемыми неизвест-
ными будут функции 

 ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )R R
i i p Tx g v T q C TΔ       . (2.145) 

Для численного решения дифференциальных уравнений необхо-
димо разбить отрезок [0; L] на n равных интервалов длиной Δℓ и ис-
кать значения переменных в узловых точках, являющихся границами 
интервалов. Для решения этой задачи нужно для каждого интервала 
записать дифференциальные уравнения в конечно-разностном виде, а 
остальные уравнения записать для каждой узловой точки. Для состав-
ления конечно-разностных уравнений будем использовать явную схе-



106 

му Эйлера, отличающуюся простым алгоритмом вычислений. С уче-
том граничных условий (2.143) получим следующую систему конеч-
ных уравнений: 
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(2.146)

 

Данную систему можно рассматривать как систему 11 уравнений, 
записанную для каждого интервала, нумеруемого индексом k от 0 до 
(n – 1). При этом уравнения для начальных условий 1′ , 3’, 4’, 7’ озна-
чают тот факт, что на каждом цикле вычислений для интервала под 
номером k значения переменных x , v, T, TT будут вычислены на пре-
дыдущем цикле, а для k = 0 значения этих переменных даны как гра-
ничные условия (2.143).  

Алгоритм решения системы с дифференциальными уравнениями, 
записанными с использованием явной схемы Эйлера, достаточно 
прост и заключается в последовательном вычислении значений пере-
менных, входящих в дифференциальные уравнения ( x , v, T, TT) для 
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(k + 1)-го интервала на основе значений этих переменных для k-го ин-
тервала. Информационная матрица системы (2.146), приведенная в 
табл. 2.10, позволяет наглядно определить последовательность таких 
вычислений в крайнем правом столбце. 

 
Таблица 2.10 

Информационная матрица системы уравнений МО стационарного режима 
процесса в трубчатом реакторе с рубашкой 

Номер 
уравнения

Определяемые переменные Номер
шага( 1)kx +  ( )kx  ( )R kg  v(k+1) v(k) T(k+1) T(k) ΔqR(k) ( )k

pC ( 1)k
TT +  ( )k

TT  

1 ∗  
         10 

1′   
 

         1 

2    
       5 

3*          9 

3’           2 

4*      11 

4’           3 

5          6 

6          7 

7*         
  8 

7’           
 

4 

 

Шаги 1–4 могут выполняться в любом порядке или параллельно, 
что и изображается на блок-схеме алгоритма расчета (рис. 2.22). Так-
же параллельно могут выполняться шаги 5–8, в которых вычисляются 
переменные ( ) ( ) ( ) ( 1), , ,R k R k k k

p Tg q C T +Δ  из уравнений 2 , 5, 6 и 7*, соот-

ветственно. Блок «f1,3,5,7» представляет собой программную функцию, 
включающую в себя всю последовательность шагов 1–10 (табл. 2.10) 
и заканчивающуюся вычислением значений переменных x , v, T, TT 

+ 

+ + +

+++ 

+++ 

+

+ ++++++

+

+++ 

++ + 
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для следующего интервала длины реактора. Алгоритмический блок, 
обозначенный на блок-схеме «1*, 3*, 4*, 7*», представляет собой про-
граммную процедуру, выполняющую сохранение значений перемен-
ных, полученных для текущего k-го интервала длины реактора, и 
обеспечивающую повторение цикла расчетов с использованием функ-
ции «f1,3,5,7» для следующего интервала. 

 

 
Рис. 2.22. Блок-схема алгоритма расчета стационарного режима процесса  

в трубчатом реакторе с рубашкой 
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3. ЭМПИРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
 
 
 
Эмпирические модели применяются в тех случаях, когда либо нет 

информации о механизме протекающих процессов, либо они плохо 
поддаются описанию с использованием физико-химических блочно-
структурных моделей. В этом случае объект (ХТП) представляется в 
виде так называемого черного ящика (рис. 3.1) – кибернетической 
системы, в которой единственно доступной информацией являют-
ся ее входные ( x ) и выходные ( y ) переменные: где [ ]1, , mx x x=   – 

вектор входных переменных, влияющих на состояние системы и ее 
свойства, [ ]1, , ly y y=   – вектор выходных переменных, характери-

зующих состояние системы. 
 

 
Рис. 3.1. Изображение ХТП в виде «черного ящика» 

 
В общем случае эмпирические модели строятся для каждой от-

дельной выходной переменной из всех yi (i = 1, …, l) в зависимости от 
всех входных переменных хi (i = 1, …, m) т. е. 

 ( )1, , ,i my f x x= α , (3.1) 

где [ ]0 1, , , mα = α α α  – (m + 1) коэффициентов эмпирической модели. 

Конкретный вид функциональной зависимости (f) и значения ко-
эффициентов ( α ) определяются из опытных данных, т. е. эмпи-
рически. 

Так как результаты опытных измерений являются случайными 
величинами, то для их обработки используются методы математиче-
ской статистики – метод регрессионного и корреляционного анализа. 

В соответствии с методом регрессионного анализа Y считается 
случайной величиной, распределенной по нормальному закону рас-
пределения, а компоненты вектора x  – детерминированными (не-
случайными) величинами. Поэтому, согласно закономерностям тео-
рии вероятностей, при каждом фиксированном значении вектора x  

x1 

xm 
…

y1

yl

…
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величина Y является случайной величиной с определенным (завися-
щим от x ) условным распределением вероятностей. 

В связи с этим для описания функции (3.1) используется зависи-
мость условного математического ожидания случайной величины Y    
(

x
M Y   ) от x . Зависимости такого типа принято называть уравне-

ниями регрессии: 

 ( ),
x

M Y f x  = α  , (3.2) 

а коэффициенты уравнения (3.2) [ ]0 1, , , mα = α α α  называются тео-

ретическими коэффициентами регрессии. 
Так как коэффициенты ( α ) определяются по ограниченной вы-

борке (статистике) экспериментальных данных, то их значения отли-
чаются от истинных (теоретических) и обозначаются a  (так называе-
мые выборочные коэффициенты регрессии). В результате пользуются 
приближенным уравнением регрессии, в котором вместо условного 
математического ожидания величины Y 

x
M Y   фигурирует ее оценка 

ŷ  и выборочные коэффициенты регрессии a : 

 ( )ˆ ,y f x a= . (3.3) 

Для приближенного уравнения регрессии – эмпирической стати-
стической модели – на выборке экспериментальных данных необхо-
димо решить три основные задачи: 

1) определить конкретный вид функции (3.3), т. е. решить задачу 
структурной идентификации; 

2) определить выборочные (эмпирические) коэффициенты рег-
рессии a , т. е. решить задачу параметрической идентификации; 

3) провести статистический (регрессионный и корреляционный) 
анализ полученных результатов с целью оценки погрешностей полу-
ченной модели. 

Таким образом, задача идентификации математического описания 
процесса в этом случае, в отличие от физико-химических моделей, 
решается уже при построении эмпирической модели и не является от-
дельной задачей компьютерного моделирования. 

В то же время оптимизация процесса с использованием эмпири-
ческой модели выполняется с применением уравнений регрессии, вы-
ходные переменные которых являются критериями оптимальности 
(целевыми функциями) технологического процесса. В результате уп-
рощается процедура решения задачи оптимизации, так как явный вид 
зависимости целевой функции от входных (в данном случае оптими-
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зирующих) переменных позволяет определять оптимальные условия 
проведения процесса с использованием необходимых условий экс-
тремума функции многих переменных. Это позволяет свести решение 
задачи оптимизации к решению систем конечных (линейных или не-
линейных уравнений). 

Следует отметить, что редко удается решить задачу оптимизации 
с применением эмпирических моделей без постановки дополнитель-
ных экспериментов. Это связано с тем, что определяемые расчетным 
путем оптимальные условия проведения процессов оказываются за 
пределами диапазонов изменения их переменных, в которых эмпири-
ческие модели справедливы, т. е. адекватны реальному процессу.       
В этих случаях, как правило, следует провести дополнительную серию 
экспериментов, чтобы уточнить (скорректировать) параметры эмпири-
ческих моделей с учетом новых обстоятельств. 

 
 

3.1. Элементы корреляционного анализа 
 
3.1.1. Понятие корреляции 
Статистический анализ эмпирических моделей, как правило, про-

водится методами регрессионного и корреляционного анализа. 
Для иллюстрации метода корреляционного анализа рассмотрим 

две случайные величины X и Y, для которых известны законы распре-
деления. Предположим, что для них будет справедливо простейшее 
приближенное уравнение регрессии (3.3): 

 0 1ŷ a a x= + . (3.4) 

Представим поле корреляции y, x в виде чертежа с результатами 
опытов, отмеченных точками в соответствующей системе координат 
(рис. 3.2). Поле корреляции является графической формой системати-
зации опытных данных. 

Наличие корреляционной зависимости часто можно определить 
интуитивно по результатам опытов. Наличие такой зависимости ха-
рактеризует некоторую тенденцию изменения у от х. При установле-
нии зависимости между этими параметрами возникает задача опреде-
ления тесноты связи. 

Рассмотрим два поля корреляции величин y и x (см. рис. 3.2, а, б). 
Пусть линии регрессии в обоих полях расположены одинаково. Одна-
ко точки поля рис. 3.2, б значительно ближе примыкают к линии рег-
рессии (3.4), чем точки поля рис. 3.2, а. Очевидно, что чем сильнее 
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влияние неконтролируемых факторов на y, тем больше отклоняются 
экспериментальные точки от линии регрессии и тем слабее проявляет-
ся зависимость у от х. И, наоборот, чем слабее влияние неконтроли-
руемых факторов на y, тем менее отклоняются экспериментальные 
данные от линии регрессии и тем теснее связь между у и х. 

 

 
а              б 

Рис. 3.2. Изображение поля корреляции: 
а – с меньшей теснотой связи; б – с большей теснотой связи 

 
Если теснота связи мала, то влияние х на у обнаруживается лишь 

в среднем по уравнению регрессии. В каждом же отдельном наблюде-
нии оно перекрывается действием неконтролируемых параметров. 

Эмпирическое корреляционное отношение, характеризующее тес-
ноту связи между y и x, определяется следующим образом: 

 
2

2
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−η = −
−

, (3.5) 

где 2
RS  – остаточная дисперсия, характеризует погрешность исполь-

зуемого уравнения регрессии (3.3); 2
yS  – дисперсия относительно 

среднего, характеризует разброс полученных экспериментальных 
данных для выходной переменной y. 

При этом остаточная дисперсия рассчитывается по формуле 
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где р – число значимых коэффициентов регрессии. А дисперсия отно-
сительно среднего находится по формуле 
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где срy  – среднее значение экспериментальных данных для выходной 

переменной. Оно рассчитывается как среднее арифметическое: 
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. (3.8) 

Корреляционное отношение (3.5) характеризует связи между слу-
чайными величинами Х и Y. Чем больше величина η, тем сильнее 
связь. 

Величина η находится в пределах 

 0 1≤ η ≤ . (3.9) 

Между случайными величинами обычно существует такая связь, 
при которой с изменением одной величины меняется распределение 
другой. Такая связь называется стохастической. Изменение случай-
ной величины Y, соответствующее изменению величины X, разбивает-
ся при этом на две компоненты: функциональную (связанную с зави-
симостью Y от X) и случайную. Если первая компонента отсутствует, 
то величины Y и X независимы. Если отсутствует вторая компонента, 
Y и X связаны функциональной зависимостью. При наличии обеих 
компонент соотношение между ними определяет силу (тесноту) свя-
зи. Существуют показатели, оценивающие те или иные стороны сто-
хастической связи. Из них важнейшими являются корреляционное от-
ношение (3.5) для нелинейных моделей и коэффициент корреляции 
для линейных моделей. 

Если две случайные величины независимы, то дисперсия суммы 
равна сумме дисперсий этих величин: 

 { } { } { }D X Y D X D Y+ = + . (3.10) 

Из определения дисперсии и математического ожидания следует: 

 

{ } ( ) ( )
( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ } ( )

2 2

2
 2

2 .

D X Y M X Y M X Y M X M X

M X M X Y M Y M Y M Y

D X M X M X Y M Y D Y

+ = + − + = − +      

+ − − + − =          

= + − − +      

 

(3.11)
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Зависимость между X и Y вытекает из неравенства 

 ( ) ( ){ } 0M X M X Y M Y− − ≠       . (3.12) 

Величина (3.12) называется корреляционным моментом, момен-
том связи или ковариацией случайных величин X и Y и обозначается 
COV{XY}, COVXY. Безразмерная величина 

 
( ) ( ){ }
( ) ( )XY

M X M X Y M Y

D X D Y

− −      ρ =  (3.13) 

называется коэффициентом парной корреляции. Для независимых 
случайных величин коэффициент корреляции равен нулю, но он мо-
жет быть равен нулю и в случае нелинейных зависимостей между ве-
личинами, например такой, как на рис. 3.3. Для случайных величин, 
имеющих нормальное распределение, отсутствие корреляции, ρXY = 0, 
означает и отсутствие всякой зависимости. Если ρXY = ±1, то связь ме-
жду Y и X является строго линейной и знак указывает направление 
связи. 

 

 
Рис. 3.3. Изображение поля корреляции  
с нелинейной зависимостью между y и x,  

для которой коэффицинет парной корреляции близок к нулю 
 

На практике тесноту связи между величинами определяют по вы-
борочным (опытным) данным, которые составляют небольшую часть 
от всех гипотетически возможных данных. В статистике в этом случае 
используют понятия выборки и генеральной совокупности. Допустим, 
имеется выборка, являющаяся результатом измерения двух величин x 
и y: (xi, yi), где i = 1, …, n; n – объем выборки. По выборке можно рас-

y

x

y 
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считать выборочную оценку коэффициента парной корреляции или 
выборочный коэффициент парной корреляции. Он рассчитывается по 
формуле, аналогичной (3.13), в которой математические ожидания и 
дисперсии заменяются на соответствующие выборочные оценки. Вы-
борочная оценка математического ожидания величины x находится 
как среднее арифметическое выборочных значений: 

 1
ср

n

i
i

x
x

n
==


. (3.14) 

Выборочная оценка дисперсии величины x обозначается 2
xs  и на-

ходится по формуле 

 
( )ср

2 1

n

i
i

x

x x
s

n
=

−
=


. (3.15) 

Выборочный коэффициент парной корреляции в соответствии с 
(3.13), (3.14) и (3.15) будет выражаться так: 

( )( )

( ) ( )
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x x y y

=
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=

= =
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⋅
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=

− ⋅ −



 



 

                

(3.16)

 

Для практических расчетов более удобно использовать формулу 

 1 1 1

2 2
2 2

1 1 1 1

n n n

i i i i
i i i

xy
n n n n

i i i i
i i i i

п x y x y
r

n x x n y y

= = =

= = = =

− ⋅
=

      − ⋅ −               

  

   

, (3.17) 

а процесс расчета оформлять в виде табл. 3.1. 
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Таблица 3.1 
Процесс расчета выборочного коэффициента парной корреляции  

с использованием формулы (3.17) 

Номер  
измерения ix  yi 

2
ix  2

iy  xi yi 

1 x1
 y1 

2
1x  2

1y  1 1x y  

2 2x  2y  2
2x  2

2y  2 2x y  

… … … … … … 

n nx  ny  2
nx  2

ny  n nx y  

  ix  iy  2
ix  2

iy  i ix y  

 
Коэффициент корреляции rxy характеризует не любую зависи-

мость, а только линейную. Линейная вероятностная зависимость слу-
чайных величин заключается в том, что при возрастании одной слу-
чайной величины другая имеет тенденцию возрастать (или убывать) 
по линейному закону. Коэффициент корреляции характеризует сте-
пень тесноты линейной зависимости. Если величины x и y связаны 
точной линейной функциональной зависимостью у = а0 + а1х, то        
rxy = ±1; причем знак соответствует знаку коэффициента а1. В общем 
случае, когда величины x и y связаны произвольной стохастической 
зависимостью, коэффициент корреляции может иметь значение в пре-
делах 

 1  1xyr− ≤ ≤ . (3.18) 

При rxy > 0 существует положительная корреляционная связь ме-
жду величинами x и y, при rxy < 0 – отрицательная. 

Коэффициент корреляции, существенно отличный от ±1, характе-
ризует и слишком большую долю случайности, и слишком большую 
криволинейность связи между случайными величинами. Зависимость 
x и y может быть строго функциональной, а коэффициент корреляции 
может оказаться близким к нулю (рис. 3.3). О наличии или отсутствии 
корреляции между двумя случайными величинами качественно можно 
судить по виду поля корреляции. 

На рис. 3.4 приведены корреляционные графики для двух величин 
x и y. Каждая точка показывает значения х и у для некоторого объекта. 
Рис. 3.4, а соответствует слабой отрицательной корреляции между x 
и y; рис. 3.4, б – сильной положительной корреляции; рис. 3.4, в – от-
сутствию корреляции (rxy ≈ 0). 
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а          б          в  

Рис. 3.4. Изображение полей корреляции: 
а – со слабой отрицательной корреляцией;  

б – с сильной положительной корреляцией; в – без корреляции 

 
Следует отметить, что при малых объемах выборки (n < 15) луч-

шей выборочной оценкой коэффициента парной корреляции является 

 ( )

21
1

2 3
xy

xy xy

r
r r

n
∗  −

= + 
− 

. (3.19) 

Однако эта формула на практике редко используется, ввиду оце-
ночной природы выборочных оценок. Более важным является необхо-
димость оценки точности рассчитанного коэффициента корреляции. 
Для этого можно использовать стандартные методы проверки стати-
стических гипотез, в частности, оценку значимости определения дове-
рительного интервала коэффициента парной корреляции с использо-
ванием статистических критериев. 

 
3.1.2. Значимость коэффициента парной корреляции 
Если рассчитанное значение rxy находится достаточно далеко от 0 

и 1, что как правило встречается на практике, то возникает вопрос о 
значимости этого коэффициента, т. е. с какой вероятностью можно 
судить о том, что он равен нулю. Для этого можно использовать метод 
проверки статистических гипотез о значимости выборочных оценок. 
Основная гипотеза будет состоять в том, что коэффициент парной 
корреляции равен нулю ρxy = 0, альтернативная гипотеза – ρxy ≠ 0. 
Чтобы проверить гипотезу, нужно знать закон распределения для rxy. 
В случае, если величины x и y подчиняются нормальному закону рас-
пределения, выражение плотности вероятности распределения для 
выборочного коэффициента парной корреляции rxy будет иметь сле-
дующий, достаточно сложный вид: 

y

x

y

x

y

x

y y y
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= −  

Γ −  − 
, (3.20) 

где ρxy – математическое ожидание для rxy или «истинный» коэффи-
циент парной корреляции; Γ – гамма-функция. Вид функции (3.20) 
зависит зависит от объема выборки n и от математического ожидания 
ρxy. Так при n = 3 плотность вероятности для rxy будет иметь выгля-
деть так: 

      

( ) ( )
( )( )2

2 2 2 2 2

π arccos ρ ρ1 ρ
1

π 1 1 ρ 1 ρ

xy xy xy xyxy
xy

xy xy xy xy xy

r r
p r

r r r

 −−
 = +
 − − − 

. (3.21) 

На рис. 3.5 приведены графики плотности вероятности распреде-
ления выборочного коэффициента парной корреляции в зависимости 
от объема выборки n и от математического ожидания ρxy. 

 

 
Рис. 3.5. Графики плотности распределения  

выборочного коэффициента парной корреляции  
при различных значениях ρxy и n 

 
Из графиков видно, что точность выборочных оценок коэффици-

ента парной корреляции сильно зависит от объема выборки. Причем 
достаточно точные оценки, соответствующие узким максимумам рас-
пределения (кривые 3 и 5 на рис. 3.5), получаются при достаточно 
больших объемах выборки (n = 50). Также точность оценок сильно 
увеличивается, если ρxy приближается к ±1. 

−1,0 −0,5 0,0 0,5 1,0
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2 − ρxy=0; n=20

3 − ρxy=0; n=50

4 − ρxy=0,5; n=20

5 − ρxy=0,5; n=50

p(rxy)

rxy
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2

3

4

5

1 – ρxy = 0; n = 10 
2 – ρxy = 0; n = 20 
3 – ρxy = 0; n = 50 
4 – ρxy = 0,5; n = 20 
5 – ρxy = 0,5; n = 50 
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Для проверки значимости коэффициента парной корреляции необ-
ходимо использовать закон распределения при ρxy = 0 (кривые 1–3 на 
рис. 3.5). Функции плотности вероятности при ρxy = 0 симметричны от-
носительно rxy = 0. При выбранном уровне значимости α на графике 
плотности вероятности (рис. 3.6) выделяют «хвосты», соответствую-
щие значениям rxy = ±rα,n, таким образом, чтобы площадь под каждым 
хвостом была по α/2. Тогда площадь под кривой в диапазоне значений 
rxy от –rα,n до +rα,n будет равна (1 – α). Это значит, что при «истинном» 
значении коэффициента парной корреляции ρxy = 0 вероятность того, 
что выборочный коэффициент корреляции попадет в интервал [–rα,n; 
rα,n], составляет (1 – α). Или же наоборот: если выборочный коэффици-
ент парной корреляции находится в интервале [–rα,n; rα,n], то с вероятно-
стью (1 – α) можно утверждать, что «истинное» значение коэффициен-
та будет равно нулю, т. е. что он будет незначим. Последнее утвержде-
ние можно сформулировать в рамках альтернативы: если выборочный 
коэффициент парной корреляции находится вне интервала [–rα,n; rα,n], 
то с вероятностью (1 – α) можно утверждать, что «истинное» значение 
коэффициента не будет равно нулю, т. е. что он будет значим.  

 

 
Рис. 3.6. Определение значимости выборочного коэффициента  
парной корреляции с использованием закона распределения 

 
Таким образом, условие значимости выборочного коэффициента 

выглядит так: 

 α ,xy nr r≥ , (3.22) 

где rα,n – критическое значение коэффициента парной корреляции, оп-
ределяемое из закона распределения (рис. 3.6) для объема выборки n 

−1 −rα,n rα,n 1

1

pn(rxy)

rxy

α/2 α/2

1−α

незначимзначим значим

1 – α
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при выбранном уровне значимости α. Обычно выбирают уровни зна-
чимости равными 0,1 или 0,05, реже – 0,01. 

Поскольку закон распределения выборочного коэффициента пар-
ной корреляции (3.20) достаточно сложный, особенно при больших n, 
то для определения rα,n можно использовать различные приближения. 

3.1.2.1. Приближение 1. При достаточно большом объеме 
выборки (n > 200) закон распределения выборочного коэффициента 
парной корреляции приближается к нормальному закону:  

 ( )
( )2

2

ρ

2σ1

σ 2π

xy xy

rxy

xy

r

xy
r

p r e

−
−

= , (3.23) 

где σ
xyr  – среднеквадратичное отклонение, зависящее от объема вы-

борки и от математического ожидания ρxy: 

 
21 ρ

σ
1xy

xy
r n

−
=

−
. (3.24) 

Проверка значимости выборочного коэффициента парной корре-
ляции в данном случае проводится в два этапа. Вначале rxy преобразу-
ется в стандартную случайную величину со средним ρxy = 0 по формуле 

 
ρ

1
σ σ

xy xy

xy xy xy
r xy

r r

r r
u r n

−
= = = − . (3.25) 

Затем значимость полученной величины определяется на основе 
закона распределения (3.23) аналогично рис. 3.6. Условие значимости 
будет даваться неравенством, аналогичным (3.22): 

 1 α / 2  ru u −≥ , (3.26) 

где u1–α/2 – квантиль уровня (1 – α/2) стандартного нормального рас-
пределения, который находится либо по статистическим таблицам, 
либо с помощью функций, встроенных в различные доступные про-
граммы (Excel, Mathcad и др.).  

Определение значимости можно также провести, рассчитав на ос-
нове квантиля стандартного нормального распределения приближен-
ное критическое значение коэффициента парной корреляции 

 (н) 1 α /2
α ,

1
n

u
r

n
−=
−

. (3.27) 
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Тогда для проверки значимости используем условие (3.22): 

 (н )
α ,xy nr r≥ . (3.28) 

3.1.2.2. Приближение 2. Если на основе выборочного коэф-
фициента парной корреляции рассчитать величину 

 
11

ln
2 1

xy

xy

r
z

r

+
=

−
, (3.29) 

то полученная случайная величина будет значительно лучше (уже при 
n > 5) подчиняться нормальному закону распределения, чем rxy. Пре-
образование (3.29) называется z-преобразованием Фишера. Парамет-
ры нормального распределения полученной величины следующие:  

– математическое ожидание: 

 
1 ρ1

ζ ln
2 1 ρ

xy

xy

+
=

−
; (3.30) 

– среднеквадратичное отклонение: 

 
1

σ .
3z n

=
−

 (3.31) 

Проверка значимости далее проводится аналогично приближе-
нию 1. Учитывая, что при ρxy = 0 математическое ожидание для z 
(3.29) тоже будет равно 0, преобразуем z в стандартную нормальную 
случайную величину по формуле 

 
ζ

3
σ σz

z z

z z
u z n

−= = = − . (3.32) 

Условие значимости будет даваться неравенством (3.26): 

 1 α / 2  zu u −≥ . (3.33) 

Можно также из формул (3.32) и (3.29) рассчитать приближенное 
значение критического коэффициента парной корреляции (3.22), под-
ставив в формулу (3.32) вместо uz квантиль u1–α/2: 
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Тогда условие значимости выборочного коэффициента парной 
корреляции запишется в виде 

 ( )
α ,

z
xy nr r≥ . (3.35) 

3.1.2.3. Приближение 3. Если на основе выборочного коэф-
фициента rxy рассчитать величину 
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1r xy
xy

n
t r

r
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, (3.36) 

то получим стандартную случайную величину, имеющую распределе-
ние Стьюдента с (n – 2) степенями свободы при условии ρxy = 0. Рас-
пределение Стьюдента с (n – 2) степенями свободы для величины tr в 
точности следует из закона распределения выборочного коэффициен-
та парной корреляции (3.20) при ρxy = 0. Условие значимости для rxy 
будет иметь вид 

 1 α/2rt t −≥ , (3.37) 

где t1–α/2 – квантиль уровня (1 – α/2) распределения Стьюдента с (n – 2) 
степенями свободы, который находится так же, как и квантиль стан-
дартного нормального распределения по статистическим таблицам 
или с использованием специальных функций в таких программах, как 
Excel, Mathcad и др.  

Также на основе квантиля t1–α/2 можно рассчитать критическое значе-
ние коэффициента парной корреляции rα, которое точно совпадает со зна-
чением, определенным из закона распределения (3.20) при ρxy = 0: 

 1 α/2
α, 2

1 α/22
n

t
r

n t
−

−

=
− +

. (3.38) 

Тогда для проверки значимости используется неравенство (3.22). 
 

3.1.3. Доверительный интервал для коэффициента 
парной корреляции 

Доверительный интервал для выборочного коэффициента парной 
корреляции при выбранном уровне значимости α представляет собой 
интервал [rmin; rmax], вероятность попадания в который «истинного» 
коэффициента парной корреляции ρxy составляет (1 – α). Доверитель-
ный интервал для rxy естественно определяется в соответствии с 
рис. 3.6, как интервал, в котором площадь под графиком плотности 
распределения равна (1 – α). Но при этом используется закон распре-
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деления (3.20) при данном объеме выборки n и математическом ожи-
дании, равном выборочному коэффициенту, т. е. при ρxy = rxy. Приме-
ры распределений при ρxy, равном 0 и 0,5, приведены на рис. 3.5. Как 
видно, при ρxy, отличном от нуля, функция плотности распределения 
имеет несимметричный вид и значит доверительный интервал будет 
несимметричным относительно выборочного rxy. 

Поскольку закон распределения (3.20) имеет сложный вид, для 
построения доверительного интервала используют z-преобразование 
Фишера. Построение доверительного интервала для величины, имею-
щей нормальное распределение, не составляет труда, т. к. доверитель-
ный интервал является симметричным относительно среднего, а соот-
ветствующие квантили легко находятся по статистическим таблицам 
или с использованием стандартных легкодоступных программ. При-
ведем последовательность этапов построения доверительного интер-
вала для выборочного коэффициента парной корреляции с использо-
ванием z-преобразования Фишера. 

1. На основе выборочного коэффициента парной корреляции rxy 
рассчитывают величину z по формуле (3.29). 

2. Рассчитывают радиус доверительного интервала для величины 
z при выбранном уровне значимости α по следующей формуле: 

 1 α /2
1 α /2 σ

3
z

u
z u

n
−

−Δ = ⋅ =
−

. (3.39) 

3. Определяют доверительный интервал [zmin; zmax] при выбранном 
уровне значимости для величины z: 

 min max;z z z z z z= − Δ = + Δ . (3.40) 

4. Выполнение обратного преобразования Фишера для преобразо-
вания доверительного интервала для величины z [zmin; zmax] в соответ-
ствующий интервал для rxy [rmin; rmax]: 

 
maxmin

min max

22

min max2 2

1 1
,

1 1

zz

z z

e e
r r

e e

− −= =
+ +

. (3.41) 

 
 

3.2. Основы регрессионного анализа 
 
Эмпирические модели в общем виде могут быть представлены в 

виде приближенных уравнений регрессии типа (3.3). Для построения 
эмпирической модели в форме приближенного уравнения регрессии 
необходимо решить следующие задачи: 
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1) найти конкретный вид функции f в уравнении (3.3), в частно-
сти, линейна или не линейна ли она относительно коэффициентов a ; 

2) определить значения коэффициентов a  модели – коэффициен-
тов регрессии; 

3) провести статистический анализ полученных результатов. 
Регрессионный анализ проводится после того, как определен вид 

уравнения регрессии (3.3) и найдены значения его коэффициентов. Этот 
анализ состоит в следующем: проверяется значимость всех коэффици-
ентов уравнения регрессии и устанавливается адекватность уравнения. 

При проведении регрессионного анализа принимаются следую-
щие допущения: 

1) входные переменные х измеряются с пренебрежимо малой 
ошибкой. Появление ошибки в определении у объясняется наличием в 
процессе невыявленных переменных и случайных воздействий, не 
вошедших в уравнение регрессии; 

2) результаты наблюдений выходной переменной экспy  представля-
ют собой независимые нормально распределенные случайные величины; 

3) при проведении экспериментов с объемом выборки п при усло-
вии, что каждый опыт повторен одинаковое число раз, выборочные 
дисперсии 2 2

1 , , nS S  однородны. 
Первое допущение означает, что входные переменные x  можно 

рассматривать как детерминированные величины. В соответствии со 
вторым допущением с экспериментальными значениями выходных 
переменных следует оперировать как с независимыми нормально рас-
пределенными случайными величинами. Согласно третьему допуще-
нию оценки дисперсий 2

iS  (i = 1, ..., n), получаемые по различным    
выборкам экспериментальных данных, могут усредняться и будут 
справедливы для всего рассматриваемого пространства входных и вы-
ходных переменных. 

Следует отметить, что существуют статистически обоснованные 
критерии проверки как справедливости нормального закона распреде-
ления для выходных переменных экспy , так и критерии оценки одно-

родности дисперсий 2
iS  (i = 1, ..., n). 

Важным условием проведения регрессионного анализа является 
хорошая организация опытных исследований. В любом хорошо орга-
низованном эксперименте необходимо предусмотреть меры для обес-
печения независимости ошибок измерений. Одной из важнейших мер 
такого рода является рандомизация (от англ. random – беспорядочно, 
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случайно). Рандомизация заключается в том, что планируемые опыты 
выбираются случайным образом, и именно в таком случайном поряд-
ке опыты производят. При этом важно, чтобы при наличии параллель-
ных опытов каждому из них присваивался свой номер, и номера всех 
опытов, включая параллельные, рандомизировали совместно. 

Построение эмпирических моделей включает следующие этапы: 
1) выбираются входные переменные, влияющие на протекание 

процесса, – так называемые факторы; 
2) определяется выходная (зависимая) переменная, характери-

зующая состояние процесса, его эффективность, которую можно 
рассматривать как критерий оптимальности (целевую функцию), – так 
называемая функция отклика; 

3) определяется вид приближенного уравнения регрессии; 
4) вычисляются коэффициенты регрессии; 
5) определяется значимость коэффициентов регрессии с исполь-

зованием критерия Стьюдента t; 
6) устанавливается адекватность уравнения регрессии с примене-

нием критерия Фишера F; 
7) определяется совместная доверительная область для коэффи-

циентов регрессии. 
 

3.2.1. Определение вида приближенного уравнения 
регрессии 

В общем случае необходимо анализировать графики зависимо-
стей экспериментальных данных выходных переменных (функции от-
клика) y  от входных переменных (факторов) x  и по их виду выби-
рать конкретную форму функциональной зависимости (3.3). 

Для случая одной входной переменной х по опытным данным ре-
комендуется построить эмпирическую линию регрессии (рис. 3.7) и с 
ее помощью выбирать конкретный вид функции (3.3). 

При этом весь диапазон изменения х разбивается на s равных ин-
тервалов Δx. Все точки, попавшие в данный интервал Δxj, относят к 
его середине jx∗ . После этого подсчитывают частные средние jy∗  для 

каждого интервала: 

 1 , 1, ,

jn

ji
i

j
j

y
y j s

n
∗ == =


 , (3.42) 

где пj – число точек в интервале Δxj. 



126 

 
Рис. 3.7. Построение эмпирической линии  

регрессии по опытным данным 
 
В результате объем выборки определяется по формуле 

 
1

s

j
j

n n
=

=  . (3.43) 

Эмпирическая линия регрессии у по х получается в виде ломаной 
линии путем последовательного соединения отрезками прямой линии 
точек 

 ( ), , 1, ,j jx y j s∗ ∗ =  . (3.44) 

Для определения вида приближенного уравнения регрессии для 
случая одной входной переменой желательно привести его к линейному 
виду путем преобразования осей координат в соответствии с табл. 3.2.  

 
Таблица 3.2 

Преобразование к линейному виду функции одной переменной 

Уравнение 
Координаты прямой 

Уравнение прямой 
Ось x Ось у 

1) 
1

x
y

= α + β  x 
1

y
 

1
x

y
= α + β  

2) y
x

β= α +  
1

x
 y 

1
y

x
= α + β  

3) 
x

x
y

= α + β  
x

y
x

=
α + β  x 

x

y
 

x
x

y
= α + β  

или 
1

y x

α= + β 
1

x
 

1

y
 

1 1

y x
= β + α  

3а) 
x

y
x

= + γ
α + β  x 

1

1

x x

y y

−
−

 ( )1
1 1

1

x x
x x x

y y

− β= α + β + α + β
− α

y
x

Δxj

x*
j

y*
j

y 
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Окончание табл. 3.2 

Уравнение 
Координаты прямой 

Уравнение прямой 
Ось x Ось у 

4) y xβ= α  log x log y log y = log α + βlog x 

4а) y xβ= α + γ  log x log (y – γ) log (y – γ) = log α + β log x 

4b) 10 xy
βα= γ ⋅  log x log (log y – log γ)

log (log y – log γ) = 
= log α + βlog x 

5) xy = αβ  x log y log y = log α + xlog β 

 
Графики зависимостей y от x для уравнений, включающих дроб-

ные зависимости 1–3, представлены на рис. 3.8. Графики 1–4 на 
рис. 3.8 соответствуют значениям коэффициентов α и β для уравнений 
1–3, представленным в табл. 3.3. 

 

 
а          б          в 

Рис. 3.8. Графики зависимостей у от х для уравнений дробного типа  
1 (а), 2 (б), 3 (в) (табл. 3.2) 

 
На рис. 3.9 представлены графики показательных зависимостей 4 

и 5 (табл. 3.2) со значениями коэффициентов α и β, представленными 
в табл. 3.3. 

Вид функции одной переменной может быть выбран (решение 
задачи структурной идентификации) путем анализа графиков функ-
ций (рис. 3.8), оси координат которых преобразованы в соответст-
вии с табл. 3.2. В результате преобразованные функции у становятся 
линейными не только по коэффициентам регрессии, но и по преобра-
зованным переменным х. 
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а             б 

Рис. 3.9. Графики зависимостей у от х для уравнений показательного типа  
4 (а) и 5 (б) (табл. 3.2) 

 
При выборе вида функции (3.3) для случая нескольких входных 

переменных ( )1, , mx x x=   задача определения вида приближенного 

уравнения регрессии существенно усложняется. 
 

Таблица 3.3 
Значения коэффициентов уравнений 1–5 (табл. 3.2),  

соответствующих графикам зависимостей 1–4 на рис. 3.8 и 3.9 

Номер 
уравнения 

Уравнение 

Коэффициенты для графиков зависимостей 

1 2 3 4 

α β α β α β α β 

1 
1

    x
y

= α + β  –0,1 0,3 0,1 0,3 –0,5 0,3 0,5 0,3 

2 y
x

β= α +  –0,1 0,3 2,0 0,3 4,0 0,3 6,0 0,3 

3   
x

x
y

= α + β  –0,1 0,3 0,1 0,3 –0,4 0,3 4,0 0,3 

4 y xβ= α  4,0 0,5 4,0 0,3 4,0 –0,3 4,0 –0,5

5 xy = αβ  2,0 0,2 2,0 0,3 2,0 0,8 2,0 0,95

 
В общем случае различают два вида уравнений регрессии (эмпи-

рических моделей) – нелинейные по параметрам a , статистический 
анализ которых осуществляется методом «нелинейной регрессии», и 
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линейные по параметрам a , статистический анализ которых прово-
дится методом «линейной регрессии». 

Линейные по параметрам модели могут быть представлены в сле-
дующем виде: 

 ( )
0

ˆ
m

j j
j

y a x
=

= ϕ , (3.45) 

где ( )j xϕ  (j = 0,1, ..., т) – линейные или нелинейные функции вход-

ных переменных ( )1, , mx x ; ŷ  – верхний символ над выходной пе-

ременной у обозначает ее оценочное (приближенное) расчетное зна-
чение, так как коэффициенты a  получаются по выборкам из гене-
ральной совокупности, т. е. по экспериментальным данным. 

Определение параметров (коэффициентов) a  линейных моделей 
и их регрессионный анализ существенно проще, чем для нелинейных 
моделей. Поэтому нелинейные модели, по возможности, стараются 
линеаризовать и привести к виду (3.4). 

Частными случаями уравнения линейной регрессии с одной неза-
висимой переменной х являются: 

1) полиномиальная регрессия, когда 

 ( ) , 0,1, ,j
j x x j mϕ = =  , (3.46) 

и ее разновидности – линейная регрессия от одной переменной              
(т = 1): 

 0 1ŷ a a x= +  (3.47) 

и параболическая регрессия (т = 2): 

 2
0 1 2ŷ a a x a x= + + ; (3.48) 

2) трансцендентная регрессия и ее разновидности в виде зави-
симости показательного типа: 

 0 1ˆ xy a a= , (3.49) 

которая линеаризуется путем логарифмирования: 

 0 1ˆln ln lny a x a= + , (3.50) 

и дробно-показательного типа: 

 1
0ˆ ay a x= , (3.51) 
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которая также линеаризуется путем логарифмирования: 

 0 1ˆln ln lny a a x= + ; (3.52) 

3) множественная регрессия является частным случаем уравне-
ния линейной регрессии (3.21) с многими независимыми (входными) 
переменными x  . В этом случае число входных переменных больше 
единицы, т. е. ( )( )j jx xϕ = : 

 0 1 1ˆ m my a a x a x= + + + . (3.53) 

 
3.2.2. Определение параметров эмпирических моде-

лей (коэффициентов регрессии) 
3.2.2.1. Линейная модель с одной независимой пере-

менной. Параметры (коэффициенты) эмпирических моделей можно 
определить методом наименьших квадратов (МНК). Этот метод ре-
шает задачу аппроксимации экспериментальных данных в соответст-
вии с выбранным уравнением регрессии. 

На рис. 3.10 приведена графическая интерпретация МНК для слу-
чая линейной регрессии от одной переменной х ( эксп

iy  – эксперимен-

тальные данные, расч
iy  – расчетные данные по уравнению регрессии,    

i = 1, ..., n). При этом результаты экспериментов могут представлять 
собой таблицу вида табл. 3.4. 

 

 
Рис. 3.10. Графическая интерпретация  

метода наименьших квадратов 

xi

yэкспi

yрасчi

y

x
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Таблица 3.4 
Таблица проведения экспериментов для определения параметров  
уравнения регрессии с одной входной (независимой) переменной 

Номер измерения x уэксп 

1 x1 
эксп
1y  

2 x2 
эксп
2y  

… … … 

п xn 
эксп
ny  

 
В этом случае для простейшей линейной модели (3.47) задача 

формулируется следующим образом. Пусть требуется определить па-
раметры а0 и а1 для линейной зависимости вида 

 0 1ŷ a a x= +  (3.54) 

по выборке объемом п: 

 1 2

1 2 .
n

n

x x x

y y y




 (3.55) 

В методе МНК параметры определяются из условия минимума 
критерия – суммы квадратов отклонений экспериментальных и рас-
четных значений выходной переменной y: 

 ( ) ( )2 2
0 1

1 1

ˆ
n n

i i i i
i i

R y y y a a x
= =

= − = − −  . (3.56) 

При использовании необходимых условий экстремума функции 
двух переменных a0 и a1 получается система нормальных уравнений 
вида:  

 
( )

( )

0 1
1 1

0 1
1 1

ˆ ˆ 0,

ˆ ˆ 0,

n n

i i
i i

n n

i i i i
i i

y a a x

y x a a x x

= =

= =

 − + =

 − + =


 

 
 (3.57) 

или 

 
0 1

1 1

2
0 1

1 1 1

ˆ ˆ ,

ˆ ˆ ,

n n

i i
i i

n n n

i i i i
i i i

na x a y

x a x a y x

= =

= = =

  + =  
  

    + =      

 

  
 (3.58) 
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и, после вычисления определителей, получаем: 

 

2

1 1 1 1 1 1 1
0 12 2

2 2

1 1 1 1

ˆ ˆ;

n n n n n n n

i i i i i i i i i
i i i i i i i

n n n n

i i i i
i i i i

y x x y x n y x x y
a a

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −
= =

   − −   
   

      

   
. (3.59) 

3.2.2.2. Линейные по параметрам модели при произ-
вольном числе входных переменных. При определении эле-
ментов вектора наблюдений эксп

iy  (i = 1, ..., n) зависимых (выходных) 
переменных (табл. 3.5) при постановке экспериментов для произволь-
ного числа r факторов хj (j = 1, ..., r) матрица входных (независимых) 
переменных x  размером n r×  может быть представлена: 

[ ]1 2, , ,T
i i i irx x x x=   ( )1, ,i n=  . 

Для линейных или линеаризованных по параметрам моделей не-
обходимо выражение (3.45) подставить в критерий МНК (3.57): 

 ( )
2

эксп

1 0

n m

j j i
i j

R a x y
= =

 
= ϕ − 

 
  , (3.60) 

и, воспользовавшись необходимым условием экстремума функции 
многих переменных, решать полученную систему линейных алгеб-
раических уравнений (СЛАУ): 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

эксп
0

1 00

эксп
1

1 01

эксп

1 0

2  0;

2  0;

;

2  0.

n m

j j i i i
i j

n m

j j i i i
i j

n m

j j i i m i
i jm

R
a x y x

a

R
a x y x

a

R
a x y x

a

= =

= =

= =

  ∂ = ϕ − ϕ =  ∂  
  ∂ = ϕ − ϕ =  ∂  


  ∂
 = ϕ − ϕ = ∂  

 

 

 



 (3.61) 

Перегруппировав члены в системе уравнений (3.61), можно запи-
сать СЛАУ в виде 

 ( ) ( ) ( ) эксп

0 1 1

, 0,1, ,
m n n

j u i j i u i i
j i i

a x x x y u m
= = =

 ϕ ϕ = ϕ = 
 

    . (3.62) 
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Таблица 3.5 
Таблица проведения эксперимента при произвольном числе  

входных переменных 

Номер измерения x1 x2 … xr 
эксп
iy  

1 x11 x12 … x1r 
эксп
1y  

2 x21 x22 … x2r 
эксп
2y  

… … … … … … 

п xn1 xn2 … xnr 
эксп
ny  

 
И, если ввести в рассмотрение информационную матрицу Iuj         

(j = 0,1, ..., т и и = 0,1, ..., т): 

 ( ) ( )
1

, 0,1, , , 0,1, , ,
n

uj u i j i
i

I x x j m u m
=

= ϕ ϕ = =    (3.63) 

то она окажется квадратной, симметричной, и значения ее элементов 
зависят только от входных переменных и конкретного вида функций 

( )j xϕ  (j = 0,1, ..., т). 

В матричном виде информационную матрицу I  можно предста-
вить в виде произведения транспонированной и исходной матрицы 

входных переменных Φ : 

 TI = Φ ⋅ Φ . (3.64) 

При этом матрица Φ  размерностью п × (т + 1), зависящая от вход-
ных переменных и конкретного вида функций ( )j xϕ  (j = 0,1, ..., т), 

имеет вид 

 
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 1 1 1 1

0 2 1 2 2

1

0 1

m

m

n m

n n m n

x x x

x x x

x x x

× +

ϕ ϕ ϕ 
 ϕ ϕ ϕ Φ =
 
 ϕ ϕ ϕ  





   



. (3.65) 

Соответственно правую часть СЛАУ (3.62) по аналогии с (3.63) 
можно записать: 

 ( ) эксп

1

, 0,1, ,
n

u u i i
i

b x y u m
=

= ϕ =   (3.66) 
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или в матричном виде: 

 экспTb y= Φ ⋅ . (3.67) 

В результате СЛАУ (3.62), решаемая для определения коэффици-
ентов эмпирической модели, может быть представлена: 

 
0

, 0,1, ,
m

uj j u
j

I a b u m
=

= =   (3.68) 

или в матричном виде: 

 I a b⋅ = . (3.69) 

Если для определения коэффициентов a  воспользоваться мето-
дом обратной матрицы, то получается 

 1 1I I a I b− −⋅ ⋅ = ⋅ , (3.70) 

и, так как произведение 1I I− ⋅  равно единичной матрице E , т. е. 

 1E I I−= ⋅ , (3.71) 

то 

 1E a I b−⋅ = ⋅  (3.72) 

или 

 1a I b−= ⋅ . (3.73) 

Матричная формула для определения коэффициентов линейной 
регрессии (параметров эмпирической модели) получается после под-
становки в (3.73) матричных равенств (3.64) и (3.67): 

 ( ) 1
экспˆ T Ta y

−
= Φ ⋅ Φ ⋅ Φ ⋅ . (3.74) 

Таким образом, для определения коэффициентов линейной или 
линеаризованной регрессионной модели необходимо выполнить сле-
дующую последовательность действий: 

1) сформировать вектор наблюдений экспy  и вычислить его эле-
менты (только для линеаризованных моделей); 

2) сформировать и рассчитать элементы матрицы, зависящей от 

входных переменных Φ  и конкретного вида функций ( )j xϕ  (j =         

= 0,1, ..., т); 

3) транспонировать матрицу TΦ Φ ; 
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4) перемножить транспонированную матрицу TΦ  на исходную 

матрицу Φ : TΦ ⋅Φ ; 

5) выполнить обращение информационной матрицы – ( ) 1
T

−
Φ ⋅Φ ; 

6) умножить полученную обратную матрицу на матрицу TΦ ; 
7) умножить полученный результат на вектор наблюдений экспy  и 

получить выборочные коэффициенты регрессии â  (3.74). 
Наиболее трудоемким этапом в данной последовательности явля-

ется получение матрицы входных переменных (3.65), вид которой 
полностью определяется используемым уравнением регрессии. Рас-
смотрим примеры матриц входных переменных для некоторых рег-
рессионных моделей. 

Линейная модель от одной переменной вида (3.54) или полином   
1-й степени. Матрица входных переменных будет иметь вид 

 

1

2

1

1

1 n

x

x

x

 
 
 Φ =
 
 
 

 
. (3.75) 

Полиному 2-го порядка или параболической модели от одной пе-
ременной вида (3.48) будет соответствовать матрица 

 

2
1 1

2
2 2

2

1

1

1 n n

x x

x x

x x

 
 
 Φ =  
 
  

  
 (3.76) 

Полином 3-го порядка или кубическая модель от одной перемен-
ной будет иметь вид 

 2 3
0 1 2 3ŷ a a x a x a x= + + + . (3.77) 

Матрица входных переменных для этой модели выглядит так: 

 

2 3
1 1 1

2 3
2 2 2

2 3

1

1

1 n n n

x x x

x x x

x x x

 
 
 Φ =  
 
  

   
. (3.78) 
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Полином произвольной степени m или полиномиальная модель 
степени m от одной переменной в общем виде может быть записа-
на так: 

 
0

ˆ
m

j
j

j

y a x
=

=  . (3.79) 

Матрица входных переменных такой модели будет иметь вид 

 

2
1 1 1

2
2 2 2

2

1

1

1

m

m

m
n n n

x x x

x x x

x x x

 
 
 Φ =  
 
  





   



. (3.80) 

Матрица входных переменных для линейной модели вида (3.53) от 
m входных переменных 1 2[ , , , ]mx x x x=   (табл. 3.5) запишется так: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 21 1 1

1 22 2 2

1 2

1

1

1

m

m

mn n n

x x x

x x x

x x x

 
 
 Φ =  
 
  





   



. (3.81) 

Полином 2-го порядка от двух входных переменных будет выгля-
деть так: 

 2 2
0 1 1 2 2 3 1 4 2 5 1 2ŷ a a x a x a x a x a x x= + + + + + . (3.82) 

Матрица входных переменных и последовательность получаемых 
коэффициентов регрессии определяются формой записи уравнения 
полинома. Для записи полинома в форме (3.82) матрица входных пе-
ременных будет иметь вид 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
1 2 1 2 1 21 1 1 1 1 1

2 2
1 2 1 2 1 22 2 2 2 2 2

2 2
1 2 1 2 1 2

1

1

1
n n n n n n

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x

 
 
 

Φ =  
 
 
 

     
. (3.83) 
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3.3. Статистический анализ линейных  
по параметрам уравнений регрессии  

 
Определение коэффициентов линейной или линеаризованной мо-

дели вида (3.45) методом аппроксимации (конкретно МНК) приводит 
к матричной формуле (3.74), где значения элементов матрицы незави-
симых переменных Φ  (3.65) зависят только от входных переменных 
x  и вида функций ( )xϕ , а вектор экспериментальных значений (век-
тор наблюдений) экспy  присутствует в этом матричном соотношении в 
качестве линейного сомножителя. 

Поэтому целесообразно ввести матрицу L : 

 ( ) 1
T TL

−
= Φ ⋅ Φ ⋅ Φ . (3.84) 

После чего можно записать матричную формулу МНК для опреде-
ления коэффициентов модели (3.74) с учетом того, что их значения яв-
ляются оценками истинных значений (поэтому обозначаются â ) и по-
лучены по выборке вектора наблюдений выходной переменной экспy : 

 экспâ L y= ⋅ . (3.85) 

Если принять, что расчет по этой формуле происходит при кон-
кретной реализации экспy  элементов случайного вектора наблюдений 
выходной переменной y , то элементы вектора коэффициентов рег-
рессии a  в соответствии со свойством линейности нормального зако-
на распределения также будут случайными величинами, определяе-
мыми по аналогии с (3.85) по формуле: 

 a L y= ⋅ . (3.86) 

Статистический анализ результатов вычисления â  необходим, 
так как вектор экспy , который влияет на значения а в соответствии с 
(3.85), является реализацией случайного вектора y  (это приводит к 
тому, что a  – также случайный вектор). 

Причины случайного характера вектора y , полученного в резуль-
тате опытных измерений, следующие: 

– используется случайная выборка для определения вектора на-
блюдений экспy ; 

– результаты измерения каждого эксп
iy  (i = 1, ..., п) – реализации 

случайных величин. 
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Один из видов статистического анализа – регрессионный анализ – 
предполагает, что элементы вектора экспy  – реализации независимых 
случайных величин y , распределенных по нормальному закону рас-
пределения, т. е. для плотности распределения уi (i-го измерения) бу-
дет справедливо: 

 ( ) ( )2

2

1 1
exp , 1, ,

22
i

ii

i y
i

yy

y m
f y i n

 − = − =
 σσ π  
 

 , (3.87) 

и числовыми характеристиками случайной величины yi будут: 
1)

iym  – математическое ожидание; 

2) 2
iyσ  – дисперсия; 

3) 2
i iy yσ = σ  – среднеквадратичное отклонение или стандарт. 

Допущение о нормальном законе распределения элементов векто-
ра y  – это первое допущение регрессионного анализа. Второе допу-
щение регрессионного анализа – о неслучайности элементов вектора 
x , т. е. хi (i = 1, ..., r) – неслучайные величины. 

Из этих двух допущений следует, что, как уже указывалось, в со-
ответствии со свойством линейности нормального закона распределе-
ния элементы вектора a  (3.62) также являются случайными величи-
нами со следующими числовыми характеристиками: 

1)
jam  – математическое ожидание; 

2) 2
jaσ  – дисперсия; 

3)
jaσ  среднеквадратичное отклонение или стандарт. 

Третье допущение регрессионного анализа заключается в предпо-
ложении об однородности дисперсии случайных величин y . Свойство 
однородности дисперсий предполагает несущественное отличие дис-
персий y , что позволяет усреднять их оценки или значения, получен-
ные по ограниченным выборкам, и распространять на всю исследуе-
мую область изменения входных и выходных переменных (условие 
однородности дисперсий проверяется с помощью специальных крите-
риев, которые здесь не рассматриваются). 

В соответствии с регрессионным анализом всегда рассчитывается 
оценка коэффициентов â  (оценка обозначается ˆ ) (3.74), в результате 
получается приближенная зависимость (3.45): 
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 ( )
0

ˆ ˆ
m

j j
j

y a x
=

= ϕ . (3.88) 

Для получения строгой зависимости, и так как у – случайная вели-
чина, необходимо строить зависимость условного математического 
ожидания 

x
ym  (при условии известных экспериментальных значений x ) 

от факторов x , с помощью теоретического уравнения регрессии: 

 ( )
0x

m

j jy
j

m a x
=

= ϕ , (3.89) 

где aj – истинные значения коэффициентов регрессии, называемые 
теоретическими коэффициентами регрессии; 

x
ym  – условное матема-

тическое ожидание случайной величины у. 
При этом регрессионный анализ экспериментальных данных 

включает три этапа: 
1) определение оценок коэффициентов регрессии методом наи-

меньших квадратов по формуле (3.74); 
2) определение значимости коэффициентов регрессии, т. е. суще-

ственного отличия их от нуля с помощью критерия Стьюдента t; 
3) определение адекватности уравнения регрессии (3.88) с помо-

щью критерия Фишера F. 
 
3.3.1. Определение дисперсии и ковариаций для эле-

ментов вектора наблюдений выходной переменной 
Обозначим вектор математических ожиданий для n эксперимен-

тов как y x
m M Y =   . 

Соответственно, для дисперсий уi (i = 1, ..., п) для п случайных ве-
личин будет справедливо 

 ( )22 , 1, ,
i iy i yM y m i n σ = − =  

 . (3.90) 

Ковариация двух случайных величин уi и уj равна математическо-
му ожиданию произведения ( )( )

i ji y j yy m y m− − : 

 ( )( ) , , :  1, , ;
i j i jy y i y j yCOV M y m y m i j n i j = − − ≠   . (3.91) 

Для независимых нормально-распределенных случайных величин 
уi и уj 
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 0
i jy yCOV = . (3.92) 

Для нормально-распределенных случайных величин вместо раз-
мерной величины 

i jy yCOV  целесообразно пользоваться безразмерным 

коэффициентом корреляции: 

 , , :  1, , ;i j

i j

i j

y y

y y
y y

COV
r i j n i j= ≠

σ σ
 . (3.93) 

Для независимых случайных величин уi и уj: 0
i jy yr =  (i, j: 1, …, п; j ≠ i). 

Для дисперсий 2
yσ  в п экспериментальных точках создается спе-

циальная матрица дисперсий-ковариаций размерностью n n×  сле-
дующим образом: 

 
1 1

2 1 2

1

2
1 1

2 1 2

2
1

[( )( ) ]

[( ) ] [( )( )]

[( )( )] [( )( )]

[( )( )] [( ) ]

n

n

n n

T
y y y

y y n y

y y y n y

n y y n y

COV M y m y m

M y m M y m y m

M y m y m M y m y m

M y m y m M y m

= − − =

 − − −
 

− − − − 
=  
 
 − − − 





  



. (3.94)
 

В результате матрица дисперсий-ковариаций для эксперимен-
тальных значений эксп

iy  (i = 1, ..., п) имеет вид 

 

1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

2

2

2

n

n

n n n

y y y y y

y y y y y
y

y y y y y

COV COV

COV COV
COV

COV COV

 σ
 
 σ

=  
 
 σ 





   



. (3.95) 

Допущение об однородности дисперсий случайных величин yi оз-
начает, что их дисперсии приблизительно равны. Примем, что  

 
1 2

2 2 2 2
ny y y yσ ≈ σ ≈ ≈ σ = σ . (3.96) 

Принимая во внимание допущение о независимости величин yi 
(3.92), матрица дисперсий-ковариаций для элементов вектора наблю-
дений выходной переменной будет диагональной с одинаковыми дис-
персиями на диагонали, что можно записать в следующем виде: 
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( ) ( )

2
y y

n n n n

COV E
× ×

= σ ⋅ . (3.97) 

 

3.3.2. Определение дисперсии и ковариаций для эле-
ментов вектора коэффициентов регрессии 

Так как вектор a  – случайная величина, распределенная по нор-
мальному закону, то для него можно определить матеметическое 
ожидание [ ]am M a= . По аналогии с (3.94) и (3.95) составим матрицу 
дисперсий-ковариаций для элементов вектора a : 

 
0 0 1 0

1 0 1 1

0 1

2

2

2

[( )( ) ]

m

m

m m m

T
a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

COV M a m a m

COV COV

COV COV

COV COV

= − − =

 σ
 
 σ

=  
 
 σ 





   



. (3.98) 

В соответствии с (3.86): 

 a ym L m= ⋅ . (3.99) 

Для определения элементов матрицы дисперсий-ковариаций не-
обходимо подставить (3.86) и (3.99) в матричную формулу (3.98). 

Если в результате подстановки матрица (3.98) получится диаго-
нальной, то коэффициенты регрессии можно считать статистически 
независимыми. 

Выполним эту подстановку, пользуясь тем, что ( )T T T
A B B A⋅ = ⋅ : 

 

( )( )
( ){ } ( ){ }
( )( )

( )( )
( ) ( )1 1

2 2 .

T

a y y

T

y y

TT

y y

T TT
yy y

T T T T

y y

E

COV M L y L m L y L m

M L y m L y m

M L y m y m L

L M y m y m L L COV L

L E L
− −

 = ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ =  
 = ⋅ − ⋅ − =  
 = ⋅ − − ⋅ =  

 = ⋅ − − ⋅ = ⋅ ⋅ =  

= ⋅ σ ⋅ ⋅ = σ Φ ⋅ Φ ⋅ Φ Φ ⋅ Φ ⋅ Φ

 

(3.100)
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Таким образом, матрица дисперсий ковариаций для элементов 
вектора коэффициентов регрессии может быть вычислена по формуле 

 
1

2
T

a yCOV
−

 = σ Φ Φ 
 

. (3.101) 

Матрица 
1T −

 Φ Φ 
 

 называется корреляционной матрицей и обо-

значается 

 

00 01 0
1

10 11 1

0 1

m

T m

m m mm

C C C

C C C
C

C C C

−
 
 

   = Φ Φ =    
 
 





   



. (3.102) 

Из сопоставления (3.101), (3.102) и (3.98) следует, что дисперсии 
коэффициентов регрессии можно выразить формулой 

 2 2

ja y jjCσ σ= , (3.103) 

где Cjj – диагональный элемент ковариационной матрицы; j – индекс 
коэффициента регрессии в уравнении общего вида для линейных по 
параметрам моделей (3.45). Ковариации коэффициентов регрессии 
будут выражаться формулой 

 2 ,
i ja a y ijCOV C i jσ= ≠ , (3.104) 

где Cij – элемент ковариационной матрицы; i, j – индексы элемента 
ковариационной матрицы и коэффициентов регрессии в уравнении 
(3.45). 

Таким образом, независимость коэффициентов определяется тем, 

будут ли недиагональные элементы в ковариационной матрице C  
(3.102) равны нулю. 

Значения элементов ковариационной матрицы зависят только от 
экспериментальных величин вектора входных переменных x  
(табл. 3.5), т. е. определяются тем, какие значения входных перемен-
ных выбраны в эксперименте. Фактически ковариационная матрица 
определяется тем, как поставлен (спланирован) эксперимент. 

В случае активного эксперимента (например, полного факторно-
го эксперимента или ортогонального центрального композиционного 

плана эксперимента) его проводят так, чтобы матрица C  стала диаго-
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нальной, т. е. коэффициенты регрессии будут статистически незави-

симы. В случае произвольного пассивного эксперимента матрица C  
оказывается недиагональной, и поэтому коэффициенты будут стати-
стически зависимы. 

Матрица C  (3.102) называется также корреляционной, так как с 
помощью ее элементов можно рассчитать корреляции коэффициентов 
регрессии: 

 .
i ja a

ij

ii jj

r
C

C C
=  (3.105) 

 

3.3.3. Определение дисперсий воспроизводимости, 
адекватности и остаточной дисперсии 

Оценка дисперсии выходной переменной у (3.96) важна для опре-
деления оценок дисперсий и ковариаций коэффициентов регрессии 
(3.103) и (3.104). Эта оценка определяется из параллельных опытов – 
повторных экспериментов для одного и того же набора значений 
входных переменных x . Поэтому ее также можно назвать оценкой 
дисперсии воспроизводимости или просто дисперсией воспроизводи-
мости и обозначить 2

eS . Дисперсия воспроизводимости характеризует 
погрешность эксперимента. 

Из экспериментальных данных, полученных в различных опыт-
ных точках ix  (табл. 3.5), после определения коэффициентов уравне-
ния регрессии по формуле (3.74) можно определить дисперсию адек-
ватности 2

adS , характеризующую разброс экспериментальных значе-
ний выходной переменной относительно рассчитанных по уравнению 
регрессии. Дисперсия адекватности характеризует погрешность ис-
пользуемого для описания данных уравнения регрессии, или погреш-
ность эмпирической модели. 

Если экспериментальные данные получены в различных экспери-
ментальных точках и при этом в этих точках проводились повторные 
опыты, то из данных можно рассчитать остаточную дисперсию 2

RS , 
которая будет характеризовать и погрешность уравнения регрессии, и 
погрешность эксперимента. 

Пусть выходная переменная у зависит от r входных переменных 

1[ , , ]rx x x=  . Различные опытные точки ix  будем характеризовать 
индексом i, изменяющимся от 1 до n (числа различных опытных      
точек). 



144 

3.3.3.1. Определение оценок дисперсий с различным 
числом параллельных опытов в каждой эксперименталь-
ной точке. Число параллельных опытов в каждой i-й эксперимен-
тальной точке будем обозначать ki (i = 1, ..., п). Данные, получаемые в 
таких экспериментах, могут быть сведены в таблицу вида табл. 3.6.  
 

Таблица 3.6  
Данные экспериментов с различным числом  

параллельных опытов в каждой точке 

Номер 
точки 

Номер  
параллельного 

опыта 

Входные переменные x  
Выходные 
переменныеx1 … xr 

1 

1 

x11 … x1r 

эксп
11y  

2 эксп
12y  

… … 

k1 1

эксп
1ky  

2 

1 

x21 … x2r 

эксп
21y  

… … 

k2 2

эксп
2ky  

… … … … … … 

n 

1 

xn1 … xnr 

эксп
1ny  

… … 

kn 
эксп

nnky  

 
Остаточная дисперсия, характеризующая погрешность уравне-

ния регрессии и эксперимента, может быть вычислена по следующей 
формуле: 

 
( )2эксп

2 1 1

1

ˆ
ikn

i iu
i u R

R n
R

i
i

y y
SS

S
k p

= =

=

−
= ≡

ν−




, (3.106) 

где р – число значимых коэффициентов регрессии, в частности (когда 
все коэффициенты значимы) р = т + 1 (3.45); ˆiy  (i = 1, ..., п) – значения, 
определяемые расчетным путем с помощью уравнения регрессии (3.64) 
в различных опытных точках; эксп

iuy  (i = 1, ..., п; u = 1, ..., ki) – значения, 
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определяемые экспериментально в i-й экспериментальной точке и па-
раллельном опыте под номером u; SSR – сумма квадратов остаточной 
дисперсии, равная числителю формулы (3.106); νR – число степеней 
свободы остаточной дисперсии, равное знаменателю формулы (3.82). 

Сумма квадратов остаточной дисперсии SSR (3.106) равна сумме 
квадратов дисперсии адекватности SSad, характеризующей погреш-
ность уравнения регрессии, и сумме квадратов дисперсии воспроизво-
димости SSe, характеризующей погрешность экспериментов: 

 SSR = SSad + SSe. (3.107) 

Соответственно, для числа степеней свободы остаточной диспер-
сии 2

RS  будет справедливо: 

 
1

n

R i ad e
i

k p
=

ν ≡ − = ν + ν . (3.108) 

Дисперсия воспроизводимости, характеризующая погрешность 
эксперимента, рассчитывается только на основе опытных данных по 
следующей формуле: 

 
( )

( )

2эксп эксп

2 1 1

1

1

ikn

iu i
i u e

e n
e

i
i

y y
SS

S
k

∗

= =

=

−
= ≡

ν−




, (3.109) 

где эксп
iy ∗  – среднее экспериментальное значение результатов парал-

лельных опытов в i-й опытной точке. Это среднее значение определя-
ется следующим образом: 

 

эксп

эксп 1

ik

iu
u

i
i

y
y

k
∗ ==


. (3.110) 

При этом числитель формулы (3.109) равен сумме квадратов дис-
персии воспроизводимости SSe, а знаменатель – числу степеней сво-
боды дисперсии воспроизводимости νe. 

Дисперсия адекватности в этом случае может быть рассчитана по 
формуле 

 2

ν
ad

ad
ad

SS
S = . (3.111) 
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В соответствии с приведенными ранее равенствами (3.107) и 
(3.108), сумма квадратов дисперсии адекватности SSad и число степеней 
свободы дисперсии адекватности νad определяются, соответственно: 

 SSad = SSR – SSe; (3.112) 

 νad = νR – νe. (3.113) 

3.3.3.2. Определение оценок дисперсий с одинако-
вым числом параллельных опытов в каждой экспери-
ментальной точке. Допустим, в каждой экспериментальной точке 
число параллельных опытов одинаково и равно k. В этом случае дис-
персия воспроизводимости для i-й экспериментальной точки опреде-
ляется как 

 
( )2эксп эксп

2 1

1

k

iu i
u ei

ei
ei

y y
SS

S
k

∗

=
−

= ≡
− ν


, (3.114) 

где эксп
ijy  – экспериментальные значения, полученные в параллельных 

опытах в i-й точке; эксп
iy ∗  – усредненное экспериментальное значение 

в i-й точке; SSei – сумма квадратов дисперсии воспроизводимости в i-й 
экспериментальной точке; vei = k – 1 – число степеней свободы дис-
персии воспроизводимости в i-й точке. Среднее значение выходной 
переменной в i-й экспериментальной точке находится по формуле 

 

эксп

эксп 1

k

iu
u

i

y
y

k
∗ ==


. (3.115) 

Дисперсия воспроизводимости на основе параллельных опытов во 
всех экспериментальных точках вычисляется как среднее арифметиче-
ское дисперсий в каждой точке, и формула для расчета будет иметь вид 

 
( )
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2эксп эксп

2 1 1

1
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i u e

e
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∗
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. (3.116) 

Для одинакового числа параллельных опытов в каждой экспери-
ментальной точке дисперсия адекватности определяется как 

 
( )2эксп
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. (3.117) 
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3.3.3.3. Определение оценок дисперсий при поста-
новке параллельных опытов в одной экспериментальной 
точке по отдельной серии экспериментов. Если опыты в ка-
ждой точке проведены без параллельных, и для получения дисперсии 
воспроизводимости проведена отдельная серия из k параллельных 
экспериментов в одной опытной точке, то дисперсия воспроизводимо-
сти вычисляется по формуле 

 
( )2эксп эксп

2 1

1

k

u
u e

e
e

y y
SS

S
k

∗

=
−

= ≡
− ν


, (3.118) 

где экспy ∗  – среднее значение выходной переменной в параллельных 
опытах. Оно рассчитывается как среднее арифметическое: 

 

эксп

эксп 1

k

u
u

y
y

k
∗ ==


. (3.119) 

Дисперсия адекватности в этом случае рассчитывается из экспе-
риментальных данных, полученных в различных опытных точках, по 
уравнению 

 
( )2эксп

2 1
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i i
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ad
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y y
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=
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. (3.120) 

Для оценки дисперсии выходной переменной 2
yσ  целесообразно 

использовать 2
eS , а при отсутствии параллельных опытов – 2

adS . 
Для определения оценок дисперсий коэффициентов регрессии по 

формуле (3.103) используют дисперсию воспроизводимости 2
eS  в ка-

честве оценки дисперсии выходной переменной 2
yσ . 

 
3.3.4. Определение значимости коэффициентов рег-

рессии 
Для определения значимости коэффициентов регрессии (3.74) ис-

пользуется подчиняющаяся t-распределению Стьюдента нормирован-
ная случайная величина: 

 
ˆ

j

j

j a

j
a

a m
t

S

−
= , (3.121) 
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где 
jaS  – выборочная оценка среднеквадратичного отклонения для 

коэффициента регрессии aj. Воспользовавшись оценкой дисперсии 
воспроизводимости 2

eS  и принимая во внимание, что выборочная 
оценка дисперсии вычисляется аналогично дисперсии (3.103), можно 
записать 

 2 2
ja e jjS S C= . (3.122) 

Соответственно выборочная оценка среднеквадратичного откло-
нения для коэффициентов регрессии будет равна 

 2
j ja a e jjS S S C= = . (3.123) 

Из определения случайной величины, подчиняющейся распреде-
лению Стьюдента, можно записать следующее вероятностное соот-
ношение для коэффициентов регрессии â  (3.74): 

 ( )1 α/2

ˆ
ν 1 αjj a

e
e jj

a m
P t

S C
−

 −
 ≤ = −
 
 

, (3.124) 

где α – выбранный уровень значимости для проверки статистической 
гипотезы; t1–α/2(νe) – квантиль уровня (1 – α/2) распределения Стью-
дента с числом степеней свободы νe; j – индекс коэффициента регрес-
сии в уравнении (3.45). 

Квантиль рассматривается как табличное значение t и опреде-
ляется в зависимости от выбранного уровня значимости α (чаще 
всего 0,05) и числа степеней свободы дисперсии воспроизводимо-
сти ve. Проверка значимости коэффициентов регрессии представ-
ляет собой стандартную процедуру проверки статистической гипо-
тезы о равенстве нулю среднего значения нормально распределен-
ной величины. Для этого используют вероятностное соотношение 
(3.124) в предположении, что среднее значение коэффициента рег-
рессии равно нулю: 

 
0

jam =
 . (3.125) 

Тогда вероятностное соотношение запишется 

 ( )1 α/2

ˆ
ν 1 α

j
e

e jj

a
P t

S C
−

 
 ≤ = −
 
 

. (3.126) 
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Это соотношение означает, что если выполняется неравенство в 
скобках, то с вероятностью (1 – α) коэффициент регрессии aj будет ра-
вен 0 и таким образом будет незначим. Другими словами, проверка 
значимости будет заключаться в расчете критерия Стьюдента для 
данного коэффициента регрессии по формуле 

 расч
ˆ j

j
e jj

a
t

S C
=  (3.127) 

и сравнении его с табличным значением квантиля при выбранном 
уровне значимости. Коэффициент регрессии aj будет незначим, если 
рассчитанный для него критерий Стьюдента (3.127) будет меньше 
табличного значения квантиля: 

 ( )расч
1 α/2 νj et t −≤ . (3.128) 

В противном случае коэффициент регрессии будет значим. 
Если раскрыть вероятностное неравенство (3.124) для коэффици-

ента регрессии, то можно получить интервальную оценку для матема-
тического ожидания коэффициента регрессии или доверительный ин-
тервал при выбранном уровне значимости: 

 ( ) ( )1 α/2 1 α/2ˆ ˆν ν
jj e jj e a j e jj ea S C t m a S C t− −− ⋅ ≤ ≤ + ⋅ . (3.129) 

Величина  

 ( )1 α/2 νj e e jja t S C−Δ = ⋅ ⋅  (3.130) 

называется радиусом доверительного интервала и является по сути 
случайной ошибкой для коэффициента регрессии aj: 

 ˆj j ja a a= ± Δ . (3.131) 

Это означает, что вместо точечной оценки коэффициентов рег-
рессии ˆ ja  можно пользоваться их интервальными оценками (3.131). 

Результат построения уравнения регрессии (3.88) (эмпирической 
модели) для случая одной входной переменной x можно предста-
вить графически (рис. 3.11). При использовании интервальной 
оценки на таком графике вместо одной кривой получится три. Одна 
кривая строится по точечным оценкам ˆ ja , другая – по максималь-

ным оценкам: 

 max ˆj j ja a a= + Δ , (3.132) 
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третья – по минимальным оценкам: 

 min ˆj j ja a a= − Δ . (3.133) 

 

 
Рис. 3.11. Кривые уравнений регрессии, полученные  
при оценочном и критических (крайних) значениях  

коэффициентов регрессии 
 
3.3.5. Процедура исключения незначимых коэффи-

циентов регрессии 
Если какой-то коэффициент уравнения регрессии (3.74) оказался 

незначим, то его и соответствующее слагаемое нужно исключить из 
уравнения регрессии. При этом будет получено новое уравнение рег-
рессии с меньшим числом коэффициентов. Так как корреляционная 

матрица C  (3.102) в общем случае недиагональная и коэффициенты 
статистически зависимы, то после исключения одного коэффициента 
необходимо пересчитать оставшиеся. 

В случае незначимости нескольких коэффициентов всегда ис-
ключается только один (так как существует статистическая зависи-
мость коэффициентов), причем тот, для которого критерий Стьюдента 
(3.127) является наименьшим. 

Если корреляционная матрица является диагональной (экспери-
мент проводился при использовании методов планирования экспери-
мента), то получаемые коэффициенты корреляции будут независимы 
и в случае незначимости нескольких коэффициентов их можно сразу 
все исключить из уравнения регрессии. При этом оставшиеся коэффи-
циенты пересчитывать нет необходимости. 

a
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3.3.6. Проверка адекватности уравнения регрессии – 
адекватности эмпирической модели 

При определении вида приближенного уравнения регрессии (3.3) и 
коэффициентов регрессии (3.74) практически решаются задачи струк-
турной и параметрической идентификации эмпирической модели. 

В результате успешного решения задачи идентификации (пара-
метрической и структурной) должна получиться адекватная матема-
тическая (эмпирическая) модель (ММ). Под адекватностью ММ по-
нимается качественное и количественное соответствие поведения ММ 
и объекта моделирования. 

Качественное соответствие поведения модели и объекта моде-
лирования определяется путем установления приближенного совпаде-
ния тенденций изменения переменных процесса в модели и объекте. 

Для количественной оценки адекватности уравнения регрессии 
используют статистический критерий Фишера, с помощью которого 
проверяется однородность дисперсий адекватности и воспроизводи-
мости. Критерий Фишера рассчитывается как отношение дисперсии 
адекватности к дисперсии воспроизводимости: 

 
2

расч
2

ad

e

S
F

S
= . (3.134) 

Это отношение сравнивается с табличным значением распределе-
ния Фишера F при выбранном уровне значимости α (0,1; 0,05; 0,01) и 
двух числах степеней свободы – дисперсии адекватности (νad) и дис-
персии воспроизводимости (νe). Это табличное значение представляет 
собой квантиль уровня (1 – α) распределения Фишера с числом степе-
ней свободы νad и νe, которое ( )1 α ν , νad eF − . Модель считается адек-

ватной, если рассчитанное значение критерия Фишера меньше или 
равно табличному: 

 ( )расч
1 α ν ,νad eF F −≤ . (3.135) 

В противном случае модель считается неадекватной. Неравенст-
во (3.135) эквивалентно утверждению, что дисперсия адекватности 
значимо не превышает дисперсию воспроизводимости или что по-
грешность эмпирической модели (уравнения регрессии) не превышает 
погрешности эксперимента. 

Если нет параллельных опытов и, следовательно, дисперсия вос-
производимости отсутствует, то можно оценить эффективность мо-
дели, сравнив дисперсию адекватности с дисперсией эксперименталь-
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ных данных в различных точках относительно простого среднего. 
Дисперсию относительно среднего рассчитывают по уравнению 
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где yср – простое среднее, которое рассчитывается по формуле 
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Показатель эффективности модели может быть рассчитан как от-
ношение дисперсии относительно среднего к дисперсии адекватности: 
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Модель считается эффективной, если показатель эффективности 
больше 3–5. 
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