
 Учреждение образования 
«БЕЛОРУССКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ  
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ» 

 
 

 
 

В. М. Марченко, О. Н. Пыжкова 
 
 
 
 

УРАВНЕНИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

 
Рекомендовано 

учебно-методическим объединением  
по химико-технологическому образованию  
в качестве учебно-методического пособия  

для студентов учреждений высшего образования  
по специальности 1-53 01 01 «Автоматизация  
технологических процессов и производств» 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Минск 2013



УДК 517.9:53(075.8) 
ББК 22.311я75 
         М30 
  

Р е ц е н з е н т ы :  
кафедра математической физики Белорусского  

государственного университета  
(доктор физико-математических наук, профессор,  

заведующий кафедрой, член-корреспондент НАН Беларуси,  
заведующий отделом математической физики  

Института математики НАН Беларуси В. И. Корзюк); 
кандидат физико-математических наук,  

доцент кафедры общей математики и информатики  
Белорусского государственного университета С. В. Пономарева 

 
 

Все права на данное издание защищены. Воспроизведение всей книги 
или ее части не может быть осуществлено без разрешения учреждения об-
разования «Белорусский государственный технологический университет».   
 

Марченко, В. М. 
М30          Уравнения математической физики : учеб.-метод. посо-

бие для студентов специальности 1-53 01 01 «Автоматизация 
технологических процессов и производств» / В. М. Марчен-
ко, О. Н. Пыжкова. – Минск : БГТУ, 2013. – 160 с. 

ISBN 978-985-530-289-7. 
  

Учебный комплекс, написанный в соответствии с уровневой мето-
дологией преподавания математических дисциплин, содержит про-
грамму курса «Уравнения математической физики», лекционный мате-
риал, практикум, теоретический и практический минимум с примерами 
решения типовых задач, индивидуальные задания, вопросы для само-
контроля, справочный материал. Комплекс будет полезен всем, кто ин-
тересуется уравнениями математической физики. 

 
УДК 517.9:53(075.8) 

ББК 22.311я75 
 
ISBN 978-985-530-289-7    УО «Белорусский государственный 
            технологический университет», 2013 

                                  Марченко В. М., Пыжкова О. Н., 2013 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

В курсе рассматриваются дифференциальные уравнения (ДУ) 
с частными производными (ЧП), т. е. уравнения, содержащие неиз-
вестную функцию нескольких переменных и ее частные производные. 

ДУ с ЧП находят широкое применение в прикладных науках: 
квантовая механика, электродинамика, термодинамика, теория 
тепло- и массопереноса при математическом описании и модели-
ровании различных физических процессов. Поэтому такие урав-
нения в теории ДУ с ЧП объединяются под общим названием 
уравнений математической физики. Они, как правило, имеют бес-
численное множество решений. При исследовании конкретной 
физической задачи необходимо из этих решений выбрать то, кото-
рое удовлетворяет некоторым дополнительным условиям, выте-
кающим из ее физического смысла. Итак, задачи уравнений мате-
матической физики состоят в отыскании решений уравнений c 
частными производными, удовлетворяющих некоторым дополни-
тельным условиям. Такими дополнительными условиями чаще 
всего являются так называемые граничные условия, т. е. условия, 
заданные на границе рассматриваемой области, и начальные усло-
вия, относящиеся к одному какому-нибудь моменту времени, с ко-
торого начинается изучение данного физического явления. Сово-
купность граничных и начальных условий называют краевыми 
условиями задачи. Краевая задача уравнения математической фи-
зики считается поставленной корректно, если решение задачи, 
удовлетворяющее краевым условиям, существует, единственно и 
устойчиво к малым возмущениям, т. е. малые изменения любого 
из исходных данных задачи вызывают соответственно малое из-
менение решения. Это важно для приложений ДУ с ЧП, поскольку 
реальные данные прикладной задачи часто получены из опыта и, 
таким образом, содержат некоторую погрешность. Поэтому необ-
ходимо, чтобы малые погрешности в данных задачи приводили к 
малым изменениям в ее решении (понятие малости требует мате-
матического уточнения в каждой конкретной задаче). 

Учебно-методический комплекс написан в соответствии с раз-
рабатываемой и внедряемой на кафедре высшей математики Бело-
русского государственного технологического университета уров-
невой технологией преподавания математических дисциплин.  

 



4 ПРЕДИСЛОВИЕ 

Целью уровневой технологии организации учебного процесса яв-
ляется создание условий для включения каждого обучаемого в дея-
тельность, соответствующую зоне его ближайшего развития, обе-
спечение условий для самостоятельного (и/или под контролем препо-
давателя) усвоения программного материала в том размере и с той глу-
биной, которую позволяют индивидуальные особенности обучаемого.  

Отметим некоторые принципиальные моменты уровневой тех-
нологии организации учебного процесса по математике в БГТУ. 

Весь материал курса классифицируется по трем уровням: А, Б, С.  
Материал первого уровня А (базовый) – обязательное поле 

знаний по предмету (программа-минимум) – уровень знаний, не-
обходимый для успешного продолжения обучения.  

Второй уровень Б (или *) содержит задания, расширяющие 
представление студента об изучаемых темах, устанавливает связи 
между понятиями и методами различных разделов, дает их стро-
гое математическое обоснование, а также примеры применения 
при решении прикладных задач.  

Материал А+Б (профильный) уровней А и Б охватывает всю 
стандартную программу – программу-максимум – и является до-
статочным для обеспечения самостоятельной (или под контролем 
преподавателя) работы обучаемого с учебной литературой.  

Уровень С (или ** – необязательный) содержит материал по-
вышенной трудности. Материал А+Б+С трех уровней – углублен-
ная программа – открывает путь научным исследованиям в обла-
сти математического моделирования производственных процессов 
по избранной специальности. Отметим, что материал более низко-
го уровня не требует обращения к более высокому уровню.  

Важным достоинством этой методики является ее направлен-
ность на работу со студентами, обладающими способностями к 
творческой работе и ярко выраженной мотивацией к получению 
хорошего образования. 

Структурно комплекс организован следующим образом: уров-
невая программа курса, материал лекций с выделением соответ-
ствующих уровней глубины его усвоения, практикум, содержащий 
теоретический и практический минимум с примерами решения ти-
повых задач, задания для самоконтроля, индивидуальные занятия. 

В конце комплекса приводится справочный материал – неко-
торые основные сведения, определения и формулы из курса урав-
нений математической физики, а также рекомендуемая основная и 
дополнительная литература.   



УЧЕБНАЯ ПРОГРАММА  

1.1. Пояснительная записка 
 
1.1.1. Актуальность изучения учебной дисциплины 
в вузе и ее роль в профессиональной подготовке 
выпускника вуза 
Для характеристики различных процессов, происходящих в 

природе и технике, все шире используется математический аппа-
рат, разрабатываются специальные математические методы. Ма-
тематические методы позволяют дать унифицированный научный 
подход к изучению различных явлений реального мира путем со-
ставления их математических моделей, которые во многих случа-
ях формализуются в рамках одних и тех же математических 
структур. Развитие количественных методов анализа реальных 
физических процессов показало, что одна и та же физическая ве-
личина (свойство) в разных точках исследуемого объекта и даже в 
одной в разные моменты времени может принимать различные 
значения, и поэтому при математическом описании этих величин 
приходится рассматривать функции, зависящие от времени и про-
странственных переменных.  

Инженер по автоматизации технологических процессов и 
производств должен владеть основами математического модели-
рования и его реализации в компьютерных информационных 
технологиях, чтобы быть конкурентоспособным на рынке труда и 
выдерживать темпы научно-технического прогресса. Эти процес-
сы, как уже отмечалось, являются динамическими и зависят от 
многих факторов и, таким образом, описываются дифференци-
альными уравнениями относительно функций нескольких пере-
менных, т. е. дифференциальными уравнениями с частными про-
изводными.  

Постоянно возрастающая роль математических моделей во 
многих областях естественных и технических наук требует от со-
временного инженера владения рядом специальных разделов ма-
тематики. Уравнения математической физики представляют один 
из таких разделов. 

1 
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Дисциплина «Уравнения математической физики» предназна-
чена для ознакомления студентов с классическими методами ин-
тегрирования уравнений в частных производных второго порядка, 
к которым приводит ряд конкретных физических и технических 
задач. Как правило, каждое из таких уравнений имеет бесчислен-
ное множество частных решений, и задача уравнений математиче-
ской физики состоит в отыскании решений уравнений в частных 
производных, удовлетворяющих некоторым дополнительным – 
краевым (начальным и граничным) условиям. 

Эффективная работа инженера по автоматизации в современ-
ной компьютерной среде невозможна без тесной связи практики и 
теории, без знания математических методов моделирования тех-
нологических процессов. Такой подход позволяет студентам само-
стоятельно моделировать физические явления и процессы, приме-
няемые в производстве.  

Современная подготовка инженера по автоматизации основа-
на на тесной связи теории и практики, на знании методов матема-
тического описания технологических процессов и умении анали-
зировать полученные математические модели с использованием 
возможностей современных компьютерных программ. Дисципли-
не «Уравнения математической физики» как классическому курсу 
математического описания технологических процессов отводится 
в этой связи одно из центральных мест. 

1.1.2. Цели и задачи учебной дисциплины 
Цель курса – ознакомить студентов с основными понятиями и 

методами теории дифференциальных уравнений с частными произ-
водными и выработать навыки решений стандартных краевых за-
дач математической физики и, как результат, подготовить студен-
тов к последующему изучению более сложных задач моделирова-
ния, к выполнению учебной и научно-исследовательской работы.  

Задачи преподавания уравнений математической физики со-
стоят в выяснении сущности научного подхода к описанию и ис-
следованию реальных физических и производственных процессов; 
роли математических методов в этом описании и в системе есте-
ственнонаучных дисциплин в целом как способе познания окружа-
ющего мира; в развитии у обучаемых способности к логическому и 
алгоритмическому мышлению, а также знаний, умений и приемов 
исследования и решения математически формализованных задач. 
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1.1.3. Требования к уровню освоения 
содержания учебной дисциплины 
В результате изучения курса «Уравнения математической фи-

зики» студент должен иметь представление: 
• о месте уравнений математической физики в системе есте-

ствознания; 
• о типах задач, решаемых с помощью уравнений математиче-

ской физики; 
знать и уметь использовать: 
• основные методы решения дифференциальных уравнений с 

частными производными, а также применять эти знания и методы 
к описанию и решению прикладных задач; 

• методы системного и сравнительного анализа; 
владеть: 
• исследовательскими навыками применения методов математи-

ческого моделирования динамических технологических процессов 
для решения теоретических и практических задач, что в совокупности 
позволит сочетать академические и социально-личностные компетен-
ции для успешной профессиональной и социальной деятельности. 

1.1.4. Структура содержания учебной дисциплины 
Дисциплина базируется на программе курса высшей матема-

тики. На изучение данной дисциплины учебным планом специ-
альности 1-53 01 01 «Автоматизация технологических процессов и 
производств» предусмотрено 54 часа, в том числе 34 аудиторных, 
из них 18 часов лекций, 16 часов практических занятий.  

 
 

1.2. Примерный тематический план 
дисциплины 

Тема 
Количество  

аудиторных часов 
Лекции Практические занятия 

Введение 2 2 
1. Гиперболические уравнения 8 6 
2. Параболические уравнения 4 4 
3. Эллиптические уравнения 4 4 

Итого 18 16 
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1.3. Содержание дисциплины 
 

1.3.1. Введение 
Основные понятия курса уравнений математичекой физики. 

Примеры. Основные физические процессы и их уравнения. Поста-
новка краевых задач. Понятие корректной постановки задачи. Клас-
сификация дифференциальных уравнений с частными производ-
ными второго порядка с двумя независимыми переменными. Ха-
рактеристическое уравнение. Основные типы уравнений. 

1.3.2. Гиперболические уравнения 
Вывод уравнения поперечных колебаний струны. Постановка 

основных краевых задач. Решение задачи Коши для уравнения ко-
лебания струны методом характеристик. Формула Даламбера. Фи-
зический смысл формулы Даламбера*. Общая формальная схема 
метода разделения переменных решений смешанных задач для ги-
перболических уравнений. Решение смешанных задач методом раз-
деления переменных (метод Фурье). Задача Штурма – Лиувилля*. 

1.3.3. Параболические уравнения  
Вывод уравнения теплопроводности. Постановка краевых за-

дач. Теорема о максимальном и минимальном значениях решений 
уравнения теплопроводности*. Общая формальная схема метода 
разделения переменных решений смешанных задач для параболи-
ческих уравнений. Функция источника*. Решение краевых задач с 
помощью преобразований Лапласа* и Фурье**. 

1.3.4. Эллиптические уравнения 
Определение и свойства гармонических функций. О един-

ственности решений задач Дирихле и Неймана*. Функция Грина*. 
Метод функции Грина*. Решение задач Дирихле и Неймана*. Фи-
зический смысл функции Грина*. Метод фиктивных зарядов по-
строения функции Грина задачи Дирихле**. 

 
 
1.4. Примерная тематика практических занятий 
 
1. Уравнения с частными производными первого порядка с дву-

мя независимыми переменными. Приведение к каноническому ви-
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ду дифференциальных уравнений с частными производными вто-
рого порядка с двумя независимыми переменными. Характеристи-
ческое уравнение. Характеристики. 

2. Решение задачи Коши для одномерного волнового уравне-
ния по формуле Даламбера. Метод характеристик. 

3. Метод разделения переменных решения задачи о свобод-
ных колебаниях ограниченной струны. 

4. Метод преобразования Фурье решения задачи Коши для 
уравнения теплопроводности.  

5. Решение краевых задач для уравнений Лапласа и Пуассона 
в круге методом разделения переменных. 

6. Метод сеток. 

1.5. Примерный перечень тем  
для самостоятельной работы  

1. Корректные и некорректные краевые задачи. Пример Ада-
мара. Теорема Коши – Ковалевской. 

2. Задача Коши на прямой для неоднородного волнового урав-
нения. Обобщенная задача Коши. Формула Римана.  

3. Понятие об обобщенных решениях. Задача Гурса. 
4. Применение метода характеристик к изучению колебаний в 

электрических линиях. 
5. Формула Пуассона. 
6. Функции Бесселя. 
7. Неоднородное уравнение теплопроводности. Функция мгно-

венного точечного источника тепла. 
8. Распространение тепла в цилиндре конечных и бесконеч-

ных размеров. 
9. Ньютоновский потенциал. Потенциалы простого и двойно-

го слоя. 
 



МАТЕРИАЛ ЛЕКЦИЙ 

2.1. Введение. Основные понятия  

1А1 (Определение). Дифференциальным уравнением с част-
ными производными (ДУ в частных производных) называется 
уравнение относительно неизвестной функции нескольких пере-
менных (ФНП) и ее частных производных. Наивысший порядок 
частных производных (существенно входящих в уравнение) назы-
вается порядком этого уравнения. 

1А+Б2 (Примеры).  
2.1. ДУ вида 

1 2
1 1 2

, , , ..., , ..., , ... 0
... n

n n

u u u
F x u

x x x x x

α

αα α

 ∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
           (2.1) 

относительно неизвестной функции ( ),u u x=  где ( )1 2, , ..., nx x x x=  
является точкой в -n мерном пространстве ,n  представляет об-
щий вид ДУ с ЧП, если по крайней мере одна из частных произ-
водных функции u  входит в уравнение существенным образом. 
Здесь α  называется мультииндексом, т. е. α = { }1 2, , ..., ,nα α α  

0iα ≥  и представляют собой целые неотрицательные числа, 

1 2 ... ,n mα = α + α + + α =  где m  – порядок уравнения.  
Точное определение того, какие зависимости F  являются до-

пустимыми, в общем случае требует отдельного рассмотрения. 
2.2. Уравнение вида 

1

1 1
1 21 1 2

, ..., , , , ..., , , ..., , ..., , ...,
m m m m

nm m m m
n n

z z z z z z z
f x x z

x x xx x x x

−

−

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂   
(2.2) 

относительно неизвестной функции ( )z z x= = ( )1 2, , ..., nz x x x  

называется ДУ с ЧП порядка ,m  разрешенным относительно 

старшей производной 
1

m

m

z

x

∂
∂

. 

2.3. ДУ с ЧП называется линейным (ЛДУ), если неизвестная 
функция и ее производные входят в это ДУ линейно (в первой 
степени). Так, уравнение  

2 
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( ) ( ) ( ) ( )
2

, 1 1

младшая частьглавная часть

n n

ij i
i j ii j i

u u
a x b x c x u f x

x x x= =

∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂ 


           (2.3) 

описывает общий вид ЛДУ с ЧП второго порядка с n переменны-
ми (относительно неизвестной функции ( )u u x= = 1 2( , , ..., )).nu x x x  
Если правая часть ( ) 0f x ≡  в рассматриваемой области, ЛДУ (2.3) 
называется однородным, в противном случае – неоднородным. 
Если главная часть в (2.3) отсутствует, получаем ЛДУ с ЧП перво-
го порядка. 

2.4. ДУ с ЧП называется линейным относительно старших 
производных, если старшие производные входят в него в первой 
степени (линейно). Например, 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2

главная часть младшая часть

, 2 , , , , , , ,
u u u u u

a x y b x y c x y F x y u
x y x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + =  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   
    (2.4) 

( ) 2, .x y R∈  Если коэффициенты , ,a b c  в (2.4) зависят еще от 

, ,
u u

u
x y

∂ ∂
∂ ∂

, то такое уравнение называется квазилинейным. 

2.5. Как уже отмечалось, ДУ с ЧП широко используются для 
математического моделирования и описания различных физиче-
ских задач. Эти уравнения и называются дифференциальными 
уравнениями математической физики. Основные типы этих 
уравнений: 

2 2 2 2
2

2 2 2 2

U U U U
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 – волновое уравнение, которое 

обычно записывают в компактном виде 
2

2
2 ,
U

a U
t

∂ = Δ
∂

 где a  – ско-

рость распространения волны в среде, 
2 2 2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂

 – опера-

тор Лапласа, ( ), , ;U u x y z=  

T
a T

t

∂ = ⋅ Δ
∂

 – уравнение теплопроводности; 

0Δϕ =  – уравнение Лапласа; 
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Δϕ = −ρ  – уравнение Пуассона – основное дифференциальное 
уравнение электростатики, где ϕ  – электрический потенциал, 

( ), ,x y zρ = ρ  – известное распределение зарядов в пространстве; 

ϕ = −ρ  – уравнение Даламбера, где 
2

2
2 a

t

∂= − Δ
∂

  – оператор 

Даламбера или волновой оператор; 
( ) 0E UΔψ + − ψ =  – уравнение Шредингера – основное диф-

ференциальное уравнение квантовой механики, где ψ  – волновая 
функция, E – полная энергия частицы, играющая роль параметра, 
U – потенциальная энергия, заданная условиями задачи. 

1А3 (Определение). Функция ( ),u u x=  непрерывная в некото-
рой области D вместе со своими частными производными, входя-
щими в ДУ с ЧП, и обращающая это ДУ в тождество в области D, 
называется регулярным решением этого ДУ. Наряду с регулярны-
ми решениями в теории ДУ с ЧП важное значение имеют реше-
ния, перестающие быть регулярными в изолированных точках.  

Однако существуют ДУ с ЧП, множества решений которых 
весьма узки и в некоторых случаях пусты. Например, множество 

действительных решений ДУ 
2

1

0
n

i i

u

x=

 ∂ = ∂ 
  составляют только по-

стоянные функции: ( ) const,u x =  а ДУ 
2

1

1 0
n

i i

u

x=

 ∂ + = ∂ 
  не имеет 

действительных решений.  
Качественные особенности решений ДУ с ЧП выявляются уже 

при изучении простейших случаев. 
1А+Б4 (Примеры-упражнения). 

4.1. Рассмотрим  ДУ  первого  порядка  0
u

x

∂ =
∂

  для  функции  

( ), .u u x y=  Решением такого уравнения является любая функция, 
не зависящая от x  (зависимость от y  может быть любой). Поэтому 

уравнение 0
u

x

∂ =
∂

 имеет бесконечное множество решений вида 

( ) ( ),u x y C y= , где ( )C y  – произвольная функция аргумента .y  

4.2. Рассмотрим  ДУ  первого  порядка  
( , )

( ) ( ),
z x y

x y
x

∂ = ϕ + ψ
∂

 

( , ) ( , ) ( , ),x y a b c d∈ ×  где функции ,ϕ ψ  берутся из класса 0C  (здесь 
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и далее символ kC  означает множество k  раз непрерывно диффе-
ренцируемых функций). Интегрируя уравнение по ,x  получаем 
его решение в виде  

0

( , ) ( ) ( ) ( ),
x

x

z z x y t dt x y C y= = ϕ + ψ +  

где 0 ( , ),x a b∈  ( )C y  – произвольная функция. 

4.3. Рассмотрим ДУ первого порядка 2 .
u u

x y

∂ ∂=
∂ ∂

 Вводя новые 

независимые переменные 
1 1

, ,
2 2

x y x yξ = + η = −  получаем 

( , )u u x y= =  
1

( ), ( , ).
2

u z ξ + η ξ − η = ξ η 
 

 Тогда ,
u z z

x

∂ ∂ ∂= +
∂ ∂ξ ∂η

 

2
u z z

y

∂ ∂ ∂= −
∂ ∂ξ ∂η

 и рассматриваемое ДУ сводится к виду 0,
z∂ =

∂η
 ин-

тегрируя которое, имеем: ( , ) ( )z z C= ξ η = ξ  или, возвращаясь к ис-
ходным переменным, получаем решение в виде ( , )u u x y= =  

1
,

2
C x y = + 
 

 где 
1

2
C x y + 
 

 – произвольная функция класса 1.C  

4.4. Решение ДУ второго порядка 
2

0,
u

x y

∂ =
∂ ∂

 ( , ) ( , ) ( , ),x y a b c d∈ ×  

получается последовательным интегрированием по переменным x  
и ,y  например в начале по ,x  затем по :y    

( ),
u

f y
y

∂ =
∂

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 .u f y dy C x C x C y= + = +  

В результате решение содержит произвольные функции ( )1C x  и 
( )2C y  класса 1.C  Такие решения принято называть общими (или 

представлениями решения). Таким образом, общие решения ДУ с 
ЧП, как и обыкновенных ДУ, не определяются однозначно, но в 
отличие от последних включают уже не произвольные постоян-
ные, а произвольные функции.  

1Б5 (Замечание-упражнение). В предыдущих примерах реше-
ние ДУ с ЧП первого порядка зависело от одной произвольной 
функции, а решение ДУ с ЧП второго порядка – от двух произ-
вольных функций. Является ли этот факт общим? 
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1А6 (Замечание). Как отмечалось, общие решения ДУ с ЧП 
зависят от произвольных функций. Чтобы из них выделить кон-
кретные (частные) решения, обычно накладывают дополнитель-
ные требования – начальные и граничные условия. 

1А7 (Начальная задача Коши). Рассмотрим ДУ с ЧП (2.2), где 
x = 1

1 1 1( , ..., ) , , .n
nx x D D D D −∈ × ⊂ ⊂   Пусть далее заданы 

начальная точка 10 0 1( , ..., )nx x D D∈ ×  и начальные функции 

0 2( , ..., ), ...,nx xϕ 1 2( , ..., ),m nx x−ϕ  1
2( , ..., ) .n

nx x D −∈ ⊂   Тогда на-
чальная задача Коши означает нахождение решения ДУ с ЧП (2.2), 
удовлетворяющего следующим начальным условиям: 

10 2 0 2( , , ..., ) ( , ..., ),n nz x x x x x= ϕ  

10 2 1 2
1

( , , ..., ) ( , ..., ),n n
z

x x x x x
x

∂ = ϕ
∂

 

  
1

10 2 1 2 21
1

( , , ..., ) ( , ..., ), ( , ..., ) .
m

n m n nm

z
x x x x x x x D

x

−

−−
∂ = ϕ ∈
∂

 

Задачу Коши можно рассматривать не во всей области ,D  а 
только в окрестности точки 20 0( , ..., ) .nx x D∈  

Рассмотрим функцию ( )1, ..., ,nu u x x=  определенную в неко-
торой окрестности точки ( )10 0, ..., .nx x  Она называется аналитиче-
ской функцией своих аргументов в окрестности этой точки, если в 
рассматриваемой окрестности функция представима степенным ря- 

дом вида ( ) ( )1

1
1

... 10 0
...

... .n

n
n

na x x x x
α α

α α
α α

− −  

1А+С8 (Теорема Коши – Ковалевской). Если 
1) правая часть f  ДУ (2.2) является аналитической функцией 

своих аргументов в некоторой окрестности начальных данных 

10 0, ..., ;nx x  
2) функции 0 2( , ..., ),nx xϕ …, 1 2( , ..., )m nx x−ϕ  являются аналити-

ческими в некоторой окрестности точки 20 0( , ..., ).nx x  
Тогда существует окрестность начальной точки 10 0( , ..., ),nx x  в 

которой решение задачи Коши 1А7 существует, единственно и яв-
ляется функцией аналитической. 

1А+Б9 (Следствие). Если правая часть ДУ с ЧП первого порядка 

, , , ,
u u u

f x y z
x y z

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 
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является аналитической функцией своих аргументов в некоторой 

окрестности точки 0 0 0 0 0 0 0 0, , ( , ), ( , ), ( , ) ,x y y z y z y z
y z

 ∂ϕ ∂ϕϕ ∂ ∂ 
 где ϕ  –  

аналитическая функция в некоторой окрестности точки 0 0( , ),y z  то 
найдется окрестность точки 0 0 0( , , ),x y z  в которой решение 
начальной задачи Коши 0( , , ) ( , )u x y z y z= ϕ  существует, един-
ственно и является функцией аналитической. 

1А+Б10 (Замечание). Отметим, что функция ( , )y zϕ  двух пе-
ременных считается аналитической в окрестности точки 0 0( , ),y z  
если в этой окрестности функция раскладывается в соответству-
ющий ряд Тейлора:  

0 0
0

( , ) ( ) ( ) ,i j
ij

i j

y z a y y z z
+∞

+ =
ϕ = − −  

где 0 0
1

( , ),
! !

i j

ij i ja y z
i j y z

+∂ ϕ=
∂ ∂

 0,1, ...; 0,1, ...i j= =  

1А11 (Замечание). График решения ДУ с ЧП принято назы-
вать интегральной поверхностью (в соответствующем простран-
стве). Тогда в геометрической интерпретации в задаче Коши 

0( , ) ( )u x y y= ϕ  для ДУ первого порядка , ,
u u

f x y
x y

 ∂ ∂=  ∂ ∂ 
 требуется 

найти такую интегральную поверхность ( , ),u u x y=  которая про-
ходит через заданную кривую 0, ( ).x x u y= = ϕ  

ДУ с ЧП различаются порядком, видом (линейные, нелиней-
ные, квазилинейные) и типом (гиперболические, параболические, 
эллиптические, смешанные) и т. д. 

2.2. ЛДУ с ЧП первого порядка 

Рассмотрим ЛДУ с ЧП первого порядка 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0,
u u u

P x y z Q x y z R x y z
x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

              (2.5) 

где функции , ,P Q R  одновременно в нуль не обращаются (в об-
ласти ).D  
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Предположим, например, что ( , , ) 0,P x y z ≠  ( , , ) 0,Q x y z ≠  
( , , ) 0, ( , , ) ,R x y z x y z D≠ ∈  и рассмотрим систему обыкновенных ДУ 

,
( , , ) ( , , ) ( , , )

dx dy dz

P x y z Q x y z R x y z
= =                      (2.6) 

которую будем называть системой (уравнений) характеристик и где 
x  можем считать независимой переменной, а ,z y  – ее функциями. 

2А+Б1 (Теорема о свойствах решений ДУ с ЧП и ее системы 
характеристик). Если в рассматриваемой области функция  
u =  ( , , )x y zψ  является решением ДУ с ЧП (2.5), то соотношение 

( , , ) ( , ( ), ( )) constx y z x y x z x cψ = ψ = ≡  есть (первый) интеграл систе-
мы (2.6). Обратно: если ( , , ) constx y zψ ≡ – интеграл системы (2.6), 
то функция u = ( , , )x y zψ  является решением ДУ с ЧП (2.5). 

Схема доказательства. Пусть u = ( , , )x y zψ  – решение ДУ (2.5). 
Полагая ( ), ( ),y y x z z x= =  имеем:  

(2.6)

d dy dz

dx x y dx z dx

ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ= + + =
∂ ∂ ∂

 

(2.6)

1

( , , )P x y z
=

(2.5)
( , , ) ( , , ) ( , , ) 0.P x y z Q x y z R x y z

x y z

 ∂ψ ∂ψ ∂ψ+ + = ∂ ∂ ∂ 
 

Таким образом, соотношение ( , , ) constx y zψ ≡  является инте-

гралом системы (2.6), т. е. 0
x

∂ψ ≡
∂

 в силу системы (2.6). Обратно:  

если ( , , ) constx y zψ ≡ – интеграл системы (2.6), то 

(2.6)
0

d dy dz

dx x y dx z dx

ψ ∂ψ ∂ψ ∂ψ≡ = + + =
∂ ∂ ∂

 

(2.6)

1

( , , )P x y z
= ( , , )P x y z

x

∂ψ + ∂
( , , ) ( , , )Q x y z R x y z

y z

∂ψ ∂ψ + ∂ ∂ 
, 

откуда получаем ( , , )P x y z
x

∂ψ +
∂

( , , ) ( , , ) 0,Q x y z R x y z
y z

∂ψ ∂ψ+ =
∂ ∂

 что 

завершает доказательство теоремы. 
2Б2 (Теорема об общем интеграле ДУ с ЧП первого порядка). 

Если функции ( , , )x y zψ = ( , ( ), ( )),x y x z xψ  ( , , ) ( , ( ), ( ))x y z x y x z xϕ = ϕ  
класса 1C  задают в области D  линейно независимые интегралы 
системы характеристик (2.6), то функция  

( )( , , ), ( , , ) ,u x y z x y z= Φ ψ ϕ                        (2.7) 
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где Φ  – произвольная функция класса 1,C  является в достаточно 
малой окрестности произвольной точки области D  общим реше-
нием (задает общий интеграл) ДУ с ЧП (2.5). 

Схема доказательства. Поскольку  

, , ,
u u u

x x x y y y z z z

∂ ∂Φ ∂ψ ∂Φ ∂ϕ ∂ ∂Φ ∂ψ ∂Φ ∂ϕ ∂ ∂Φ ∂ψ ∂Φ ∂ϕ= + = + = +
∂ ∂ψ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ψ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ψ ∂ ∂ϕ ∂

 

то  

( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , )

u u u
P x y z Q x y z R x y z

x y z

P x y z Q x y z R x y z
x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

∂Φ ∂ψ ∂ψ ∂ψ = + + + ∂ψ ∂ ∂ ∂ 

 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0.P x y z Q x y z R x y z
x y z

 ∂Φ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ+ + + = ∂ϕ ∂ ∂ ∂ 
 

Таким образом, функция (2.7) является решением ДУ с ЧП (2.5). 
Кроме того, линейная независимость функций ,ψ ϕ  гарантирует в 
достаточно малой окрестности произвольной точки области D раз-
решимость начальной задачи Коши. Следовательно, функция (2.7) 
определяет общее решение ДУ с ЧП (2.5). Теорема доказана. 

2А+Б3 (Задача). Найти интегральную поверхность ДУ с ЧП 

0,
u u

x y
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 проходящую через кривую 1, ( ).x u y= = ϕ  

Решение. Уравнение характеристик 

dx dy

x y
=  (или ln ln lny x C− = ) и const

y

x
=  – его интеграл.  

Тогда ,
y

u
x

 = Φ 
 

 где Φ  – произвольная функция класса 1,C  

является общим решением рассматриваемого ДУ с ЧП. Из се-
мейств поверхностей, определяемых этим уравнением, выделяем 
ту, которая проходит через кривую 1, ( ):x u y= = ϕ  

( ) ( ),
1

y
u y y = ϕ = Φ = Φ 

 
  

т. е. ( ) ( ),y yΦ = ϕ  имеем 
y

u
x

 = ϕ 
 

. 
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Рассмотрим квазилинейное ДУ с ЧП первого порядка 

( , , ) ( , , ) ( , , )
u u

P x y u Q x y u R x y u
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

                 (2.8) 

относительно неизвестной функции ( , ),u u x y=  где , ,P Q R  – 
функции класса 1C  в некоторой области 3.D ⊂   

Пусть далее соотношение ( , , ) 0v x y u =  с 1v C∈  определяет u  
как неявно заданную функцию: ( , ),u u x y=  причем предполагаем, 

что 0.
v

u

∂ ≠
∂

 Тогда  

( , , ) ( , , ( , )) 0,v x y u v x y u x y= ≡  откуда ,

vv
u u yx

v vx y
u u

∂∂
∂ ∂ ∂∂= − = −∂ ∂∂ ∂

∂ ∂

.  

Подставляя полученные выражения в (2.8), затем умножая на 
v

u

∂ − ∂ 
 и прибавляя к обеим частям полученного равенства выра-

жение ( , , )
v

R x y u
u

∂
∂

, приходим к линейному ДУ с ЧП 

( , , ) ( , , ) ( , , ) 0
v v v

P x y u Q x y u R x y u
x y u

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

             (2.9) 

относительно неизвестной функции ( , , ).v v x y u=  
Имеет место нижеследующая теорема. 
2Б+С4 (Теорема). Каждое решение ( , , )v v x y u=  ЛДУ с ЧП (2.9), 

приравненное к нулю: ( , , ) 0,v x y u =  определяет решение ( , )u u x y=  
квазилинейного ДУ с ЧП (2.8) как неявно заданную функцию в не-
которой окрестности точки 0 0( , ),x y  являющейся проекцией на 
плоскость Oxy  точки 0 0 0( , , ) ,x y u D∈  где 0 0 0( , ).u u x y=  Тогда соот-
ношение  

( ( , , ), ( , , )) 0x y u x y uΦ ψ ϕ =                          (2.10) 

описывает все решения ДУ с ЧП (2.8) в достаточно малой окрест-
ности точки 0 0( , ).x y  Здесь ( , , ), ( , , )x y u x y uψ ϕ  – произвольные ли-
нейно независимые решения класса 1C  ЛДУ с ЧП (2.9), а Φ  – 
произвольная функция класса 1.C  
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2А+Б5 (Замечание). Неоднородное ЛДУ с ЧП  

( , ) ( , ) ( , )
u u

P x y Q x y R x y
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

можно рассматривать как частный случай ДУ с ЧП (2.8). 
 
 
2.3. Классификация и приведение 
к каноническому виду ДУ  
с ЧП второго порядка с двумя  
независимыми переменными  

 
Рассмотрим ДУ с ЧП второго порядка, линейное относитель-

но старших производных, с двумя независимыми переменными: 

( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , , , , ,xx xy yy x ya x y u b x y u c x y u F x y u u u′′ ′′ ′′ ′ ′+ + = ,     (2.11) 

где ( ), ,a x y  ( ), ,b x y  ( ),c x y  – дважды дифференцируемые функ-
ции, причем предполагается, что ( ), ,a x y  ( ), ,b x y  ( ),c x y  не об-
ращаются одновременно в нуль. 

Классификация уравнения (2.11) производится по знаку дис-
криминанта ( ) ( ) ( ) ( )2, , , , .x y b x y a x y c x yΔ = −  

3А1 (Определение – классификация ДУ (2.11)). ДУ (2.11) 
принадлежит: 

1) гиперболическому типу, если 

( ) ( ) ( ) ( )2, , , , 0x y b x y a x y c x yΔ = − >  

(примером уравнения гиперболического типа является волновое 
уравнение); 

2) параболическому типу, если 

( ) ( ) ( ) ( )2, , , , 0x y b x y a x y c x yΔ = − =  

(примером уравнения параболического типа является уравнение 
теплопроводности);  

3) эллиптическому типу, если  

( ) ( ) ( ) ( )2, , , , 0x y b x y a x y c x yΔ = − <  

(примером уравнения эллиптического типа является уравнение 
Лапласа). 
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3А+Б2 (Преобразование ДУ с ЧП путем замены переменных). 
Рассмотрим невырожденное преобразование ( ), ,x yξ = ξ ( ), ,x yη = η  
где ,ξ η  – дважды непрерывно дифференцируемые функции – новые  

независимые переменные,  причем якобиан 
( )
( )

,
0

,

x yD

D x y

x y

∂ξ ∂ξ
∂ ∂ξ η

= ≠
∂η ∂η
∂ ∂

  

в области D. В новых переменных уравнение (2.11) запишется в виде  
2 2 2

2 2( ) 2 , , , ,
u u u u u

L u A B C F u
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + = ξ η ∂ξ∂η ∂ξ ∂η∂ξ ∂η  
 ,        (2.12) 

где ( )
22

, 2 ,A A a b c
x x y y

 ∂ξ ∂ξ ∂ξ ∂ξ = ξ η = + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
 

( )
22

, 2 ,C C a b c
x x y y

 ∂η ∂η ∂η ∂η = ξ η = + +   ∂ ∂ ∂ ∂   
 

( ), ,B B a b c
x x x y y x y y

 ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η= ξ η = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

( )
2

2 2 .B AC b ac
x y y x

 ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η− = − − ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

Отсюда вытекает, что преобразование независимых перемен-
ных не меняет типа уравнений, т. е. тип ДУ является инвариантом 
преобразования переменных.  

Функции ( ),x yξ = ξ  и ( ),x yη = η  можно выбрать так, чтобы 
выполнялось только одно из условий: 1) 0, 0;A C= =  2) 0,A = 0;B =  
3) , 0,A C B= =  что позволяет упростить (записать в каноническом 
виде) ДУ с ЧП (2.12). 

3А3 (Определение). ДУ с ЧП (2.12) имеет канонический вид, если: 
2

( )
u

L u
∂=

∂ξ∂η
 либо 

2 2

2 2( )
u u

L u
∂ ∂= −
∂ξ ∂η

 для гиперболического типа; 

2

2( )
u

L u
∂=
∂ξ

 либо 
2

2( )
u

L u
∂=
∂η

 для параболического типа; 

2 2

2 2( )
u u

L u
∂ ∂= +
∂ξ ∂η

 для эллиптического типа. 
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3А+Б4 (Теорема). Для каждого ДУ (2.11) найдется невырож-
денное преобразование ( ), ,x yξ = ξ  ( ), ,x yη = η  при котором урав-
нение (2.11) преобразуется к каноническому виду этого типа. 

Доказательство. 
4.1. Гиперболический тип: 2 0b ac− >  в области D. Будем счи-

тать, что в точке ( )0 0, ,x y  в окрестности которой мы приводим 
уравнение (2.11) к каноническому виду, либо 0,a ≠  либо 0.c ≠  

Рассмотрим дифференциальное уравнение первого порядка 
22

2 0.a b c
x x y y

 ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ  + + =   ∂ ∂ ∂ ∂   
        (2.13) 

Пусть 0,a ≠  так как 2 0,b ac− >  то уравнение (2.13) можно за-
писать в виде 

( ) ( )2 2 0.a b b ac a b b ac
x y x y

  ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ+ + − + − − =  ∂ ∂ ∂ ∂  
 

Это уравнение распадается на два:  

   
( )2 0,a b b ac

x y

∂ϕ ∂ϕ+ + − =
∂ ∂

 ( )2 0.a b b ac
x y

∂ϕ ∂ϕ+ − − =
∂ ∂

  (2.14) 

Следовательно, решения каждого из уравнений (2.14) будут 
решениями уравнения (2.13). Для интегрирования уравнений (2.14) 
составим соответствующие им систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений: 

2

dx dy

a b b ac
=

+ −
, 

2

dx dy

a b b ac
=

− −
 

или  

( )2 0,ady b b ac dx− + − =     ( )2 0.ady b b ac dx− − − =   (2.15) 

Уравнения (2.15) можно записать в виде одного уравнения  

         2 22 0.ady bdxdy cdx− + =                          (2.16) 

Коэффициенты дифференциальных уравнений (2.15) имеют 
непрерывные частные производные до второго порядка, причем 

( )0 0, 0.a x y ≠  Поэтому существуют интегралы  

( )1 , const,x yϕ =  ( )2 , constx yϕ =    (2.17) 
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уравнений (2.15), где функции в левых частях равенств (2.17) 
имеют непрерывные частные производные до второго порядка 
включительно в окрестности точки ( )0 0,x y  и являются решениями 
уравнений (2.14), а следовательно, и уравнения (2.13). 

Кривые (2.17), описываемые уравнением (2.16), называются 
характеристическими кривыми, или просто характеристиками 
уравнения (2.11), а уравнение (2.16) – уравнением характеристик 
ДУ с ЧП (2.11).  

Для уравнения гиперболического типа 2 0b ac− >  интегралы (2.17) 
вещественны и различны и, стало быть, существуют два семейства 
вещественных характеристик.  

Выполним преобразование переменных, положив ( ),x yξ = ξ =  
( )1 ,x y= ϕ  и ( ) ( )2, , ,x y x yη = η = ϕ  где ( )1 ,x yϕ  и ( )2 ,x yϕ  – соот-

ветственно дважды непрерывно дифференцируемые решения 
уравнения (2.16) (или (2.15)). Эти решения можно выбрать так, что- 

бы якобиан 
( )
( )

1 2,
0

,

D

D x y

ϕ ϕ
≠  в некоторой окрестности точки ( )0 0, .x y  

Поскольку 0,a ≠  то из уравнений (2.15) имеем 

1 1
2

1 2

2 2

2x y b ac

a y y

x y

∂ϕ ∂ϕ
∂ ∂ − ∂ϕ ∂ϕ= −

∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂
∂ ∂

. 

Выберем теперь функции ( )1 , ,x yϕ  ( )2 ,x yϕ  таким образом, 
чтобы их частные производные по y  в рассматриваемой точке бы-
ли отличны от нуля. Отсюда в силу 2 0b ac− >  и уравнений (2.15) 
следует, что если якобиан в некоторой точке равен нулю, то в этой 
точке равны нулю обе частные производные первого порядка от 

( )1 ,x yϕ  или ( )2 , .x yϕ  Таким образом, надо строить такие решения 
уравнений (2.15), у которых обе частные производные первого 
порядка одновременно не равны нулю. Для этого достаточно ре-
шить задачу Коши для области ,D  задавая при 0x x=  соответ-
ственно значения ( )1 ,x yϕ  и ( )2 ,x yϕ  так, чтобы ( )1 0 0, 0y x y′ϕ ≠  и 

( )2 0 0, 0.y x y′ϕ ≠    
Функции ( )1 ,x yϕ  и ( )2 ,x yϕ  удовлетворяют уравнению (2.16), 

в уравнении (2.12) 0.A C= =  Коэффициент 0B ≠  всюду в рас-
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сматриваемой области, что следует из 
( )
( )

,
0.

,

D

D x y

ξ η
≠  Разделив на ко-

эффициент 2B  уравнение (2.12), приведем его к виду  

( )1 , , , , ,u F u u uξη ξ η′′ ′ ′= ξ η                              (2.18) 

где (2.18) – второй канонический вид гиперболического уравнения. 

Сделав замену переменных по формулам 
1

1

,
2

2

ξ + ηξ =
 ξ − ηη =


 в урав-

нении (2.18) получим другой вид уравнения 

( )
1 1 1 1 1 12 1 1, , , , ,u u F u u uξ ξ η η ξ η′′ ′′ ′ ′− = ξ η           (2.19) 

где (2.19) – первый канонический вид гиперболического уравнения. 
4.2. 2 0.b ac− =  В рассматриваемой области уравнение (2.11) 

принадлежит параболическому типу, при этом по-прежнему пред-
полагается, что коэффициенты , ,a b c  уравнения не обращаются 
одновременно в нуль. Тогда из условия 2 0b ac− =  следует, что 
либо 0,a ≠  либо 0c ≠ в каждой точке этой области. 

Пусть для определенности 0a ≠  в точке ( )0 0, ,x y  в окрестности 
которой мы будем приводить уравнение (2.11) к каноническому ви-
ду. Тогда оба уравнения (2.14) совпадают и обращаются в уравнение  

0.a b
x y

∂ϕ ∂ϕ+ =
∂ ∂

          (2.20) 

Интегрируя, получим ( ), .x y Cϕ =  Функция ( ),x yϕ  имеет не-
прерывные частные производные второго порядка, и ее первые 
производные не обращаются в нуль одновременно в некоторой 
окрестности точки ( )0 0, .x y  Отметим, что для уравнения параболи-
ческого типа имеется одно семейство вещественных характеристик. 

 Сделаем замену переменных по формулам 
( ), ,x y

x

ξ = ϕ


η =
 (в случае, 

когда 0,
y

∂ϕ ≠
∂

 так как 

1 0

x y
y

∂ϕ ∂ϕ
∂ϕ∂ ∂ = −
∂

) или 
( ), ,x y

y

ξ = ϕ


η =
(если 



24 2. МАТЕРИАЛ ЛЕКЦИЙ 

0
x

∂ϕ ≠
∂

). Одновременно частные производные функции ( ),x yϕ в 

нуль не обращаются в силу свойств характеристической кривой. То-
гда в уравнении (2.12) 0, 0,A B= =  а 0.C ≠  Приходим к уравнению 

( )1 , , , , ,u F u u uξξ ξ η′′ ′ ′= ξ η       (2.21) 

где (2.21) – канонический вид параболического уравнения. 
4.3. 2 0.b acΔ = − <  В рассматриваемой области D уравне-

ние (2.11) принадлежит эллиптическому типу. Будем считать, что 
коэффициенты , ,a b c – аналитические функции x  и .y  Тогда коэф-
фициенты уравнений (2.14) – также аналитические функции от x  и 
от ,y  и можно утверждать, что первое уравнение (2.14) имеет ком-

плекснозначное аналитическое решение ( ) ( ) ( )1 2, , ,x y x y i x yϕ = ϕ + ϕ  

в окрестности точки ( )0 0,x y  и 0
x y

∂ϕ ∂ϕ+ ≠
∂ ∂

 в этой окрестности. 

(Существование такого аналитического решения следует из тео-
ремы Ковалевской.)  

Замена переменных 
( )
( )

1

2

, ,

,

x y

x y

ξ = ϕ


η = ϕ
 приводит уравнение к кано-

ническому виду 

( )1 , , , , ,u u F u u uξξ ηη ξ η′′ ′′ ′ ′+ = ξ η                   (2.22) 

где (2.22) – канонический вид эллиптического уравнения. 
На этом доказательство теоремы 3А+Б4 завершается. 
3Б5 (Замечание). Может оказаться, что в различных частях 

области D  уравнение (2.11) принадлежит различным типам. Точ-
ки параболичности уравнения (2.11) характеризуются равенством  

2 0.b ac− =        (2.23) 

Предположим, что множество точек области ,D  которое опи-
сывается уравнением (2.23), является простой гладкой кривой .σ  
Эта кривая называется линией параболического вырождения. Если 
кривая σ  делит область D  на две части, в одной из которых урав-
нение (2.11) принадлежит эллиптическому типу, а в другой – ги-
перболическому типу, то в области D  уравнение (2.11) – смешан-
ного типа. 
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Например: 

1) уравнение Трикоми 
2 2

2 2 0
u u

y
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 имеет при 0y >  эллип-

тический тип, при 0y < – гиперболический тип, 0y =  – линия па-
раболичности; 

2) уравнение 
2 2

2 2 0
u u

y
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 – уравнение смешанного типа в  

любой области ,D  содержащей точки оси ;Ox 0y = – линия пара-
боличности, которая одновременно является характеристикой 
( 0y =  – огибающая семейства характеристик). 

 
 
2.4. Постановка основных краевых задач  
для ДУ с ЧП второго порядка  

 
Как уже отмечалось при рассмотрении примеров, ДУ с ЧП 

имеет в общем случае бесчисленное множество решений. Для того 
чтобы из этого множества решений выделить частное решение, 
описывающее конкретный физический процесс, необходимо за-
дать некоторые дополнительные условия.  

Различие в типах уравнений второго порядка тесно связано с 
различием физических процессов, описываемых этими уравнени-
ями. Уравнение нестационарной теплопроводности является урав-
нением параболического типа; волновое уравнение, уравнение Да-
ламбера относятся к гиперболическому типу. 

Для дифференциальных уравнений второго порядка рассматри-
ваются три типа задач: задача Коши, краевая задача, смешанная задача. 

4А1 (Задача Коши). Задача Коши ставится для уравнений ги-
перболического и параболического типов, если область совпадает 
со всем пространством, граничные условия отсутствуют, а задают-
ся только начальные условия. Например, для волнового уравнения  

2 2 2 2
2

2 2 2 2

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
       (2.24) 

задача Коши в области 3D R⊂  ставится так: найти дважды диф-
ференцируемую функцию ( ), , , ,u x y z t  удовлетворяющую уравне-
нию (2.24) и начальным условиям         
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( ) ( )

( )
0

, , ,0 , , ,

, , ,
t

u x y z f x y z

u
x y z

t =

=

∂ = ϕ
∂

 

где ( ), , .x y z D∈    

4А2 (Краевая или граничная задача). Краевая задача ставит-
ся для уравнений эллиптического типа. Начальные условия от-
сутствуют, задаются граничные условия. По виду граничных 
условий различают краевые задачи первого, второго, третьего 
родов и т. д. Например, для уравнения Лапласа 0,uΔ =  где 

( ), , ,u u x y z=  ( ) 3, , ,x y z D R∈ ⊂  краевая задача первого рода ста-

вится так: найти дважды дифференцируемую функцию 
( ), , ,u x y z  удовлетворяющую уравнению Лапласа внутри обла-

сти и граничным условиям ( , , ) ( , , ),
L

u x y z f x y z=  на границе L  

области .D  Краевая задача первого рода для уравнения Лапласа 
называется задачей Дирихле. 

В квантовой механике граничные условия обычно сводятся к 
требованию, чтобы функция ( ), ,u u x y z=  исчезала (обращалась в 
нуль) на бесконечности. Кроме того, она должна быть всюду огра-
ниченной, непрерывной и однозначной.  

4А+Б3 (Смешанная задача). Смешанная задача ставится для 
уравнений гиперболического и параболического типов, в основ-
ном, когда область исследования ограничена, задаются начальные 
и граничные условия. Примером задачи смешанного типа для вол-
нового уравнения  

2 2 2
2

2 2 2

u u u
a

t x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
        (2.25) 

является следующая: найти дважды дифференцируемую функ-
цию ( ), , ,u x y t  удовлетворяющую уравнению (2.25), начальным 
условиям  

( ) ( ), ,0 ,u x y f x y= , ( )
0

,
t

u
x y

t =

∂ = ϕ
∂

 

и граничным условиям  

Г
0.u =        
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Рассмотрим теперь систему уравнений с частными производ-
ными относительно неизвестных функций 1 2, , ..., Nu u u  по незави-
симым переменным 1 2, , , ..., :nt x x x   

0 11 1
1

, , ..., , , ..., , ..., , ... ,
...

i

i n

kn
ji

i n Nn k kk
n

uu
F t x x u u

t t x x

 ∂∂ =   ∂ ∂ ∂ ∂ 
      (2.26) 

0 1 2 0... ; ; , 1, 2, ..., .n j jk k k k k n k n i j N+ + + + = ≤ < =  
Здесь для каждой из неизвестных функций iu  существует свой 

наивысший порядок in  производных от этой функции, входящих 
в рассматриваемую систему. Независимая переменная t  играет 
особую роль среди прочих независимых переменных, так как, 
во-первых, среди производных наивысшего порядка in  каждой 
функции ,iu  входящих в данную систему, должна содержаться про-

изводная ,
i

i

n
i

n

u

t

∂
∂

 и, во-вторых, система разрешена относительно 

этих производных. Обычно в физических задачах роль t  играет 
время, а 1, ..., nx x  – пространственные координаты. Число уравне-
ний равно числу неизвестных функций. При некотором значении 

0t t=  задаются значения неизвестных функций iu  и их производ-
ных по t до порядка 1.in −  Пусть при 0t t=  

( ) ( ) ( )1 2, , ..., 0,1, 2, ..., 1 .
k

ki
i n ik

u
x x x k n

t

∂ = ϕ = −
∂

       (2.27) 

Все функции ( ) ( )1 2, , ...,k
i nx x xϕ  заданы в одной и той же обла-

сти 0.G  
Задача Коши состоит в том, чтобы найти решение системы (2.26), 

удовлетворяющее при 0t t=  начальным условиям (2.27). 
4Б+С4 (Теорема Ковалевской). Если все функции iF  аналитич-

ны в некоторой окрестности точки ( )0 1

0 0 0
0 1 , , ,...,, , ..., , ..., , ...

nn j k k kt x x ϕ  и 

все функции ( )k
jϕ  аналитичны в окрестности точки ( )0 0 0

1 2, , ..., ,nx x x  

то задача Коши имеет аналитическое решение в некоторой 

окрестности точки ( )0 0 0 0
1 2, , , ..., nt x x x  и притом единственное в 

классе аналитических функций. 
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2.5. Гиперболические уравнения  
 

Основным уравнением гиперболического типа является вол-
новое уравнение. 

 
2.5.1. Уравнение поперечных колебаний струны 
Рассмотрим туго натянутую струну, закрепленную на концах. 

Выведем струну из положения равновесия (оттянув ее или ударив 
по ней), тогда струна начнет колебаться.  

Предположим, что любая точка струны колеблется по пря-
мой, перпендикулярной к исходному положению струны, и 
струна все время находится в одной и той же плоскости. Выбе-
рем в этой плоскости декартову прямоугольную систему коор-
динат Oxu. В качестве оси Ox возьмем прямую, на которой 
находилась струна в положении равновесия, за ось Ou примем 
прямую, проходящую через левый конец струны и перпендику-
лярно к оси Ox (рис. 2.1). 

 
Рис. 2.1 

Отклонение струны от положения равновесия обозначим че-
рез u; очевидно, u зависит от абсциссы x  точки струны и времени ,t  
т. е. ( ), .u u x t=  

Пусть в положении равновесия струна совпадала с промежут-
ком [ ]0, l  оси Ox. Будем рассматривать только поперечные коле-
бания струны, предполагая, что движение происходит в одной 
плоскости и все точки струны движутся перпендикулярно оси Ox.  

При фиксированном t  графиком функции ( ),u u x t=  в плос-
кости Oxu является форма струны в данный момент времени .t  
Угловой коэффициент касательной к графику в точке с абсцис-

u 

l O 

М1 M2 
α 



 2.5. Гиперболические уравнения 29 

сой x  равен частной производной по x  от функции ( ), ,u x t  т. е.  

tg
u

x

∂α =
∂

, где ( ),x tα = α  – угол наклона касательной. 

Чтобы составить представление о колебаниях струны, необходимо 
начертить ряд графиков функции ( ),u u x t=  при разных значениях .t  

При фиксированном значении x  функция ( ),u u x t=  опреде-
ляет закон движения точки с абсциссой .x  Эта точка движется по 
прямой, параллельной оси Ou. Скорость и ускорение указанного 
движения выражаются соответственно формулами  

2

2,
u u

v w
t t

∂ ∂= =
∂ ∂

. 

Будем изучать малые колебания струны, т. е. такие, при кото-
рых угол ( ),x tα = α  (угол наклона касательной к графику функ-
ции ( ),u u x t=  при каждом фиксированном значении )t  настолько 
мал, что его квадратом можно пренебречь, т. е. считать 2 0.α ≈  

Поскольку  
3 5 2 4

sin ..., cos 1 ...
3! 5! 2! 4!

α α α αα = α − + − α = − + − , 

то отсюда следует, что sin , cos 1.α ≈ α α ≈   
Далее, так как  

( )tg sin tg 1 cos tg 0 0,α − α = α − α ≈ α ⋅ =  

то  
tg sin .α ≈ α  

Заключаем, что 2tg 0,α ≈  или 
2

0.
u

x

∂  ≈ ∂ 
 

Следовательно, длина дуги струны, ограниченной точками 

( )1 1 1, ,M x y  ( )2 2 2, ,M x y  выразится формулой 
1 2M M =

2

1

2

1
x

x

u
dx

x

∂ = + ≈ ∂ 


2

1

2 1.
x

x

dx x x= −  

Соотношение 1 2 2 1M M x x≈ −  означает, что длина любого 
участка струны (приближенно) остается постоянной. 

Будем предполагать струну абсолютно гибкой (упругой), что 

означает следующее: если удалить участки  
1 2,OM M L  (см. рис. 2.1), 
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то их действия на участок 1 2M M  заменяются соответственно 

действием сил натяжения  1T


 и 2 ,T


 направленных по касатель-

ным к графику функции ( ),u u x t=  в точках 1M  и 2M  (рис. 2.2). 

Поскольку по предположению точки струны движутся по прямым, 
параллельным оси Ou, то сумма проекции сил 1,T


 2T

на ось Ox 

равна нулю. Проектируя эти силы на ось Ox, получаем 

2 2 1 1cos cos 0,T Tα − α =  где 1 2,T T  – величины сил 1T


 и 2.T


 
 

 
Рис. 2.2 

На основании того, что cos 1,α ≈  заключаем, что 1 2T T≈ , т. е. 
величина силы напряжения останется постоянной. Обозначим ее 
через ,T  получаем 1 2 .T T T≈ =  

Проектируем силы 1T


 и 2T


 на ось Ou, находим  

( ) ( )2 2 1 1 2 1 2 1sin sin sin sin tg tg .T T T Tα − α = α − α = α − α  

С учетом равенства tg x
u

u
x

∂ ′α = =
∂

 получаем  

( ) ( ) ( )2 1tg tg , , ,x xT T u x x t u x t′ ′α − α = + Δ −    

где x  – абсцисса точки 1;M  x x+ Δ  – абсцисса точки 2.M  
Применяя теорему Лагранжа о конечных приращениях диф-

ференцируемой функции, находим, что  

u 

x x x + Δx О 

T1 

T2 

M2 
M1 α1 α2 
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( ) ( )
2

2, , .x x
u

u x x t u x t x
x

∂′ ′+ Δ − = Δ
∂

 

Поэтому проекция сил натяжения 1T


 и 2T


 на ось Ou выража-
ется формулой  

( )
2

2 1 2tg tg .
u

T T x
x

∂α − α = Δ
∂

 

Предположим, что на струну действуют также внешние силы, 
параллельные оси Ou, плотность распределения которых ( ), ,g x t  

тогда величина равнодействующей этих сил, приложенных к 

участку 1 2,M M  приближенно равна ( ), .g x t xΔ  Силами сопротив-

ления внешней среды пренебрегаем.  
 Будем считать струну однородной, обозначим через ρ  ее ли-

нейную плотность, тогда масса участка 1 2M M  выразится так: 


1 2 ,M M xρ = ρΔ  .m x= ρΔ  
В соответствии со вторым законом Ньютона mw F= получаем: 

( )
2 2

2 2 , .
u u

x T x g x t x
t x

∂ ∂ρΔ = Δ + Δ
∂ ∂

 

Разделим на xΔ  

( )
2 2

2 2 ,
u u

T g x t
t x

∂ ∂ρ = +
∂ ∂

 

или 

 
( ) ( ) ( )

2 2
2

2 2

, ,
, ,

u x t u x t
a f x t

t x

∂ ∂
= +

∂ ∂
      (2.28) 

где 2 T
a =

ρ
, ( ) ( ),

,
g x t

f x t =
ρ

. 

Если внешняя сила отсутствует, то мы имеем ( ), 0g x t =  и по-
лучим уравнение свободных колебаний струны  

( ) ( )2 2
2

2 2

, ,u x t u x t
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
. 

Уравнение (2.28) имеет бесчисленное множество частных реше-
ний. Для полного определения движения струны нужны некоторые 
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дополнительные условия, вытекающие из физического смысла за-
дачи. Для уравнения колебаний струны (2.28) естественно зада-
вать положение и скорость всех точек струны в начальный момент 
времени 0:t =  

( )0
,

t
u x= = ϕ  ( )

0

.
t

u
x

t =

∂ = ψ
∂

             (2.29) 

Условия (2.29) называются начальными условиями ( ( )xϕ  – 
начальное смещение, ( )xψ – начальная скорость). 

Поскольку струна ограничена, то нужно указать, что происходит 
на ее концах. Для закрепленной струны на концах мы должны иметь 

0
0, 0

x x l
u u= =

= =     (2.30) 

при всяком 0.t ≥  Условия (2.30) называются краевыми или гра-
ничными условиями. Возможны и другие граничные условия. 

Итак, приходим к следующей математической формализации – 
математической модели исследуемой физической задачи колеба-
ний закрепленной струны. 

5А1 (Задача о колебаниях ограниченной струны). Найти та-
кое решение уравнения (2.28), которое удовлетворяло бы началь-
ным (2.29) и граничным (2.30) условиям. Уравнение (2.28) назы-
вается одномерным волновым уравнением. 

5Б2 (Замечание). Можно рассматривать колебания полубес-
конечной или бесконечной струны, когда один или оба конца 
находятся бесконечно далеко. Оба этих случая являются идеали-
зацией случая очень длинной струны, причем первый из них со-
ответствует рассмотрению точек, сравнительно близких от одно-
го из концов струны, а второй – рассмотрению точек, располо-
женных далеко от обоих концов. В первом из этих случаев в ка-
честве граничного условия остается требование 

0
0,

x
u = =  а во 

втором случае граничные условия вообще отсутствуют. Началь-
ные функции φ(x) и ψ(x) в этих случаях должны быть заданы со-
ответственно для всех x, 0 ≤ x < ∞, в первом случае, для всех  
x, –∞ < x < ∞, во втором случае.  

5Б3 (Замечание). Смешанные задачи описывают колебания 
ограниченных или полуограниченных струн. Для этого помимо 
условий (2.29) в конечных граничных точках добавляется одно из 
трех дополнительных условий: 
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( )
0

,
x x

u t= = η  0t t>  – граничное условие I рода;     

( )
0

,
x x

u
t

x =

∂ = ν
∂

 0t t>  – граничное условие II рода;    

( ) ( )
0

,
x x

u
k x u t

x =
∂ + = μ
∂

 0t t>  – граничное условие III рода.  

Смешанные задачи и задачи Коши являются корректными: их 
решение существует, оно единственно и устойчиво. 

 
2.5.2. Уравнение поперечных колебаний мембраны 
Мембраной называют свободно изгибающуюся натянутую 

пленку. Дифференциальное уравнение поперечных колебаний 
мембраны имеет следующий вид (А+С): 

( ) ( )
2 2 2

2 2 2, , , ,
u u u

x y T g x y t
t x y

 ∂ ∂ ∂ρ = + + ∂ ∂ ∂ 
 

где мембрана находится под действием равномерного натяжения ,T  
приложенного к краям мембраны; ( ),x yρ – поверхностная плот-
ность мембраны; ( ), ,g x y t  – внешняя сила, действующая на мем-
брану параллельно оси Ou.  

В случае однородной мембраны ( ), constx yρ =  уравнение ма-
лых колебаний мембраны можно записать в виде 

 ( )
2 2 2

2
2 2 2 , , ,
u u u

a f x y t
t x y

 ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ 
  (2.31) 

где ( ),

T
a

x y
=

ρ
, ( ) ( )

( )
, ,

, ,
,

g x y t
f x y t

x y
=

ρ
. 

Уравнение (2.31) называется двумерным волновым уравнением. 
Если внешняя сила отсутствует, т. е. ( ), , 0,g x y t =  то из (2.31) 

получаем уравнение свободных колебаний однородной мембраны: 
2 2 2

2
2 2 2

u u u
a

t x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
  

или  
2

2
2 .
u

a u
t

∂ = Δ
∂

 

Краевые задачи для (2.31) ставятся аналогично п. 2.5.1. 
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2.5.3. Решение задачи Коши  
для уравнения колебания бесконечной струны  
методом характеристик. Формула Даламбера 
Решение задачи Коши методом Даламбера состоит в опреде-

лении решения уравнения  

( ) ( )2 2
2

2 2

, ,u x t u x t
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
, ,x R∈  0t >      (2.32) 

при начальных условиях 

( )0
,

t
u x= = ϕ  ( )

0

,
t

u
x

t =

∂ = ψ
∂

 .x R∈   (2.33) 

Осуществим это в несколько этапов. 
I этап. Уравнение (2.32) – это уравнение гиперболического 

типа, оно имеет две действительные характеристики. Решая урав-
нение характеристик ( ) ( )2 22 0dx a dt− =  для (2.32), получаем ха-
рактеристики вида  

1,x at C+ =  2 ,x at C− =   1 2, .C C R∀ ∈  

Преобразование координат  

,x at

x at

ξ = +
η = −

 

приводит уравнение (2.32) к виду 0uξη′′ =  или 
2

0,
u∂ =

∂ξ∂η
 откуда 

0
u ∂ ∂ = ∂η ∂ξ 

 или ( ),
u

w
∂ = ξ
∂ξ

 где ( )w ξ – произвольная функция ар-

гумента .ξ  Рассматривая η как параметр и интегрируя полученное 

уравнение по ,ξ  имеем: ( ) ( ) ( ) ( ).u w d h g h= ξ ξ + η = ξ + η  Воз-

вращаясь к исходным переменным, получаем общее решение 
уравнения (2.32) в виде 

( ) ( ) ( ), ,u x t g x at h x at= + + −     (2.34) 

где ( )g ξ  и ( )h η  – произвольные дважды непрерывно дифферен-
цируемые функции. 

5А4 (Замечание). Решение (2.34) называют решением Далам-
бера, а метод получения этого решения методом Даламбера (или 
методом характеристик, или методом бегущих волн).  
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II этап. Рассмотрим задачу Коши (2.32), (2.33). Положим в 
(2.34) 0:t =   

( ) ( ) ( )
( )

( )
2.33

,0 ,u x g x h x x= + = ϕ  

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ),

t t tu g x at h x at

g x at a h x at a

ag x at ah x at

ξ η′ ′ ′ ′ ′= + ξ + − η =

′ ′= + + − − =

′ ′= + − −

 

( ) ( )( )
( )

( )0
2.33

.t t
u a g x h x x=

′ ′ ′= − ψ=  

Таким образом, функции g  и h  удовлетворяют следующей 
системе:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

,

, .

g x h x x

ag x ah x x x R

+ = ϕ
 ′ ′− = ψ ∈

 

Проинтегрируем второе равенство  

( ) ( )( ) ( )
0

,
x

a g x h x d C− = ψ τ τ +   

где ( ) ( )0 0 .C g a h a= −  

Имеем: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0

,

1 1
,

x

g x h x x

g x h x d C
a a

 + = ϕ



− = ψ τ τ +



 

откуда находим g  и :h  

( ) ( ) ( )
0

1 1
2 ,

x

g x x d C
a a

= ϕ + ψ τ τ +  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0

1 1 1
,

2 2 2

1 1 1
.

2 2 2

x

x

g x x d C
a a

h x x g x x d C
a a


= ϕ + ψ τ τ +



 = ϕ − = ϕ − ψ τ τ −




 (2.35) 

Подставляя (2.35) в (2.34), будем иметь  
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( ) ( ) ( ) ( )

( )
0

0

1 1 1
,

2 2 2 2

1

2 2

x at

x at

C
u x t x at d x at

a a

C
d

a a

−

+

= ϕ − − ψ τ τ + + ϕ + +

+ ψ τ τ −




 

или  окончательно  

( ) ( ) ( ) ( )1
, .

2 2

x at

x at

x at x at
u x t d

a

+

−

ϕ − + ϕ +
= + ψ τ τ    (2.36) 

Таким образом, нами доказано утверждение. 
5А+Б5 (Теорема). Если функция ψ  непрерывно дифференци-

руема, а функция ϕ  дважды непрерывно дифференцируема, то за-
дача Коши (2.32), (2.33) поставлена корректно и формула (2.36) 
представляет решение этой задачи. 

 
2.5.4. Физическая интерпретация  
решений волнового уравнения 
Выясним физический смысл решения (2.34), которое предста-

вим так:  

( ) 1 2, ,u x t u u= +     ( )1 ,u h x at= −   ( )2 .u g x at= +  

Если ( ) 0,g x at+ =  то ( ) ( )1, .u x t u h x at= = −  При фиксирован-
ном значении t график функции ( )u h x at= −  является формой ко-
леблющейся струны в момент времени t.  

Для точки 0x  при 0t =  отклонение выразится формулой 
( ) ( )0 0,0 .u x h x=  Предположим, что по оси Ox из положения 0x  дви-

жется точка в положительном направлении этой оси со скоростью a  
(a  – параметр, входящий в уравнение (2.32) и функцию (2.34)). За-
кон этого движения выражается формулой 0 .x x at= +  Поскольку в 
этом случае 0 ,x at x− =  то через момент времени t для точки x по-
лучаем отклонение ( ) ( ) ( )0 0,0 .u h x at h x u x= − = =  Это значит, что 
отклонение для точки x через момент времени t будет тем же, что 
и для точки 0x  в момент 0.t =   

Следовательно, если мысленно перемещаться вдоль оси Ox в 
положительном направлении этой оси с постоянной скоростью ,a  
то отклонение струны все время будет казаться постоянным. 

Построим графики функции ( )1u h x at= −  при различных зна-

чениях t: 1 2 3t t t< <  (рис. 2.3). Каждый последующий из них полу-
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чается сдвигом предыдущего вдоль оси Ox на определенную вели-
чину. Если эти рисунки по очереди проектировать на неподвижный 
экран, то первый график «побежит» вправо. Процесс передвижения 
отклонения вдоль прямой, на которой находилась струна в положе-
нии равновесия, называется волной. Скорость распространения 

волны равна а, где а определяется формулой 
T

a =
ρ

 и входит в 

уравнение (2.32). Волна распространяется в положительном 
направлении оси Ox. Явление, описываемое функцией 

( )1 ,u h x at= −  называется распространением прямой волны. 

 

 
Рис. 2.3 

Второе слагаемое формулы (2.34), т. е. функция ( )2 ,u g x at= +  
представляет аналогичный процесс, но только волна будет рас-
пространяться влево (в отрицательном направлении оси Ox) с той 
же скоростью .a  Явление, описываемое функцией ( )2 ,u g x at= +  
называется распространением обратной волны. 

O 

u 

x 

t = t1 

 

O 

u 

x 

t = t2 

  

O 

u 

x 

t = t3 
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Следовательно, решение (2.34) представляет сумму прямой и 
обратных волн. Отсюда вытекает следующий графический способ 
построения формы струны в любой момент времени t. Строим 
графики функций ( )1 ,u h x=  ( )2 ,u g x=  изображающие прямую и 
обратную волны в начальный момент времени 0.t =  Не изменяя 
формы построенных графиков, передвигаем их со скоростью а 
вдоль оси Ox: первый – вправо, второй – влево. Тогда суперпози-
ция (алгебраическая сумма) сдвинутых графиков дает положение 
струны в текущий момент времени.  

 
2.5.5. Метод Фурье для уравнений 
свободных колебаний струны 
Метод Фурье, или метод разделения переменных, является од-

ним из наиболее распространенных методов решений уравнений с 
частными производными. Метод разделения переменных применим 
не всегда, но в тех случаях, когда им можно воспользоваться, явля-
ется эффективным. С его помощью можно расщепить уравнение с 
частными производными для функции n  независимых переменных 
на n  обыкновенных дифференциальных уравнений. Для этого иско-
мую функцию u  ищут в виде произведения ( )1 2, , ..., nu x x x =  

( ) ( ) ( )1 1 2 2 ... .n nf x f x f x=  При таком расщеплении исходного уравне-
ния возникает 1n −  произвольных параметров, которые называют 
постоянными разделения. Возможные значения этих параметров 
определяются особенностями задачи и физическим смыслом иско-
мой функции. Изучим суть данного метода на конкретных примерах. 

Рассмотрим задачу о колебаниях ограниченной струны с за-
крепленными концами.  

Найти решение ( ),u u x t=  уравнения  

2 2
2

2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

           (2.37) 

при граничных условиях  

( )
0

, 0,
x

u x t
=

=   ( ), 0
x l

u x t
=

=            (2.38) 

и начальных условиях  

( ) ( )
0

, ,
t

u x t x
=

= ϕ  ( )
0

,
t

u
x

t =

∂ = ψ
∂

                    (2.39) 

где ( )xϕ  и ( )xψ  – заданные функции, определенные на отрезке [ ]0, .l  
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Будем искать частные решения уравнения (2.37) методом раз-
деления переменных, т. е. в виде произведения «функции только 
от x  на функцию только от t»: 

( ) ( ) ( ), .u x t X x T t=     (2.40) 

Подставляя (2.40) в уравнение (2.37), получим  

( ) ( ) ( ) ( )2T t X x a T t X x′′ ′′=  

или 

( )
( )

( )
( )2 .

T t X x

X xa T t

′′ ′′
=            (2.41) 

Левая часть последнего равенства зависит только от t, а пра-
вая – только от x. Это равенство возможно лишь в том случае, ес-
ли и левая и правая части не зависят ни от x, ни от t, т. е. представ-
ляют собой одну и ту же постоянную. Обозначим эту постоянную 
через .λ  Тогда из равенства (2.41) получим два обыкновенных 
дифференциальных уравнения 

( ) ( )2 0,T t a T t′′ + λ =                             (2.42) 

( ) ( ) 0.X x X x′′ + λ =                             (2.43) 

Будем искать нетривиальные, т. е. не равные тождественно 
нулю, решения вида (2.40), удовлетворяющие граничным усло-
виям (2.38), откуда получаем  

 ( ) ( )0 0, 0.X X l= =                             (2.44) 

Таким образом, мы приходим к следующей задаче: найти 
такие значения параметра ,λ  при которых уравнение (2.43) 
имеет нетривиальное решение, удовлетворяющее граничным 
условиям (2.44). 

5А6 (Определение). Значения параметра ,λ  при которых су-
ществуют нетривиальные решения краевой задачи (2.43), (2.44), 
называются собственными значениями, а соответствующие реше-
ния – собственными функциями этой краевой задачи. 

Характеристическое уравнение для уравнения (2.43) имеет 
вид 2 0.r + λ =  Найдем теперь собственные значения и собствен-
ные функции задачи (2.43), (2.44). Здесь нужно рассмотреть от-
дельно три случая, когда 0,λ >  0λ =  или 0.λ <  
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При 0λ <  общее решение уравнения (2.38) имеет вид  

( ) 1 2 ,x xX x C e C e−λ − −λ= +  

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. Удовлетворяя гранич-
ным условиям (2.44), получим  

1 2 1 20, 0.l lC C C e C e−λ − −λ+ = + =  

Определитель этой однородной системы (относительно неиз-
вестных 1C  и 2 )C   

1 1
0l l

l l
e e

e e
− −λ −λ

−λ − −λ
Δ = = − ≠  

отличен от нуля. Поэтому система имеет единственное нулевое 
решение 1 0,C = 2 0.C =  Следовательно, ( ) 0X x ≡  и нетривиальных 
решений нет. 

При 0λ =  общее решение уравнения (2.43) имеет следую-
щий вид: 

( ) 1 2 .X x C C x= +  

Граничные условия (2.44) дают 1 2 1 20 0, 0.C C C C l+ ⋅ = + =  От-
сюда 1 0,C = 2 0.C =  Значит, ( ) 0X x ≡  и в этом случае нетривиаль-
ных решений нет. 

При 0λ >  общее решение уравнения (2.43) имеет вид  

( ) 1 2cos sin .X x C x C x= λ + λ  

Удовлетворяя граничным условиям (2.44), получим   

1 21 0 0,C C⋅ + ⋅ =  1 2cos sin 0.C l C lλ + λ =  

Из первого уравнения следует 1 0,C =  а из второго – 

2 sin 0.C lλ =  Считаем 2 0,C ≠  так как в противном случае 

( ) 0.X x ≡  Поэтому sin 0,lλ =  т. е. , ,l k k Zλ = π ∈  ,
k

l

πλ =  

.k Z∈  Следовательно, нетривиальные решения задачи (2.43), (2.44) 

возможны лишь при значениях 
2

, 1, 2, 3, ...k
k

k
l

π λ = = 
 

  

Этим собственным значениям соответствуют собственные 
функции  



 2.5. Гиперболические уравнения 41 

( ) sink
k x

X x
l

π= , 

определяемые с точностью до постоянного множителя. Индекс k  
обозначает решение, соответствующее данному значению пара-
метра .kλ  

Заметим, что положительные и отрицательные значения k, 
равные по абсолютной величине, дают собственные значения 

,k k−λ = λ  а собственные функции отличаются лишь постоянным 
множителем. Поэтому достаточно для k брать только целые поло-
жительные значения.  

При kλ = λ  общее решение уравнения (2.42) имеет вид 

( ) cos sink k k
k at k at

T t a b
l l

π π= + , 

где ka  и kb  – произвольные постоянные. 
Таким образом, функции  

( ) ( ) ( ), cos sin sink k k k k
k at k at k x

u x t X x T t a b
l l l

π π π = = + 
 

 

удовлетворяют уравнению (2.37) и граничным условиям (2.38) при 
любых ka  и .kb  Каждая из функций ( ),ku x t  является решением 
уравнения (2.37), удовлетворяющим условиям (2.38), и называется 
собственной функцией этого уравнения, а колебания, описывае-
мые ею, называются собственными колебаниями. В силу линейно-
сти и однородности уравнения (2.37), любая конечная сумма этих 
функций будет также решением. То же справедливо и для ряда  

 ( )
1

, cos sin sin .k k
k

k at k at k x
u x t a b

l l l

∞

=

π π π = + 
 

       (2.45) 

Предположим, что этот ряд равномерно сходится (Б+С), его 
сумма является непрерывной функцией и ряд можно дважды 
почленно дифференцировать по x  и .t  Поскольку каждое слагаемое 
в ряде (2.45) удовлетворяет граничным условиям (2.38), то этим 
условиям будет удовлетворять сумма ряда, т. е. функция ( ), .u x t  
Отметим, что в рассматриваемой задаче функция ( ),u x t  должна 
быть вещественной (так как она выражает отклонение струны в точ-
ке x  в момент времени ).t   Остается определить постоянные ka  и kb  
так, чтобы удовлетворялись и начальные условия (2.39). 
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Продифференцируем ряд (2.45) по :t  

1

sin cos sin .k k
k

u k a k at k at k x
a b

t l l l l

∞

=

∂ π π π π = − + ∂  
         (2.46) 

Полагая в (2.45) и (2.46) 0t =  и учитывая начальные условия (2.39), 
имеем  

( ) ( )
1 1

sin , sink k
k k

k x k a k x
x a x b

l l l

∞ ∞

= =

π π πϕ = ψ =  .         (2.47) 

Формулы (2.47) представляют собой разложения заданных 
функций ( )xϕ  и ( )xψ  в ряд Фурье по синусам в интервале ( )0, .l  
Коэффициенты разложений (2.47) вычисляются по известным 
формулам 

( ) ( )
0 0

2 2
sin , sin .

l l

k k
k x k x

a x dx b x dx
l l k a l

π π= ϕ = ψ
π         (2.48) 

Таким образом, решение задачи (2.37)–(2.39) дается рядом (2.45), 
где ka  и kb  определяются формулами (2.48).  

5А+Б+С7 (Теорема). Если функция ( )xϕ  имеет на отрезке 
[ ]0, l  непрерывную производную третьего порядка и удовлетво-
ряет условиям ( ) ( )0 0,lϕ = ϕ =  а функция ( )xψ  имеет на этом от-
резке непрерывную производную второго порядка и удовлетво-
ряет условиям ( ) ( )0 0,lψ = ψ =  то функция ( ), ,u x t  определяемая 
рядом (2.45), имеет непрерывные частные производные второго по-
рядка и удовлетворяет уравнению (2.37), а также граничным (2.38) 
и начальным (2.39) условиям. При этом возможно почленное диф-
ференцирование ряда (2.45) по x  и t  до двух раз включительно, и 
полученные ряды сходятся абсолютно и равномерно при 0 x l≤ ≤  и любом .t  

Часто при описании различных явлений (в теории колебаний, 
электромагнитных волн, переменных токов и т. д.) удобнее ис-
пользовать комплексную запись для решений соответствующих 
уравнений.  

 
2.5.6. Понятие о стоячих волнах 
Выясним физический смысл собственных функций:  

 ( ), cos sin sin .k k k
k at k at k x

u x t a b
l l l

π π π = + 
 

           (2.49) 
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Из этой формулы видно, что в моменты времени 
2

,
l

t
a

=  

4
, ...

l
t

a
=  струна возвращается в первоначальное положение. Сле-

довательно, колебания являются незатухающими, периодическими 

с периодом 
2l

T
a

= . Это происходит потому, что не учтены силы 

сопротивления. Если эти силы учесть, колебания окажутся зату-
хающими. 

Преобразуем формулу (2.49), для чего введем обозначения 

sin ,k k ka A= ϕ  cos ,k k kb A= ϕ  откуда 2 2 2,k k ka b A+ =  2 2 ,k k ka b A+ =  

2 2
sin ,k

k

k k

a

a b
= ϕ

+
 

2 2
cos .k

k

k k

b

a b
= ϕ

+
 

Умножая и деля на 2 2
k ka b+  правую часть равенства (2.49), в 

силу принятых обозначений получаем 

( ), sin sin .k k k
k at k x

u x t A
l l

π π = + ϕ 
 

                 (2.50) 

Отсюда следует, что все точки струны совершают колебания с 

одной и той же частотой k
k a

l

πω =  и одной и той же начальной 

фазой .kϕ  Амплитуда колебания зависит от точки x  и равна 

sink
k x

A
l

π
.  Все точки струны одновременно проходят через положе- 

ние равновесия и одновременно достигают максимального откло-
нения от него в ту или другую сторону. Рассматриваемые колеба-
ния струны называются стоячими волнами.  

На рис. 2.4 показаны различные формы струны в отдельные 
моменты времени при 1.k =  Отклонение на концах струны равно  

нулю, наибольшее отклонение достигает точка с абсциссой 
2

l
x = . 

При 2k =  неподвижных точек уже будет три, их абсциссы: 1 0,x =  

2 2

l
x = , 3x l=  (это корни уравнения 

2
sin 0)

x

l

π = . Наибольшее  
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отклонение достигают две точки струны с абсциссами 
4

l
x = , 

3

4

l
x =  

(рис. 2.5).  
Стоячая волна (2.50) имеет 1k +  неподвижных точек, т. е. столь-

ко, сколько корней имеет уравнение sin 0
k x

l

π =  на отрезке [ ]0, .l   

Абсциссы этих точек являются корнями указанного уравне-

ния: 1 0,x =  2 ,
l

x
k

=  3
2

,
l

x
k

=  …, 
1

,k
k

x l
k

−=  1 .kx l+ =  

 

 
Рис. 2.4 

 
Рис. 2.5 

Неподвижные точки называются узлами стоячей волны. Точ-
ки, в которых отклонения достигают максимума, называются пуч-
ностями. 

Каждая струна может иметь собственные колебания только 

строго определенных частот k
k a

l

πω = , которые называют соб-

ственными частотами. Наименьшей собственной частотой стру-
ны является частота  

1
a T

l l

π πω = =
ρ

, 

где T – натяжение; ρ – линейная плотность. 

 

  
 

u 

x 

l 0 

F1 
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l 0 

  
 

  
 

2

l
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6Б+С8 (Замечание). При колебаниях струна издает звук, высота ко-
торого возрастает с частотой колебаний. Самый низкий тон будет при 
частоте, равной 1.ω  Остальные тона, соответствующие частотам ,kω  
называют обертонами, или гармониками. Первой гармоникой считает-
ся основной тон, второй гармоникой – тон с частотой 2 12ω = ω  и т. д. 

Решение (2.45) складывается из отдельных гармоник, ампли-
туды их, а поэтому и влияние их на звук, издаваемый струной, 
обыкновенно быстро убывает при увеличении номера гармоники, 
и все их действие сводится к созданию тембра звука, различного 
для разных музыкальных инструментов и объясняемого именно 
наличием этих гармоник. 

Существует очень мало колебательных систем с гармониче-
скими обертонами, но эти немногие системы являются основными 
для построения почти всех музыкальных инструментов. 

Если прижать колеблющую струну точно в середине, т. е. в пуч-
ности ее основного тона, то обратятся в нуль амплитуды не только 
этого тона, но и всех других, имеющих пучности в этой точке, т. е. 
нечетных гармоник; напротив, на четные гармоники, которые имеют 
узел в прижатой точке, это влиять не будет. Таким образом, остают-
ся только четные гармоники, и самой низкой частотой будет 

2
2

,
T

l

πω =
ρ

 и струна будет издавать не свой основной звук, а его 

октаву, т. е. звук с числом колебаний в секунду вдвое большим.  
При отыскании решений (2.49) не использовались начальные 

условия. Очевидно, что при произвольных начальных условиях 
колебания струны будут сложнее. Колебания, описываемые функ-
циями ( ), ,ku x t  будут иметь место (в «чистом виде») только в слу-
чае, если в начальный момент времени придать струне соответ-
ствующую форму, например форму одной из сплошных линий, 
изображенных на рис. 2.4, 2.5. 

 
 
2.6. Параболические уравнения 
 
Уравнения параболического типа наиболее часто встречаются 

при изучении процессов теплопроводности и диффузии. В каче-
стве простейшего представителя параболических уравнений будем 
рассматривать уравнение теплопроводности  
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2 2

2 2
1

...
n

u u u

t x x

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

. 

Основные свойства решений этого уравнения не зависят от .n  
 
2.6.1. Уравнение теплопроводности в пространстве 
Если некоторое тело неравномерно нагрето, то тепло начнет рас-

пространяться от более нагретых участков к менее нагретым. Обозна-
чим температуру тела в точке ( ), ,M x y z  через .u  Температура будет 
зависеть от координат , ,x y z  и времени ,t  т. е. ( ), , , .u u x y z t=  

Множество точек, в которых функция ( ), , ,u u x y z t=  прини-
мает одно и то же значение C  в фиксированный момент времени 

0 ,t t=  называется изотермической поверхностью. Изотермическая 
поверхность определяется уравнением  

( )0, , ,u x y z t C=  

или  

( ) 1, , .u x y z C=  

Форма и расположение изотермической поверхности меняется 
с течением времени .t  

Направление наибольшей скорости изменения температуры 
совпадает с направлением градиента функции ( ), , ,u u x y z t=  при 
данном значении ,t  т. е. с направлением вектора  

grad .
u u u

u i j k
x y z

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

 
 

В точках изотермической поверхности градиент направлен по 
нормали n


 к этой поверхности в сторону возрастания функции ,u  

причем grad
u

u
n

∂=
∂

. 

Считается, что величина QΔ  теплового потока через малый 
участок изотермической поверхности площади Δσ  за промежуток 
времени tΔ  выражается формулой  

 ,
u

Q k t
n

∂Δ = − ΔσΔ
∂

                             (2.51) 

где k – коэффициент теплопроводности, который будем полагать 
постоянным. 
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6А1 (Замечание). Тепловой поток считают положительным, 
если его направление совпадает с выбранным направлением нор-
мали к изотермической поверхности. Знак «–» в формуле (2.51) 
означает, что тепло передается от более нагретых участков к ме-

нее нагретым (т. е. в противоположную сторону, если 0,
u

n

∂ >
∂

 так 

как u  возрастает в этом направлении и 0;QΔ <  если 0,
u

n

∂ <
∂

 то 

0).QΔ >  
6А2 (Замечание). В одномерном случае, т. е. в случае распро-

странения тепла в стержне, изотермическими поверхностями яв-
ляются поперечные сечения стержня, направление нормали к ним 

совпадает с направлением оси Ox, поэтому 
u u

n x

∂ ∂=
∂ ∂

. 

В теории теплопроводности доказывается, что формула (2.51) 
справедлива для любых поверхностей (не только изотермических). 

Поскольку grad ,
u

u n
n

∂ = ⋅
∂


 где n


 – 

единичный вектор нормали, формулу (2.51) 
можно записать в следующем виде: 

grad .Q k u n tΔ = − ⋅ ΔσΔ
 

Введем в рассмотрение вектор  

grada k u= −
 

и назовем его вектором теплового пото-
ка, тогда 

, ,nQ a n t Q a tΔ = ⋅ ΔσΔ Δ = ΔσΔ 
 

где na  – проекция вектора a


 на направ-
ление внешней нормали к поверхности. 

Выделим в рассматриваемом теле некоторый участок V  объема ,V  
ограниченный поверхностью S  (рис. 2.6). Тепловой поток через всю 
поверхность S  за промежуток времени tΔ  выражается формулой 

,n
S

Q t a d= Δ σ  

где σ  – мера (площадь) на поверхности. 

V 

σ

Рис. 2.6 

n


a

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Поток Q  будет положительным, если выбранный участок V  
теряет тепло, и отрицательным, если приобретает его. 

Преобразуем этот интеграл с помощью формулы Остроград-
ского – Гаусса (поток векторного поля a


 через произвольную зам-

кнутую поверхность S  равен тройному интегралу от div ,a  взято-
му по объему, ограниченному этой поверхностью):  

div ,n
S V

a d a dvσ =   

где v  – мера (объем) на участке .V  
Поскольку  

( )
2 2 2

2 2 2div div grad divgrad
u u u

a k u k u k
x y z

 ∂ ∂ ∂= − = − = − + + ∂ ∂ ∂ 
 

или  
div ,a k u= − Δ  

где  
2 2 2

2 2 2

u u u
u

x y z

∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂

, 

то 
.n

S V

a d k u dvσ = − Δ   

Количество тепла, приобретенное данным участком V  за счет 
прохождения теплового потока, выразится формулой 

1
V

Q t k udv= Δ Δ  

(это выражение отличается от Q  только знаком). 
Пусть в участке V  имеются источники тепла с плотностью их 

распределения ( ), , , .F x y z t  Тогда за промежуток времени tΔ  вы-

делится следующее количество тепла: 

( )2 , , , .
V

Q t F x y z t dv= Δ   

Итак, в течение указанного промежутка tΔ  участок V  полу-
чит 1 2Q Q+  тепла. 

Подсчитаем это тепло по-другому. За время tΔ  температура в 
точке ( ), ,M x y z  изменилась на величину 
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( ) ( ), , , , , , .
u

u x y z t t u x y z t t
t

∂+ Δ − = Δ
∂

 

Для такого изменения температуры элементарному участку 
(содержащему точку )M  объема vΔ  потребовалось количество 

тепла, равное ,
u

c v t
t

∂ρΔ Δ
∂

 где c  – удельная теплоемкость, ρ  – 

плотность, а всему участку –  

3 .
V

u
Q t c dv

t

∂= Δ ρ
∂  

Поскольку 3 1 2,Q Q Q= +  то  

( ), , , ,
V V V

u
t c dv t k udv t F x y z t dv

t

∂Δ ρ = Δ Δ + Δ
∂    

откуда  

( ), , , 0.
V

u
c k u F x y z t dv

t

∂ ρ − Δ − = ∂ 
  

Это равенство должно выполняться для любого участка ,V  
выделенного в рассматриваемом теле. Считая все входящие 
функции непрерывными, из последнего равенства получаем  

,
u

c k u F
t

∂ρ = Δ +
∂

  
1u k

u F
t c c

∂ = Δ +
∂ ρ ρ

 

или  

 2 1
,

u
a u F

t c

∂ = Δ +
∂ ρ

                                (2.52) 

где  

2 k
a

c
=

ρ
, 

k
a

c
=

ρ
. 

6А+Б3 (Замечание). Температуропроводность 2 k
a

c
=

ρ
 являет-

ся физическим параметром вещества. В нестационарных тепловых 
процессах характеризует скорость изменения температуры. 

6А4 (Замечание). Уравнение (2.52) называется уравнением 
теплопроводности в пространстве. Если тепловые источники от-
сутствуют, то получаем уравнение  
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2u
a u

t

∂ = Δ
∂

 

или  
2 2 2

2
2 2 2

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
, 

которое называется дифференциальным уравнением теплопровод-
ности (или дифференциальным уравнением Фурье) для трехмер-
ного нестационарного температурного поля при отсутствии внут-
ренних источников теплоты.   

Его частный случай  
2 2

2
2 2

u u u
a

t x y

 ∂ ∂ ∂= + ∂ ∂ ∂ 
 

является уравнением распространения тепла в пластине, а ниже-
приведенное уравнение 

2
2

2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 

описывает распространение тепла в стержне. 
6Б5 (Замечание). Из всех этих уравнений следует, что измене-

ние температуры во времени 
u

t

∂
∂

 для любой точки тела пропорци-

онально величине 2,a  поэтому при одинаковых условиях быстрее 
увеличивается температура у того тела, которое имеет большую 
температуропроводность.  

 
2.6.2. Начальные и краевые условия  
для уравнения теплопроводности в пространстве 
Начальное условие для уравнения теплопроводности в про-

странстве определяется равенством  

 ( ) ( )
0

, , , , , .
t

u x y z t f x y z
=

=                        (2.53) 

Оно задает температуру каждой точки тела в начальный момент 
времени 0 0t =  ( )( , ,f x y z – известная функция). 

Пусть на поверхности ,Γ  ограничивающей некоторое тело, про-
исходит теплообмен с окружающей средой. Предположим, что в 
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точке ( ), ,M ξ η ζ  границы Γ  тело имеет температуру ( ), , , ,u u t= ξ η ζ  
а окружающая среда – ( ), , , ,u u t= ξ η ζ   разность u u−   называется 
перепадом температур. Теплообмен протекает по закону: поток 
тепла изнутри тела через любую часть поверхности Γ  пропорцио-
нален перепаду температур ,u u−   т. е. ( ),Q h u u= −   где h  – коэф-
фициент теплообмена; h  может меняться от точки к точке, но в 
случае однородности тела и среды const.h =  

Выделим часть 1Γ  поверхности .Γ  Тепловой поток через 1Γ  за 
время tΔ  выразится формулой  

( )
1

1 .Q t h u u d
Γ

= Δ − σ   

С другой стороны, в соответствии с формулой nQ t a d
σ

= Δ σ  
получаем  

1

2 .nQ t a d
Γ

= Δ σ  

Вследствие того, что тепловой поток, уходящий в окружаю-
щее пространство, равен тепловому потоку, подходящему изнутри 
тела, то 1 2Q Q= , т. е.  

( )
1 1

.na d h u u d
Γ Γ

σ = − σ    

Это равенство выполняется для любой части 1Γ  границы .Γ  
Следовательно, на границе Γ  должно выполняться условие 

( ).na h u u= −   
Поскольку  

( )gradn
u

a a n k u n k
n

∂= ⋅ = − ⋅ = −
∂

  
, 

где 
u

n

∂
∂

 – производная функции u в точке границы по направлению 

внешней нормали к поверхности ,Γ  то последнее равенство можно 
представить в виде  

 ( ).u
k h u u

n Γ
Γ

∂− = −
∂

                                (2.54) 

Отметим два важных частных случая краевого условия (2.54).  
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1. Коэффициент теплообмена равен нулю, 0h =  (на границе 
тела нет теплообмена с окружающей средой); в этом случае крае-
вое условие принимает вид  

 0.
u

n Γ

∂ =
∂

                                      (2.55) 

2. Коэффициент теплообмена является достаточно большим. 
Перепишем условие (2.54) в виде  

,
k u

u u
h n Γ

∂− = −
∂

  

откуда при h → ∞  получаем 0,u uΓ − =  или  

 .u uΓ =                                           (2.56) 

Краевое условие (2.56) означает, что на границе Γ  поддержи-
вается постоянная температура. 

Таким образом, задача о распространении тепла в простран-
стве (для однородного тела без тепловых источников) формулиру-
ется следующим образом. 

6А6 (Задача). Найти решение ( ), , ,u u x y z t=  уравнения  

2 2 2
2

2 2 2

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
, 

удовлетворяющее начальному (2.53) и краевому (2.54) условиям 
(в частном случае условию (2.55) или (2.56)). 

В теории ДУ с ЧП доказывается, что при некоторых предпо-
ложениях относительно соответствующих функций поставленная 
задача имеет единственное решение. 

 
2.6.3. Первая краевая задача.  
Теорема о максимуме и минимуме 
Типичной краевой задачей для параболических уравнений яв-

ляется следующая задача. Обозначим через G  криволинейный че-
тырехугольник на плоскости ( ), ,t x  ограниченный отрезками пря-
мых 0t t=  и t T=  ( )0T t>  и кривыми ( )1x t= ϕ  и ( )2 ,x t= ϕ  где 1ϕ  
и 2ϕ  – непрерывные функции и ( ) ( )2 1t tϕ > ϕ  при 0 .t t T≤ ≤  Часть 
границы области ,G  состоящую из отрезка прямой 0t t=  и кривых 

( )1x t= ϕ  и ( )2 ,x t= ϕ  обозначим через Γ  (рис. 2.7). Требуется 
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найти непрерывную в области G  и на ее границе функцию ( ), ,u t x   

удовлетворяющую внутри G  уравнению 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 и принимаю-

щую на Γ  значения заданной на Γ  непрерывной функции .f  

 
Поставленная задача называется первой краевой задачей для 

уравнения теплопроводности. В том случае, когда область G  яв-
ляется прямоугольником : 0 , 0 ,Q x l t T< < < <  к первой краевой 
задаче теплопроводности приводит, например, задача о нахожде-
нии температуры ( ),u t x  в теплоизолированном стержне, если из-

вестна его начальная температура при 0t =  и известна температу-
ра на концах стержня в последующее время. При решении этой 
задачи очень существенно, что решение ищется при 0.t >  Анало-
гичная задача для отрицательных значений t  не имеет решения. 

Уравнение 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 в противоположность уравнению колебаний 

струны 
2 2

2 2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 существенно меняется при замене t  на .t−  Это – 

типичное уравнение необратимого процесса. 
6Б7 (Теорема о максимуме и минимуме). Всякое решение 

( ),u t x  уравнения теплопроводности 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, определенное и не-

прерывное в криволинейном четырехугольнике G  и на его границе, 

t 

x 

T 

t0 

x = ϕ1(t) 
x = ϕ2(t) 

Рис. 2.7 
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принимает наибольшее и наименьшее значения на границе ,Γ  т. е. 
или на нижнем основании криволинейного четырехугольника ,G  
или на его боковых сторонах.  

Поскольку теорема о минимуме сводится к теореме о макси-
муме переменной знака у ,u  то мы ограничимся доказательством 
теоремы о максимуме. 

Доказательство. Обозначим через M  максимум функции 
( ),u t x  в ,G + Γ  а через m  – максимум значений ( ),u t x  на .Γ  До-

пустим, что существует такое решение ,u  для которого ,M m>  т. е. 
для которого теорема о максимуме не верна. Пусть эта функция при-
нимает значение M  в точке ( )* * ,,t x  где *

0t t>  и ( ) ( )* * *
1 2 .t x tϕ < < ϕ  

Рассмотрим функцию  

( ) ( ) ( )2*
2, , ,

4

M m
v t x u t x x x

l

−= + −  

где ( ) ( )
00

2 1max min .
t t Tt t T

l t t
≤ ≤≤ ≤

= ϕ − ϕ  

На боковых сторонах G  и на его нижнем основании  

( ) 3
, ,

4 4 4

M m M
v t x m m M

−≤ + = + = θ  

где 0 1,< θ <  а ( )* *, .v t x M=  

Следовательно, ( ),v t x  так же, как и ( ), ,u t x  не принимает 

максимального значения ни на нижнем основании ,G  ни на его 
боковых сторонах. Пусть ( ),v t x  принимает максимальное значе-

ние в точке ( )1 1, ,t x  где 1 0t t>  и ( ) ( )1 1 1 2 1 .t x tϕ < < ϕ  В этой точке 

должно быть 
2

2 0
v

x

∂ ≤
∂

 и 0
v

t

∂ ≥
∂

 (если 1 ,t T<  то 0;
v

t

∂ =
∂

 если 1 ,t T=  

то 0).
v

t

∂ ≥
∂

 Поэтому в точке ( )1 1,t x   

2

2 0.
v v

t x

∂ ∂− ≥
∂ ∂

 

С другой стороны,  
2 2

2 2 2 2 0.
2 2

v v u u M m M m

t tx x l l

∂ ∂ ∂ ∂ − −− = − − = − <
∂ ∂∂ ∂

 

Полученное противоречие завершает доказательство теоремы. 
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6Б8 (Следствия).  
6.1. Решение первой краевой задачи в криволинейном четы-

рехугольнике G  единственно. Действительно, разность двух ре-
шений равна нулю на нижнем основании и на боковых сторонах G  
и в силу теоремы о максимуме и минимуме равна тождествен- 
но нулю. 

6.2. Решение первой краевой задачи для уравнения тепло-
проводности непрерывно зависит от функций, заданных на бо-
ковых сторонах и на нижнем основании криволинейного четы-
рехугольника .G  Это также следует из того, что разность двух 

решений 1u  и 2u  уравнения 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 в криволинейном четырех-

угольнике G  принимает наибольшее и наименьшее значения на 
нижнем основании криволинейного четырехугольника G  или на 
его боковых сторонах. 

 
2.6.4. Теплопроводность в стержне,  
концы которого теплоизолированы 
Уравнение теплопроводности относится к уравнениям пара-

болического типа, описывающим процессы, необратимые во вре-
мени. Рассмотрим простейший процесс такого типа – охлаждение 
стержня. При отсутствии тепловых источников температура 

( ),u x t  различных точек стержня определяется уравнением 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, в начальный момент времени 0t =  температура не-

равномерно нагретого стержня задана функцией ( ),f x  т. е. 

начальное условие (2.53) принимает вид ( ) ( )
0

, ,
t

u x t f x
=

=  где 

( )f x  – заданная функция при 0 x l≤ ≤  ( l  – длина стержня), а кра-

евое условие (2.55) запишется так:  

0

0, 0.
x x l

u u

x x= =

∂ ∂= =
∂ ∂

 

6А9 (Задача о распространении тепла в стержне, концы кото-
рого теплоизолированы). Найти решение уравнения  

 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

,                                     (2.57) 
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удовлетворяющее начальному условию  

 ( ) ( )
0

,
t

u x t f x
=

=                                  (2.58) 

и краевым условиям  

 
0

0, 0.
x x l

u u

x x= =

∂ ∂= =
∂ ∂

                            (2.59) 

Вводя новую переменную 2a tτ =  и учитывая, что  

2,
u u u

a
t t

∂ ∂ ∂τ ∂= =
∂ ∂τ ∂ ∂τ

 
2

2 2
2 ,

u u
a a

x

∂ ∂=
∂τ ∂

 

уравнение (2.57) представим в виде  

 
2

2

u u

x

∂ ∂=
∂τ ∂

,                                      (2.60) 

при этом начальное и краевые условия остаются прежними, так 
как при 0t =  0,τ =  а условия (2.59) от τ  не зависят. 

Решение уравнения (2.60), удовлетворяющее начальному ус-
ловию  

 ( ) ( )
0

,u x f x
τ=

τ =                                 (2.61) 

и краевым условиям (2.59), будем искать с помощью метода 
Фурье в виде произведения двух функций:  

 ( ) ( ) ( ), ,u x X x Tτ = τ                             (2.62) 

где ( )X x  – функция только от ;x  ( )T τ  – функция только от .τ  

Поскольку ( ) ( ),
u

X x T
∂ ′= τ
∂τ

( ) ( ),
u

X x T
x

∂ ′= τ
∂

 ( ) ( )
2

2 ,
u

X x T
x

∂ ′′= τ
∂

 

то подстановка соответствующих выражений в уравнение (2.60) 
приводит к соотношению  

( ) ( ) ( ) ( )X x T X x T′ ′′τ = τ  

или  

( )
( )

( )
( )

X x T

X x T

′′ ′ τ
=

τ
. 

Вследствие того, что функция (2.62) является решением урав-
нения (2.60), последнее равенство должно выполняться для всех x  
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и τ  (из соответствующей области их изменения). Это возможно 
лишь в случае, когда обе части последнего равенства равны посто-
янной, так как левая часть может зависеть только от ,x  а правая – 
только от .τ  Обозначим эту постоянную как ,c  тогда  

( )
( )

( )
( ) ,

X x T
c

X x T

′′ ′ τ
= =

τ
 

откуда  
 ( ) ( ) 0,T cT′ τ − τ =                                  (2.63) 

 ( ) ( ) 0.X x cX x′′ − =                                 (2.64) 

Уравнение (2.63) является обыкновенным дифференциальным 
уравнением первого порядка. Интегрируя это уравнение, получаем  

( )ln ln ,T c Cτ = τ +  ( ) ln ,c CT e τ+τ =  ( ) .cT Ce ττ =  

Поскольку температура не может неограниченно возрастать с 
течением времени (источники тепла отсутствуют), то функция 

( )T τ  обладает тем же свойством. Следовательно, в последней 
формуле c  может быть только отрицательным, т. е. 

 ( )2 0 .c = −λ λ ≠                                 (2.65) 

Итак, функция ( )T τ  выражается формулой  

 ( ) 2

.T Ce−λ ττ =                                  (2.66) 

Уравнение (2.64) с учетом (2.65) принимает вид ( )X x′′ +
( )2 0.X x+ λ =  Это обыкновенное дифференциальное уравнение 

второго порядка с постоянными коэффициентами, которое имеет 
решение  

 ( ) 1 2cos sin ,X x C x C x= λ + λ                          (2.67) 

где 1C  и 2C  – произвольные постоянные. 
Подставляя функции (2.66) и (2.67) в формулу (2.62), получаем  

 ( ) 2

cos sin ,u x x e−λ τ= α λ + β λ                         (2.68) 

где 1,C Cα =  2.C Cβ =  
Частная производная этой функции по x  выражается формулой  

( ) 2

sin cos .
u

x x e
x

−λ τ∂ = λ −α λ + β λ
∂
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Числа , ,α β λ  выберем таким образом, чтобы удовлетворя-
лись условия (2.59): 

( )
( )

2

2

sin 0 cos0 0,

sin cos 0;

e

l l e

−λ τ

−λ τ

λ −α + β =


λ −α λ + β λ =
 

sin 0 cos0 0,

sin cos 0.l l

−α + β =
−α λ + β λ =

 

Из последних уравнений следует, что 0,β =  sin 0.lλ =  Следо-
вательно, ( )1, 2, 3,l n nλ = π =   и собственные значения нашей 
краевой задачи запишутся в виде 

 ( )1, 2, 3, ... ,n
n

n
l

πλ = =                           (2.69) 

где взяты только положительные значения ,n  так как 
( )cos cos ,x xλ = −λ  ( )2 2;−λ = λ  поскольку 0,β =  функция (2.68) 

принимает одинаковые значения при λ  и ;−λ  далее 0λ ≠  в соот-
ветствии с условием (2.65). Итак, функция (2.68) запишется сле-
дующим образом:  

( ) 2

, cos .n
n n nu x xe−λ ττ = α λ  

Или, учитывая (2.69), получаем собственные функции, соот-
ветствующие собственным значениям (2.69): 

 ( )
2 2

2
, cos .

n

l
n n

n x
u x e

l

π− τπτ = α                        (2.70) 

Решением уравнения (2.60), удовлетворяющим краевым усло-
виям (2.59), является сумма ряда, составленного из функций (2.70), 
т. е. ряда  

 ( ) ( )
2 2

2

1 1

, , cos .
n

l
n n

n n

n x
u x u x e

l

π∞ ∞ − τ

= =

πτ = τ = α               (2.71) 

Коэффициенты nα  этого ряда выберем так, чтобы функция 
( ),u x τ  удовлетворяла также и начальному условию (2.61):  

( ) ( )
0

, ,u x f x
τ=

τ =  ( )
1

cos .n
n

nx
f x

l

∞

=

πα =  
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Последнее равенство означает, что функцию ( )f x  в проме-
жутке [ ]0, l  необходимо разложить в ряд Фурье по косинусам, ко-
эффициенты такого разложения определяются формулой  

 ( ) ( )
0

2
cos 1, 2, 3, ... .

l

n
nx

f x dx n
l l

πα = =                  (2.72) 

Следовательно, функция (2.71), для которой nα  определены 
формулой (2.72), является решением уравнения (2.60), удовлетво-
ряющим начальному (2.61) и краевым (2.59) условиям. Принимая 
во внимание равенство 2 ,a tτ =  приходим к утверждению. 

6А+Б10 (Теорема). Функция  

( )
2 2 2

2

1

, cos ,
n a

t
l

n
n

n x
u x e

l

π∞ −

=

πτ = α  

для которой nα  определены формулой (2.72), является решением 
уравнения (2.57), удовлетворяющим начальному (2.58) и краевым 
(2.59) условиям. 

6А+Б11 (Замечание). Аналогично решается задача о распро-
странении тепла в стержне, на концах которого поддерживается 
постоянная температура. Эта задача о нахождении решения урав-
нения (2.57), удовлетворяющего начальному условию (2.58) и сле-
дующему краевому условию  

00
,

x
u u= =  .lx l

u u= =  

Предварительно задачу необходимо свести к задаче с однород-
ными краевыми условиями, т. е. с условиями, которым удовлетво-
ряет тривиальное решение ( )0 .u ≡  При неоднородных условиях 

0( 0u ≠  и 0)lu ≠  сумма и разность двух функций ( )1 ,u x t  и ( )2 ,u x t  
уже не будет решениями, удовлетворяющими этим условиям.  
В частности, не является решением ( ) ( )1 1, , 0.u x t u x t− ≡  Последнее 
обстоятельство затрудняет построение общего решения (2.71). 

Приведение к задаче с однородными краевыми условиями 
можно осуществить с помощью новой функции  

( ) ( ) ( )0 0, , .l
x

x t u x t u u u
l

ω = + − −  

Для этой функции уравнение (2.57) остается прежним, началь-
ное условие примет вид 
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( ) ( ) ( ) ( )0 0 10 0
, , ,lt t

x
x t u x t u u u f x

l= =
ω = + − − =  

а краевые условия станут однородными:  

( ) ( ) ( )0 0 0 00 0
0

, , 0,lx x
x

x
x t u x t u u u u u

l= =
=

ω = + − − = − =  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , 0.l l lx l x l
x l

x
x t u x t u u u u u u u

l= =
=

ω = + − − = + − − =  

 
2.6.5. Решение первой смешанной задачи  
методом разделения переменных.  
Функция источника 
6А12 (Задача). Найти решение ( ),u x t  уравнения  

 ( )
2

2
2 , ,

u u
a f x t

t x

∂ ∂− =
∂ ∂

 0 ,x l< <  0,t >                (2.73) 

удовлетворяющее граничным условиям       

0
0

x x l
u u= == =                                    (2.74) 

и начальному условию   

           ( )0
.

t
u x= = ϕ                                     (2.75) 

Решение задачи 6А12 ищем в виде ряда ( ) ( )
1

,k k
k

u T t X x
∞

=
=  где 

( )kT t  – коэффициенты, а ( )kX x – собственные функции. 

Прежде всего находим собственные функции .kX  При реали-
зации метода разделения переменных ставят и решают следую-
щую вспомогательную задачу: требуется найти все решения вида 

( ) ( ) ( ), 0,u x t T t X x= ≠  удовлетворяющие однородному уравнению 
2

2
2 0

u u
a

t x

∂ ∂− =
∂ ∂

 и однородным граничным условиям (2.74).  

Для этого в уравнении 2 0T X a T X′ ′′− =  разделяем переме-
ненные, поделив на 2 0.a T X ≠  Имеем:       

2 0
T X

Xa T

′ ′′
− =  
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или  

2 ,
T X

Xa T

′ ′′
= = −λ  

откуда   
2 0,

0

T a T

X X

 ′ + λ =
 ′′ + λ =

          (2.76)

            

 

с граничными условиями вида   

                 ( ) ( )0 0.x x l= =                                  (2.77) 

Краевая задача для второго уравнения системы (2.76), (2.77) 
относится к классическим задачам Штурма – Лиувилля. Ее соб-
ственные функции и значения имеют вид 

2

sin , ,

, .

k

k

k
X x k N

l

k
k N

l

π = ∈


π λ = ∈   

 

Определяем коэффициенты ( ),kT t  учитывая, что найдены 

собственные функции 

( ) ( )
1

, sin .k
k

k
u x t T t x

l

∞

=

π=                          (2.78) 

Подставим (2.78) в (2.73), (2.75):  

( ) ( ) ( )
2

2

1

sin , .k k
k

k k
T t a T t x f x t

l l

∞

=

 π π ′ + =     
  

Умножая последнее равенство на sin
k

x
l

π
 и интегрируя по х в 

пределах от 0  до ,l  получаем дифференциальное уравнение 

( )
2

2 , 0k k k
k

T a T f t t
l

π ′ + = > 
 

   (2.79) 

с начальным условием   

( )0 ,k kT = ϕ                                      (2.80) 
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где 

         

( )

( )
0

0

2
( ) , sin ,

2
sin .

l

k

l

k

k
f t f x t xdx

l l

k
x xdx

l l

 π=



πϕ = ϕ




                    (2.81) 

Решаем задачу Коши для обыкновенного ДУ (2.79), (2.80). 
Имеем: ( ) ( ) ( )*

одн част ,k k kT t T t T t= +  где общее решение ( )однkT t  со-

ответствующего однородного ДУ имеет вид ( )
2

одн .
ka

t
l

k kT t C e
π − 

 =  

Тогда частное решение ( )*
частkT t  неоднородного ДУ (2.79) найдем 

методом вариации произвольной постоянной. Полагая 

( ) ( )
2

част ,
ka

t
l

k kT t C t e
π − 

 =  на основании (2.79) получим 

( )
2 2 2

2 2

,
ka ka ka

t t t
l l l

k k k k
ka ka

C e C e C e f t
l l

π π π     − − −     
     π π   ′ − + =   

     

( )
2

ka
t

l
k kC f t e

π 
 
 ′ =   ( )

2

0

.
kat t
l

k kC f t e dt
π 

 
 =   

Таким образом, общее решение ДУ (2.79) имеет следую- 
щий вид: 

           ( )
( )

( )
2 2

0

ka katt t
l l

k k kT t C e e f d
π π   − − −τ   

   = + τ τ   (2.82) 

или, учитывая ( )0k k kT C= ϕ =  (см. (2.80)), получаем 

( )
( )

( )
2 2

0

ka katt t
l l

k k kT t e e f d
π π   − − −τ   

   = ϕ + τ τ          (2.83) 

и, подставляя (2.83) в (2.78), имеем 

( )
( )

2 2

1 0

sin .
ka katt t
l l

k k
k

k
u e e f d x

l

π π   ∞ − − −τ   
   

=

  π = ϕ + τ τ
 
 

          (2.84) 
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Решение (2.84) исходной задачи имеет формальный характер, 
поскольку отсутствует обоснование существования, единственно-
сти и устойчивости решения. 

Найдем интегральное представление решения, для этого под-
ставим (2.81) в (2.84):  

( ) ( )
2

1 0

2
, sin

kal t
l

k

k
u x t d e

l l

π ∞ − 
 

=

 π= ϕ ξ ξ ξ +  
 

( )
( )

2

0 0

2
 , sin sin

kat lt
l k k

e f d d x
l l l

π − −τ 
 

 π π+ ξ τ ξ ξ τ    
  = 

( )

( )
( )

2

2

10

10 0

2
sin sin

2
sin sin , .

kal t
l

k

kat l t
l

k

k k
e x d

l l l

k k
e x f d d

l l l

π ∞ − 
 

=

π ∞ − −τ 
 

=

 π π = ξ ⋅ ϕ ξ ξ +
 
 

 π π + ξ ⋅ ξ τ ξ τ
 
 



 

 

Положим
  

( )
2

1

2
, , sin sin ,

ka
t

l

k

k k
G x t e x

l l l

π ∞ − 
 

=

π πξ = ξ ⋅   (2.85) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

, , , , , , .
l t l

u x t G x t d G x t f t d d= ξ ϕ ξ ξ + ξ − τ ξ ξ τ      (2.86) 

Таким образом, решение первой смешанной задачи полностью 
определяется функцией ,G  которая называется функцией мгно-
венного точечного источника, или функцией Грина (или функци-
ей температурного влияния мгновенного точечного источника 
тепла). Ее физический смысл для временной переменной :t  эта 
функция указывает распределение температур в каждой точке 

[ ]0,x l∈  в каждый момент времени t > τ  при условиях, что: 1) в мо-
мент времени t = τ  в точке x = ξ  выделяется тепло ,Q c= ρ  а в дру-
гих точках 0;Q =  2) в каждый момент времени t > τ  на концах 
стержня (при 0x =  и )x l=   температура будет равна нулю. 

Таким образом, функция Грина показывает влияние точечного 
теплового импульса на распределение температур в стержне, что 
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дает возможность свести множество задач, отличающихся друг от 
друга начальными условиями, к решению одной единственной за-
дачи с начальным условием ( ) ( )0x x xϕ = δ −  (температура отлична 
от нуля и очень велика только в одной точке с координатой 

0 ).x x=   
6А+Б13 (Замечание). Используя интегральное представление 

решения (2.86), можно показать, что смешанная задача (2.73)–(2.75) 
имеет классическое решение, которое задается формулой (2.86). 
 

2.6.6. Уравнение диффузии 
Если среда заполнена газом с различной концентрацией, то 

происходит диффузия из мест с большей концентрацией в места с 
меньшей концентрацией. Аналогичное явление наблюдается и в 
растворах, если концентрация растворимого вещества для данного 
объема не является постоянной. 

В задачах о диффузии в пространственных областях неизвест-
ной функцией является концентрация диффундирующего веще-
ства, которую обозначают через ,c  ( ), , , .c c x y z t=  

Процесс диффузии во многом схож с процессом распростра-
нения тепла. Поэтому в предположениях (А+С), аналогичных тем, 
которые были сделаны в п. 2.6.1, получаем, что функция 

( ), , ,c c x y z t=  должна удовлетворять трехмерному параболиче-
скому уравнению. 

6Б14 (Пространственная задача диффузии). Найти решение 
( ), , ,c c x y z t=  ДУ с ЧП  

2 2 2

2 2 2 ,
c c c c

D
t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

удовлетворяющее начальному условию ( ) ( )
0

, , , , , ,
t

c x y z t f x y z
=

=  

а также граничным условиям, задаваемым главным образом в виде 

0,
c

n Γ

∂ =
∂

                                     (2.87) 

                     ( ) 0, , , .c x y z t C
Γ

=                                (2.88) 

Здесь постоянная D  ( )0D >  называется коэффициентом 
диффузии, заданная функция ( ), ,f x y z  определяет начальную кон-
центрацию, Г – граница области, в которой происходит диффузия. 
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Условие (2.87) означает, что граница области для диффундиру-
ющего вещества является непроницаемой стенкой. Условие (2.88) 
определяет концентрацию на границе области. 

6А+Б15 (Линейная задача диффузии – задача о диффузии в тон-
кой трубке с непроницаемой стенкой). Найти решение ( ),c c x t=  

уравнения 
2

2

c c
D

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, удовлетворяющее начальному условию 

( ) ( )
0

,
t

c x t f x
=

=
 
и краевым условиям вида 0

c

x

∂ =
∂

 или 0c c=  на 

конце или на концах трубки (первое условие на одном, второе – на 
другом конце; первое условие на обоих концах, второе условие на 
обоих концах). 

Эти задачи аналогичны задаче о распространении тепла в 
стержне и решаются с помощью методов, изложенных в п. 2.6.4. 

 
2.6.7. Решение краевых задач  
с помощью преобразований Лапласа и Фурье 
В современной теории теплопроводности для решения крае-

вых задач используют также интегральные преобразования, в 
частности преобразования Лапласа и Фурье. 

Рассмотрим задачу о распределении температуры в стержне 
длиной l  с нулевой начальной температурой стержня: ( ),0 0,u x =  на 

концах которого поддерживается заданная температура: 00
,

x
u u= =  

0.
x l

u = =  

Это смешанная задача для уравнения теплопроводности  

 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

                                      (2.89) 

при краевых условиях 

0
0,

t
u = =  00

,
x

u u= =  0.
x l

u = =    (2.90) 

6Б16 (Метод преобразования Лапласа). Рассмотрим приме-
нение преобразования Лапласа к решению задач математи-
ческой физики на примере краевой задачи для ДУ с ЧП  
(2.89), (2.90). 

Обозначим преобразование Лапласа по переменной t  функ-
ции ( ),u x t  через ( ), ,LU x p  т. е. 
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( ) ( ) ( )
0

, , , .pt
Lu x t U x p u x t e dt

+∞
−=   

Тогда, учитывая, что 

( ) ( ) ( ) ( ),
, ,0 , ,L L

u x t
pU x p u x pU x p

t

∂
− =

∂
  

( ) ( ) ( )2 22

2 2 2
0

, ,
, ,pt Lu x t d U x p

u x t e dt
x x dx

+∞
− ∂ ∂ = ∂ ∂  

  

приходим к изображениям по Лапласу уравнения (2.89): 

 ( ) ( )2 , , ,L La U x p pU x p′′ =                           (2.91) 

а также граничных условий  

( ) ( ) 0
0

0

0, 0, ,
x

pt
L

u
u t U p u e dt

p
−= =  

 ( ) ( ), , 0.Lu l t U l p =                              (2.92) 

В результате получаем краевую задачу для обыкновенного ДУ 
второго порядка (2.91) с граничными условиями (2.92). 

Найдем решение ( ),LU x p  этой задачи. Для ДУ второго по-
рядка с постоянными коэффициентами (2.91) составим характери-
стическое уравнение  

2 2 0.a pλ − =  

Корни этого уравнения 1,2

p

a
λ = ± . Следовательно, общее 

решение имеет вид 

( ) 1 2, .
p p

x x
a a

LU x p C e C e
−

= +  

Произвольные постоянные 1C  и 2C  определяем из граничных 
условий (2.92):  

0
1 2

1 2

,

0,
p p

l l
a a

u
C C

p

C e C e
−

 + =



+ =
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откуда 

0

0
1

2

1

1

p
l

a

p p p
l l l

a a a

u
e

up
C

p
e e e

−

−
= = −

− −

, 

0

0
2

2

1
,

1

p
l

a

p p p
l l l

a a a

u
e

up
C

p
e e e

− −

−
= =

− −

 

и решение краевой задачи (2.91), (2.92) запишется в виде  

( ) 0 0

2 2

,

1 1

p p
x x

a a

L p p
l l

a a

u e u e
U x p

p p
e e

−

−
= − + =

− −

 

( ) ( ) ( )
0 0

p p
l x l x

a a

p p p p
l l l l

a a a a

p
sh l xu e e u a

p p p
sh le e e e a

− − −

− −

  − 
= − + = 

 − − 

. 

Полученное решение аналитично во всей плоскости, за ис-
ключением точек, где  

0,
p

p sh l
a

=  

т. е. точек вида 
2 2 2

02 , {0,1, 2, ...}.k
a k

p p k N
l

π= = − ∈ =  

Решение ( ),u x t  задачи (2.89), (2.90) является оригиналом для 
изображения ( ), .LU x p  

В силу обобщенной теоремы разложения  

( ) ( )
0

, res , kp t
L k

k

u x t U x p e
∞

=
=   

и, находя вычеты в точках kp  изображения, получаем искомое 
решение задачи: 

( )
2 2 2

0 2
1

2 1
, sin exp

k

l x k x a k
u x t u t

l k l l

∞

=

  − π π= − −   π   
 . 
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6А+Б+С17 (Метод преобразования Фурье). Для иллюстрации 
метода применим преобразование Фурье к решению задачи Коши 
для уравнения теплопроводности. 

Найти ( ), ,u x t  удовлетворяющую уравнению 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 и 

начальному условию ( ) ( )
0

, , .
t

u x t f x x R
=

= ∈  

Обозначим преобразование Фурье решения задачи ( ),u x t  че-
рез ( ), ,J tξ  функции ( )f x  – через ( ):F ξ  

( ) ( )1
, , ,

2
i xJ t u x t e dx

+∞
ξ

−∞
ξ =

π   

( ) ( )1
.

2
i xF f x e dx

+∞
ξ

−∞
ξ =

π   

Изображением по Фурье одномерного уравнения теплопро-
водности будет дифференциальное уравнение первого порядка  

( ) ( )2 2,
,

dJ t
a J t

dt

ξ
= − ξ ξ  

при 0,t =  ( ) ( ), 0 .J Fξ = ξ  
Таким образом, задача Коши для одномерного уравнения теп-

лопроводности свелась к задаче Коши для обыкновенного ДУ 
первого порядка, решение которой имеет вид 

( ) ( ) 2 2

, .a tJ t F e− ξξ = ξ  

С помощью обратного преобразования Фурье находим  

( ) ( ) 2 21
, ,

2
a t i xu x t F e e d

∞
− ξ − ξ

−∞
= ξ ⋅ ξ

π   

или, используя формулу для свертки двух функций, получаем 

 ( ) ( )
( )2

241
, .

2

x

a tu x t f e d
a t

−ξ∞ −

−∞
= ξ ξ

π                     (2.93) 

Можно показать, что функция ( )
( )2

241
,

2

x

a tx t e
a t

−ξ
−

ξϕ =
π

 являет-

ся решением исходного уравнения 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

. Функция ( ),x tξϕ   
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зависит от x  и t  и, кроме того, от произвольного параметра .ξ  
Она называется фундаментальным решением уравнения тепло-
проводности и имеет важный физический смысл, связанный с по-
нятием теплового импульса.  

Из формулы (2.93) следует, что тепло распространяется вдоль 
стержня не с какой-либо конечной скоростью, а мгновенно.  

Решение задачи 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 с начальным условием 

( ) ( )
0

, ,
t

u x t f x
=

= x R∈  есть функция, непрерывно дифференцируе- 

мая сколь угодно число раз по x  и по t  независимо от того, будет 
ли дифференцируема функция ( )f x  или нет. Такая гладкость ре-
шений существенно отличает однородное уравнение теплопро-
водности, например, от уравнения колебания струны. 

Физическим тепловым импульсом будем называть следующее 
начальное распределение температуры:  

0 0

0

, ,

0, ,

u x x
f

x x
ε

 − < ε= 
− > ε

 

где 0u  – постоянная и 0ε >  (рис. 2.8). Такое начальное рас-
пределение температуры возникает, если в стержень, температура 
которого в каждой точке первоначально равна нулю, в момент 

0t =  на отрезке от 0x − ε  до 0x + ε  внезапно введено некоторое 
количество тепла (например, если к этому отрезку на мгновение 
поднесено высокотемпературное пламя, так что температура этого 
отрезка в момент времени 0t =  «подскакивает» до значения 0 ).u  
Это количество тепла 0θ  пропорционально площади 02 uε  области, 
заштрихованной на рис. 2.8, а именно, если S – площадь сечения 
стержня, т. е. 2 Sε  – объем отрезка стержня, 2 Sε ρ  – его масса, то 

0 02 ,S cuθ = ε ρ  где c – удельная теплоемкость. 
На практике температура не может представляться разрывной 

функцией ( ),f xε  но график температуры будет очень близок к 
графику ( )f xε  (он будет иметь вид пунктирной линии на рис. 2.8) 
и будет тем меньше отличаться от графика ( ),f xε  чем резче и 
кратковременнее будет подогрев. Тот факт, что на графике функ-
ции ( )f xε  температура в точках 0x − ε  и 0x + ε  не определена, не 
имеет принципиального значения (если разрывную функцию ( )f xε  
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представить интегралом Фурье, то его значение в точках будет равно 

0

2

u
, поэтому можно считать, что и температура равна 0

2

u
). 

 
Рис. 2.8 

При таком физическом тепловом импульсе в качестве началь-
ного распределения температуры решение (2.93) задачи теплопро-
водности будет иметь вид   

( )
( )2

0
2

0

0 4, .
2

xx
a t

x

u
u x t e d

a t

−ξ+ε −

−ε
= ξ

π   

По теореме о среднем для определенного интеграла получаем  

( ) ( )22

0
2 2

0

4 42 ,

xxx
a t a t

x

e d e

−ξ−ξ+ε − −

−ε
ξ = ε



 

где ξ  – некоторая точка, лежащая внутри интервала интегрирова-
ния, 0 0 .x x− ε < ξ < + ε  Решение задачи может быть записано сле-
дующим образом:  

( )
( ) ( )2 2

2 20 04 42 1
, ,

2 2

x x

a t a tu
u x t e e

S ca t a t

−ξ −ξ
− −ε θ= =

ρπ π

 

 

так как 0
02 u

S c

θε =
ρ

. Предположим конкретно, что подведенное ко-

личество тепла 0 S cθ = ρ  (чтобы исключить физические параметры 

 

u0

x0 x0 – ε x0 + ε x 
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стержня). Тогда мы получим решение в случае физического теп-
лового импульса в виде  

( )
( )2

241
, .

2

x

a tu x t e
a t

−ξ
−

=
π



 

От физического теплового импульса перейдем теперь к точеч-
ному (идеальному) тепловому импульсу, устремляя ε  к нулю. По-
скольку 02 1,uε =  то при 0ε →  имеем 0 ,u → +∞  0,xξ →  и решение 
превратится теперь (для точечного теплового импульса) в функцию 

( )
( )

( )
2

0
2

0

41
, , ,

2

x x

a t
xu x t e x t

a t

−
−

= = ϕ
π

  

т. е. в фундаментальное решение при значении параметра 0.xξ =  
Точечный тепловой импульс является в определенной мере 

абстракцией в сравнении с физическим импульсом на отрезке. Он 
может быть физически приближенно реализован, если пламя, о 
котором шла речь, будет очень узким.  

Математически начальное распределение температуры при 
точечном импульсе представляется так называемой импульсной 
функцией ( -δ функцией Дирака) ( )0 ,x xδ −  имеющей «предел» фи-
зического импульса ( )f xε  при 0.ε →  Ей приписываются следую-
щие свойства:  

( ) 0
0

0

0, ,

,

x x
x x

x x

≠
δ − = +∞ =

 

(последнее объясняется тем, что 0u → +∞  при 0,ε →  т. е. темпера-
тура в точке 0x  становится неограниченной). 

Функция ( )
0

,x x tϕ  является решением задачи теплопроводно-
сти в бесконечном стержне (с теплоизолированной боковой по-
верхностью) при начальном распределении температуры 

( ) ( )0 .f x x x= δ −  

Графики фундаментального решения ( )
( )2

241
, ,

2

x

a tF x t e
a t

ξ−
−

ξ =
π  

при фиксированном ξ  как функция переменной x  в отдельные 
моменты времени 1 20 ...t t< < <  представлены на рис. 2.9. Эти кри-
вые называют кривыми Гаусса. Площадь под каждой из этих кривых 
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равна 1. Это означает, что количество тепла в стержне остается 
неизменным с течением времени.  

 

 
Рис. 2.9 

Решение (2.93) задачи теплопроводности в бесконечном 
стержне при начальном условии ( )0t

u x= = ϕ  может рассматри-
ваться как результат суперпозиции (наложения) температур, воз-
никающих в точке ξ  в момент времени t  вследствие непрерывно 
распределенных по стержню тепловых импульсов «интенсивно-
сти» ( )ϕ ξ  в точке ,ξ  приложенных в момент 0.t =  Такие импуль-
сы можно приближенно реализовывать в виде большого числа 
языков пламени разной температуры, поднесенных в момент 0t =  
на очень краткий промежуток времени к стержню так, что в каж-
дой точке ξ  стержня мгновенно возникает температура ( ).f ξ  

 
2.6.8. Применение явной разностной схемы 
для решения одномерного уравнения 
теплопроводности 
Численные методы распадаются на два типа: один, явный, в 

котором численное решение может быть выполнено шаг за шагом, 
исходя из данного дифференциального уравнения и известных 
начальных и граничных условий; второй, неявный, в котором не-
известные значения связываются между собой системой линейных 
уравнений.  

 
 

 y 

xξO 

t = t1

t = t2

t = t3
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Рассмотрим применение метода конечных разностей для ре-
шения следующей краевой задачи для уравнения теплопроводно-
сти. Пусть в области { }0 , 0x l t Q< < < ≤  требуется найти решение 
уравнения 

 
( ) ( )2

2
2

, ,
,

T x t T x t
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
                          (2.94) 

удовлетворяющее начальному условию 

 ( ),0 ( )T x F x=                                    (2.95) 

и граничным условиям 

 
( ) ( )

( )
1

2

0,

( , ) ,

,T t f

T l t

t

f t

=


=
                                 (2.96) 

где 2a – некоторый постоянный коэффициент. 
Если считать, что 2a  есть коэффициент температуропровод-

ности, то решение этой задачи описывает нестационарное поле 
температуры ( ),T x t  в однородном стержне, теплоизолированном 
с боковой поверхности, при заданном начальном распределении 
температуры ( )F x  и температуре ( )1f t  и ( )2f t  соответственно на 
левом и правом концах стержня. 

Если считать, что 2a  есть коэффициент диффузии некоторой 
примеси в сплошной среде, то решение этой задачи можно интер-
претировать как нестационарное поле концентрации примеси в 
трубке с известным начальным распределением концентрации и 
заданными концентрациями на левой и правой границах трубки. 

Для решения этой задачи методом конечных разностей в об-
ласти изменения независимых переменных х и t  построим прямо-
угольную сетку с постоянными шагами h  и ,τ  координаты узлов 
которой определяются формулами (сетка и шаблон явной разност-
ной схемы представлены на рис. 2.10) 

, 0,1, 2, ..., ;ix ih i n= =  

0,1, 2, , ..., .jt j j mτ= =  

При этом узлы, лежащие на границе области { }0 , 0 ,x l t≤ ≤ =  
{ }0, 0 ,x t Q= ≤ ≤  { }, 0x l t Q= ≤ ≤  (обозначенные крестиками на 
рис. 2.10), называются граничными узлами, остальные – внутренними. 
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Значения функции ( ),T x t  в узлах сетки будем обозначать сим-

волами ( ), .ji j iT x Tt =  Перейдем теперь к аппроксимации (во внут-

ренних узлах сетки) частных производных 
( ),

,
i jx t

T

t

∂
∂

 
( )

2

2
,i jx t

T

x

∂
∂

 в 

уравнении (2.94), а также начальных и граничных условий в гранич-
ных узлах сетки конечно-разностными соотношениями. Используя 
определение частной производной по времени в точке ( ),i jx t  

( )

1

0
,

lim ,
i j

j j
i i

x t

T T T

t

+

τ→

∂ −=
∂ τ

 

введем следующую аппроксимацию этой производной: 

 
( )

1

,

.
i j

j j
i i

x t

T T T

t

+∂ −≈
∂ τ

                             (2.97) 

На основании определения частных производных по пере-
менной x  в точке( ),i jx t  соответственно справа  

( )
1

0
,

lim
i j

j j
i i

h
x t

T T T

x h
+

→

∂ −
∂

=
 

и слева 

( )
1

0
,

lim
i j

j j
i i

h
x t

T T

h

T

x
−

→

∂ −
∂

=  

x 

0 = x0 

t1 

tj 
tj+1 

tm = Q 

x1 xi–1 xi xi+1 xm = l 

t 

τ h 

Рис. 2.10  
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для частной производной второго порядка по x  получим 

( )

( ) ( )2
, ,

2 0
,

lim
ii j j

i j

t x t

h
x t

x

T T
x xT

hx →

∂ ∂
∂ ∂

=
∂

−
∂

 

и введем для нее следующую аппроксимацию: 

 
( )

2
1 1

2 2
,

2
.

i j

j j j
i

x

i i

t

T TT

hx

T+ −+≈∂ −
∂

                        (2.98) 

Поскольку для аппроксимации частных производных исполь-
зовались значения искомой функции ( ),T x t  в четырех точках 
( )1, ,i jx t−  ( ),,i jx t  ( )1, ,i jx t+ ( )1 ,,i jx t +  то изображенная на рис. 2.10 
жирными линиями конфигурация узлов называется четырехточеч-
ным шаблоном. 

Подставив аппроксимации (2.97) и (2.98) в уравнение (2.94) и 
разрешив полученное уравнение относительно 1,j

iT +  получим раз-
ностное уравнение 

( ) ( )1
1 1 1 ,2j j j j

i i i iT T TT +
+ −σ + − σ= +   (2.99) 

2

21, 2, ..., 1, 0,1, 2, ..., 1, ,i n m
a

h
j= − = − τσ =  

которое аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение 
во внутренних узлах сетки. Можно показать, что погрешность ап-
проксимации имеет первый порядок по τ  и второй порядок по ,h  
т. е. ( )2 .O hτ +  Это уравнение позволяет рассчитать значение 
функции 1j

iT +
 на слое ( )1 1j jt t + = += τ

 
по трем значениям 1,j

iT −  ,jiT  

1
j

iT +  на предыдущем слое .jt jt= = τ  В связи с этим реализуется 
следующий алгоритм послойного расчета значений искомой 
функции в узлах сетки. Значения функции на нулевом слое 

0 0t t= =  вычисляются из начального условия (2.95): 

 ( )0 , 0 ),( 0,1, 2, ..., .i i iT T x F x i n= = =                (2.100) 

Во внутренних узлах первого слоя 1t t= = τ  значения функции 
1, 1, 2, ..., 1iT i n= −  рассчитываются по формуле (2.99). Недостаю-

щие значения функции в граничных узлах первого и последующих 
слоев получают из граничных условий (2.96): 
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( ) ( )
( ) ( )

1
0 1 1 1

1
1 2 1

0, ,

, .n

T T t f t

T T l t f t

 = =


= =
                           (2.101) 

По найденному решению на первом слое аналогично нахо-
дится решение на втором и последующих слоях. 

Совокупность разностных уравнений (2.99) и записанных в 
дискретной форме начального (2.100) и граничных (2.101) усло-
вий называется разностной схемой. Построенная разностная схе-
ма (2.99)–(2.101) называется явной, поскольку в каждом уравне-
нии (2.99) содержится только одно значение 1j

iT +  неизвестной 
функции с последующего слоя 1,jt t +=  которое определяется яв-
ным образом. 

Достоинством этой схемы считается простота формул и алго-
ритма вычислений. Недостатком является то, что ее можно ис-
пользовать лишь при выполнении условия ( )2 2/ 0,5.a hσ = τ ≤  Это 
условие накладывает сильное ограничение на величину шага по 
времени ,τ  т. е. вычисления приходится вести с малым ,τ  что при-
водит к большим затратам машинного времени. При использова-
нии конечно-разностной схемы для решения краевой задачи воз-
никает вопрос об устойчивости такой схемы. Под этим понимается 
следующее: конечно-разностная схема называется устойчивой, ес-
ли малые погрешности, допущенные в процессе решения, затухают 
или, по крайней мере, остаются малыми при неограниченном уве-
личении номера текущего слоя, в противном случае схема называ-
ется неустойчивой. Явная схема является условно устойчивой. 

Выведем далее формулы для расчета температуры в гранич-
ных узлах при использовании граничных условий второго и треть-
его рода. 

К граничным условиям второго рода приводят задачи, в кото-
рых задана плотность теплового потока, протекающего через тор-
цевые сечения стержня. Пусть, например, через левое торцевое се-
чение стержня поступает тепловой поток, плотность которого 

( ) ( )10,q t t= μ  есть заданная функция времени. Приравнивая его к 
плотности теплового потока на левой границе стержня, описывае-
мой законом теплопроводности Фурье, получаем 

( ) ( )
( )0

1
,

0, ,
t

q t t
T

x
= = − ∂μ λ

∂
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где λ  – коэффициент теплопроводности материала стержня, т. е. 

 
( )

( )1

0,

.
t

T

x

t
=

μ
−∂

∂ λ
                               (2.102) 

Аппроксимируя производную в левой части конечно-разност-
ным соотношением, получаем 

( )11 0
j j

jtT

h

T −
μ− =

λ
 

или 

 ( )0 1 1 .j j
j

h
T tT= + μ

λ
                              (2.103) 

Аналогично, если через правое торцевое сечение стержня по-
ступает тепловой поток, плотность которого ( ) ( )2, ,q l t t= μ  то 

 ( ) ( )
( )

2
,

, .
l t

q l t t
T

x

∂μ λ
∂

= =                          (2.104) 

Вновь аппроксимируя производную, имеем 

( )21
j j

jn n
tT

h

T − =
μ−

λ
 

или 

 ( )1 2 .j j
n n j

h
T tT −= + μ

λ
                            (2.105) 

Выражения вида (2.102) и (2.104), задающие 
T

x

∂
∂

 на границах 

стержня, называются граничными условиями второго рода. Выте-
кающие из них соотношения (2.103) и (2.105) позволяют рассчи-
тать недостающие значения функции в граничных узлах первого и 
последующих слоев. 

К граничным условиям третьего рода приводят задачи, в кото-
рых на торцевых поверхностях стержня имеет место теплообмен с 
окружающей средой по закону Ньютона. В соответствии с этим за-
коном плотность теплового потока ,q  поступающего через торцевое 
сечение стержня, пропорциональна разности известной температуры 
окружающей среды cT  и температуры T торцевого сечения стержня: 

( ),cq TT= −  
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коэффициент пропорциональности   называется коэффициентом 
теплообмена. Используя далее закон сохранения энергии и закон 
Фурье, получим на левом торцевом сечении стержня соотношение 

 
( )

( ) ( )( )
0,

0, .l cl
t

T t T t
T

x
−∂−λ =

∂
                     (2.106) 

Аппроксимируя производную и переходя к принятым ранее 
обозначениям температуры, имеем 

( )( )1 0
0 ,

j j
j

l cl j
T T

T T
h

T− −=−λ   

откуда 

 ( )0 1 .j jl
cl j

l l

h
T TT t

h h

λ= +
λ + λ +

 

                  (2.107) 

Аналогично, в случае теплообмена на правом торцевом сече-
нии стержня по закону Ньютона, получим соотношение 

 
( )

( ) ( )( )
,

, .n cn
l t

T t T t
T

x
l= −∂λ

∂
                     (2.108) 

Снова аппроксимируя производную, имеем 

( )( )1 ,
j j

jn n
n cn j n

T T

h
T t T−λ =− −  

откуда 

 ( ) 1.
j jn

n cn j n
n n

h
T tT T

h h −
λ= +

λ + λ +

 

                  (2.109) 

Выражения вида (2.106) и (2.108), задающие связь между 
T

x

∂
∂

 

и T  на границах стержня, называются граничными условиями 
третьего рода. Вытекающие из них соотношения (2.107) и (2.109) 
позволяют рассчитать недостающие значения функции в гранич-
ных узлах первого и последующих слоев. 

При формулировке краевых задач для уравнения теплопро-
водности на каждой торцевой поверхности стержня можно ставить 
граничные условия любого вида. Порядок точности разностного 
решения линейной задачи при обеспечении условия устойчивости 
совпадает с порядком аппроксимации. 
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2.6.9. Применение неявной разностной  
схемы для решения одномерного  
уравнения теплопроводности 
Рассмотрим применение неявной разностной схемы для чис-

ленного решения уравнения теплопроводности (2.94)–(2.96): 

( ) ( )2
2

2

, ,
,

0 , 0 ,

T x t T x t
a

t x
x l t Q

∂ ∂
=

∂ ∂
< < < ≤

 

( ), 0 ( ),T x F x=  

( ) ( )
( )

1

2

0,  

( , ) .

,

 

T t f

T l t

t

f t

=


=
 

где 2a – некоторый постоянный коэффициент. 
Для составления разностной схемы на сетке с постоянными 

шагами h  и τ  по координатным осям Ox  и Ot  выберем изобра-
женный на рис. 2.11 жирными линиями шаблон, состоящий из че-
тырех точек ( ),i jx t , ( )1 1,i jx t− + , ( )1,i jx t + , ( )1 1, .i jx t+ +   

 
Входящие в уравнение (2.94) производные аппроксимируем 

следующими конечно-разностными соотношениями: 

( )1

1

,

,
i j

j j
i i

x t

T T T

t
+

+∂ −≈
∂ τ

    (2.110) 

x 

0 = x0 

t1 

tj 

tj+1 

tm = Q 

x1 xi–1 xi  xi+1 xm = l 

t 

τ h

Рис. 2.11 
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( )1

2 1 1 1
1 1

2 2
,

2
.

i j

j j j
i i i

x t

T T T T

x h
+

+ + +
+ −∂ − +≈

∂
   (2.111) 

Подставляя аппроксимации (2.110) и (2.111) в уравнение (2.94) 
и перегруппировывая члены, получаем 

      ( )1 1 1
1 11 2 ,j j j j

i i i iT T T T+ + +
− +σ − + σ + σ = −            (2.112)  

1, 2, ..., 1, 0,1, 2, ..., 1,i n j m= − = −  

где 
2

2

a

h

τσ = .  

Аппроксимация начального и граничных условий приводит к 
соотношениям  

 ( )0 ,0 ( ), 0,1, ..., ,i i iT T x F x i n= = =               (2.113) 

 
( )
( )

1
0 1 1

1
2 1

,

, 0,1, 2, ..., 1.

j
j

j
n j

T f t

T f t j m

+
+

+
+

 =


= = −
             (2.114) 

Построенная разностная схема (2.112)–(2.114) называется не-
явной, поскольку в каждое уравнение получившейся системы ли-
нейных уравнений (2.112) входят три значения неизвестной функ-
ции 1 1 1

1 1, ,j j j
i i iT T T+ + +
− +  с последующего слоя 1

1.
i
jt t −
+=  Можно показать, 

что построенная неявная разностная схема имеет первый порядок 
аппроксимации по τ и второй по h. 

Реализуется следующий алгоритм послойного расчета значе-
ний функции ( ),T x t  в узлах сетки. Значения функции 

( )0 0,1, ...,iT i n=  на нулевом слое 0 0t t= =  вычисляются из на-
чального условия (2.113). Расписав далее уравнение (2.112) для 
всех внутренних точек первого слоя 1t t= = τ  и добавив соотно-
шения (2.114) из граничных условий, получим следующую систе-
му линейных уравнений с известной правой частью для определе-
ния неизвестных значений ( )1 0,1, 2, ...,iT i n=  на первом слое: 

( )
( )
( )

1
0 1 1

1 1 0
1 1 1

1
2 1

,

1 2 , 1, 2, ..., 1,

.

i
i i i i

n

T f t

T T T T i n

T f t

− + +

 =
σ − + σ + σ = − = −
 =
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По найденному решению на первом слое аналогично опреде-
ляются решения на втором и последующих слоях. 

Преимуществом неявной схемы является то, что ее можно 
использовать при любом значении .σ  Неявная разностная схема 
считается абсолютно устойчивой. Выбор шагов сетки определя-
ется не соображениями устойчивости, а требуемой точностью 
расчетов. 

Недостатком неявной схемы является необходимость решать 
на каждом временном слое систему линейных уравнений. Матри-
ца этой системы имеет «трехдиагональный» вид, поэтому для ее 
решения можно использовать метод прогонки. 

Выведем расчетные формулы метода прогонки. Идея метода 
прогонки состоит в том, что путем последовательного исключения 
одного неизвестного в каждом уравнении системы (2.112) ее мож-
но привести к эквивалентной системе с двумя неизвестными в 
каждом уравнении. Будем искать решение системы (2.112) в виде  

 1 1
1 1 1, 0,1, 2, ..., 1,j j

i i i iT T i n+ +
+ + += α + β = −           (2.115) 

где 1i+α  и 1i+β  – неизвестные коэффициенты. Тогда 

1 1
1 , 1, 2, ..., .j j

i i i iT T i n+ +
− = α + β =                  (2.116) 

Подставим (2.116) в (2.112) и получим 

 1 1
1 .

1 2 1 2

j
j j i i

i i
i i

T
T T+ +

+
σ σβ += −

+ σ − σα + σ − σα
            (2.117) 

Сравнивая формулы (2.115) и (2.117), выпишем рекуррентные со-
отношения, связывающие коэффициенты 1i+α  и 1i+β  с , :i iα β   

 1 , 1, 2, ..., 1,
1 2i

i

i n+
σα = = −

+ σ − σα
                (2.118) 

1 , 1, 2, ..., 1.
1 2

j
i i

i
i

T
i n+

σβ +β = = −
+ σ − σα

  (2.119) 

Алгоритм решения системы линейных уравнений методом 
прогонки состоит в следующем. Сравнивая выражение (2.115), за-
писанное для 0i =   

 1 1
0 1 1 1,

j jT T+ += α + β                               (2.120)  
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с граничным условием (2.114)  

( )1
0 1 1 ,j

jT f t+
+=  

делаем вывод, что ( )1 1 1 10, .jf t +α = β =  Далее по формулам (2.118), 
(2.119) находим коэффициенты 1i+α  и 1i+β  ( )1, 2, ..., 1 .i n= −  Этот 
процесс называется прямой прогонкой. Зная прогоночные коэф-
фициенты, решение системы (2.112), (2.114) определяем по фор-
муле (2.115) в обратном порядке ( )1, 2, ..., 2,1, 0 ,i n n= − −  начиная 
с 1:i n= −  

1 1
1 ,j j

n n n nT T+ +
− = α + β                             (2.121) 

поскольку значение ( )1
2 1

j
n jT f t+

+=  известно из граничного усло-
вия (2.114) на правом конце отрезка. Этот процесс называется об-
ратной прогонкой.  

Выведем далее формулы для расчета 1α  и 1β  при использова-
нии граничных условий второго и третьего рода.  

Пусть на левой границе стержня задано граничное условие 
второго рода  

( )

( ) ( )1

0,

0,
t

tT
q t

x

μ∂ = − =
∂ λ

 

или в конечных разностях 

 ( )1 1
0 1 1 1 .j j

j
h

T T t+ +
+= + μ

λ
                         (2.122) 

Сравнивая (2.122) с (2.120), делаем вывод, что 1 1,α =  

( )1 1 1 .j
h

t +β = μ
λ

 

Пусть и на правой границе стержня задано граничное условие 
второго рода  

( )

( ) ( )2

,

,
l t

tT
q l t

x

μ∂ = =
∂ λ

 

или в конечных разностях 

 ( )1 1
1 2 1 .j j

n n j
h

T T t+ +
− +− = μ

λ
                         (2.123) 
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Решив систему двух уравнений (2.121) и (2.123), найдем, что  

( )2 1
1 .

1

n j
j

n
n

h
t

T
+

+
β − μ

λ=
− α

 

Пусть на левой границе стержня задано граничное условие 
третьего рода 

( )
( ) ( )( )л сл

0,

0,
t

T
T t T t

x

∂−λ = α −
∂

 

или в конечных разностях 

 ( )1 1 л
0 1 сл 1

л л

.j j
j

h
T T T t

h h
+ +

+
λ α= +

λ + α λ + α
              (2.124) 

Сравнивая (2.124) с (2.120), делаем вывод, что 1
л

,
h

λα =
λ + α

 

( )л
1 сл 1

л

.j
h

T t
h +

αβ =
λ + α

 

Пусть на правой границе стержня задано граничное условие 
третьего рода 

( )
( ) ( )( )сп

,

,п
l t

T
T t T l t

x

∂λ = α −
∂

 

или в конечных разностях 

 ( )1 1
1 сп 11 .j jп п

n n j
h h

T T T t+ +
− +

α α = + − λ λ 
              (2.125) 

Решив систему из двух уравнений (2.121) и (2.125), най-
дем, что  

( )1
сп 1 1 .j п п

n j n n
h h

T T t+
+

α α  = + β + − α  λ λ  
 

Метод прогонки можно применить, если знаменатель выра-
жений (2.118) и (2.119) не обращается в нуль. Это условие выпол-
нено при решении уравнения теплопроводности с граничными 
условиями всех трех видов.  



84 2. МАТЕРИАЛ ЛЕКЦИЙ 

2.7. Эллиптические уравнения 
 
Многие физические задачи, например описание стационарных 

и квазистационарных электромагнитных полей, стационарных 
процессов теплопроводности и диффузии, течения несжимаемой, 
невязкой жидкости и т. д., приводят к решению уравнений Лапла-
са и Пуассона.   

 
2.7.1. Уравнение Лапласа. Задача Дирихле 
В п. 2.6.1 было установлено, что уравнение распространения 

тепла в изотропном однородном пространственном теле в случае 
отсутствия источников тепла имеет вид  

 
2 2 2

2
2 2 2 .

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
                       (2.126) 

Допустим теперь, что температура в каждой точке ( ), ,x y z  
внутри тела установилась, т. е. она не меняется с течением времени.  

Тогда 0
u

t

∂ =
∂

 и уравнение (2.126) принимает следующий вид:  

 
2 2 2

2 2 2 0.
u u u

x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

                             (2.127) 

7Б+C1 (Определение). Уравнением Лапласа (в пространстве) 
называется уравнение  

0,uΔ =  

где uΔ – лапласиан, выражение которого в декартовых, цилиндри-
ческих и сферических координатах имеет соответственно вид  

2 2 2

2 2 2 ,
u u u

u
x y z

∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂

 

2 2

2 2 2

1 1
,

u u u
u r

r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂ Δ = + + ∂ ∂ ∂ϕ ∂ 
 

2
2

2 2 2 2 2

1 1 1
sin .

sin sin

u u u
u r

r rr r r

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   Δ = + θ +   ∂ ∂ ∂θ ∂θθ θ ∂ϕ   
 

Таким образом, уравнению Лапласа (2.127) удовлетворяет 
установившаяся в однородном теле температура ( ), , .u x y z   
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7А+С2 (Замечание). Уравнению Лапласа удовлетворяет (А+С) 
также потенциал стационарного электрического поля в области, 
где отсутствуют заряды, и потенциал поля тяготения в области, 
где отсутствуют массы. К уравнению Лапласа приводят и другие 
задачи, однако при изучении этого уравнения представление 
функции ( ), ,u x y z  как температуры наглядно и удобно.  

7А3 (Определение). Функция ( ), ,u x y z  называется гармониче-
ской в конечной области ,D  если она в этой области имеет непре-
рывные производные до второго порядка и удовлетворяет уравне-
нию Лапласа во всех точках .D  

7Б4 (Определение). Функция ( ), ,u x y z  называется гармони-
ческой в бесконечной области ,D  если она в этой области имеет 
непрерывные производные до второго порядка,  удовлетворяет 
уравнению Лапласа во всех точках D  и стремится к нулю при 
стремлении точки ( ), ,M x y z  в бесконечность (функция 

( ) 0u M →  при ,M → ∞  если для любого заданного положитель-
ного числа ε  можно указать такое положительное число ,A  что 

( )u M < ε  при ,r A≥  где r – расстояние точки M от начала коор-
динат). 

7А+Б5 (Основные свойства гармонических функций). 
1. Функция ( ), , ,u x y z  гармоническая в области ,D  имеет про-

изводные всех порядков внутри этой области. 
2. Значение гармонической функции в центре шара равно сред-

нему арифметическому ее значений на поверхности этого шара. 
3. Функция, гармоническая внутри ограниченной области D  и 

непрерывная в замкнутой области ,D  достигает своего наиболь-
шего и наименьшего значений только на границе области, кроме 
того случая, когда эта функция есть постоянная.  

Уравнение Лапласа имеет бесконечное множество решений. 
Какое-то конкретное решение определяется заданием некоторых 
дополнительных условий. Например, для уравнения Лапласа мож-
но рассмотреть следующую задачу.  

7А6 (Краевая задача для уравнения Лапласа). Найти функ-
цию ( ), , ,u u x y z=  гармоническую внутри области, ограниченной 
замкнутой поверхностью ,Γ  и удовлетворяющую граничному 
условию  

,
u

H u u
n Γ

Γ

∂ = −
∂

  



86 2. МАТЕРИАЛ ЛЕКЦИЙ 

где H  и u – функции, заданные на границе .Γ  В случае задачи о 

стационарном распределении температуры ;
k

H
h

= −  u – темпера-

тура окружающей среды на границе тела; k  – коэффициент теп-
лопроводности; h  – коэффициент теплообмена, зависящий от фи-
зических свойств тела и окружающей среды.  

Важный частный случай краевой задачи получается при 
0,H =  соответствующий случаю ,h = ∞  т. е. заданию температуры 

тела на границе :Γ  .u uΓ =   Эта краевая задача называется задачей 

Дирихле.  
7А7 (Задача Дирихле в пространстве). Найти функцию 

( ), , ,u x y z  удовлетворяющую внутри замкнутой поверхности Γ  
уравнению Лапласа 0uΔ =  и принимающую на границе Γ  задан-
ные значения: .u uΓ =   

То, что задача Дирихле всегда имеет решение (при некоторых 
весьма общих предположениях относительно Γ  и ),u  можно счи-
тать очевидным, исходя из физических соображений. Действи-
тельно, если каждая точка границы тела постоянно поддерживает-
ся при определенной температуре (которая может быть разной в 
разных точках границы), то в каждой точке тела установится в 
конце концов своя температура, которая и дает решение задачи 
Дирихле при данных граничных значениях. По тем же соображе-
ниям это решение будет единственным.  

Задача Дирихле может интерпретироваться и в терминах 
диффузии: ее решением будет стационарная концентрация при 
условии, что концентрация на границе известна. 

Если функция u  зависит только от двух пространственных ко-
ординат, например x  и y  (или только от r  и ϕ  в полярной системе 
координат), то уравнение Лапласа принимает более простой вид  

2 2

2 2 0
u u

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

или  
2

2 2

1 1
0.

u u
r

r r r r

∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂ϕ 
 

7А8 (Задача Дирихле на плоскости). Найти функцию ( ), ,u u x y=  

удовлетворяющую уравнению Лапласа внутри области, ограни-
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ченной замкнутой кривой ,Γ  и принимающую на границе Γ  за-
данные значения ( ), ,u u x y=   т. е. .u uΓ =   

Эта задача также имеет единственное решение. Она может 
возникнуть в физических задачах двух типов. Первый тип имеет 
место при рассмотрении стационарного распределения тепла в 
тонкой однородной пластинке, параллельной плоскости Oxy , с 
теплоизолированными нижней и верхней поверхностями. Край 
пластинки Γ  поддерживается при определенной температуре .u  
Пластинка предполагается настолько тонкой, что можно прене-
бречь изменением температуры по толщине (температура в этом 
случае будет функцией только x  и ).y   

Второй тип задачи относится к стационарному распределению 
температуры в бесконечном однородном цилиндре, у которого об-
разующие параллельны оси ,Oz  направляющая Γ  лежит в плоско-
сти ,Oxy  а боковая поверхность цилиндра поддерживается при 
определенной температуре .u  Температура u  остается постоянной 
на любой прямой, проходящей внутри цилиндра параллельно оси 

,Oz  поэтому ( ), .u u x y=  
7А9 (Задача Дирихле в одномерном случае). Задача Дирихле 

решается очень просто в одномерном случае, т. е. когда в соответ-
ствующей системе координат неизвестная функция ( )u u x=  зави-

сит только от одной из координат. В случае декартовых координат 

уравнение Лапласа принимает вид 
2

2 0
d u

dx
=  и его решениями яв-

ляются линейные функции u Ax B= +  (стационарное распределе-
ние температуры в тонком стержне с теплоизолированной боковой 
поверхностью всегда линейно). Задача Дирихле имеет в этом слу-

чае решение 0
0,lu u

u x u
l

−= +  где 0 0
,

x
u u ==  .l x l

u u ==  

В случае задач с осевой симметрией запишем уравнение Лапласа 
в цилиндрических координатах, считая, что u  не зависит от ϕ  и :z  

1
0.

d du
r

r dr dr
  = 
 

 

Отсюда 
du

r A
dr

=  и ln ,u A r B= +  где A  и B – произвольные посто-

янные. Задача Дирихле ,ar a
u u= =  br b

u u= =  имеет решение  
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( ) ( )1
ln ln ln

ln ln a b b au u u r u a u b
a b

 = − + − = −
 

( )
ln

ln
a b a

r
au u u
b
a

= + − . 

Эта формула дает решение задачи о стационарном распреде-
лении тепла в пространстве между двумя цилиндрами с общей 
осью при условии, что на поверхностях цилиндров поддерживает-
ся постоянная температура (можно также сказать, что u  – потенци-
ал электростатического поля в цилиндрическом конденсаторе, на 
обкладках которого потенциалы соответственно равны au  и ).bu  
Полученное решение теряет смысл при 0.r =  

Трехмерные и двумерные задачи Дирихле могут быть точно 
решены только для сравнительно простых областей. 

 
2.7.2. Задача Дирихле для круга.  
Интеграл Пуассона 
7А+Б10 (Задача Дирихле для круга). Найти функцию, гармо-

ническую внутри круга и принимающую на его границе заданные 
значения.  

Введем полярные координаты r  и ,ϕ  полюс поместим в цен-
тре данного круга, радиус которого обозначим через .R  Двумер-
ный оператор Лапласа выражаем в полярных координатах. Урав-
нение Лапласа принимает вид  

 
2

2 2

1 1
0.

u u
r

r r r r

∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂ϕ 
                        (2.128) 

Найдем функцию ( ), ,u u r= ϕ  удовлетворяющую уравне- 
нию (2.128) при r R<  и принимающую на границе Γ  круга ради-
уса R  заданные значения ( ):u f= ϕ   

 ( ) ( ), .
r R

u r f
=

ϕ = ϕ                            (2.129) 

Решение уравнения (2.128) ищем в виде произведения двух 
функций ( )U r  и ( ),Φ ϕ  первая из которых зависит только от ,r  
вторая – только от :ϕ   

 ( ) ( ) ( ), .u r U rϕ = Φ ϕ                          (2.130) 
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Подставляя эту функцию в уравнение (2.128), получаем  
2

2 2

1
0

d dU U d
r

r dr dr r d

Φ Φ + =  ϕ 
 

или 
2

2

1r d dU d
r

U dr dr d

Φ  = −  Φ ϕ 
. 

Поскольку функция (2.130) – решение уравнения (2.128), то 
последнее равенство должно выполняться для всех r  и ϕ  из дан-
ной области ( )0 , 0 2 .r R≤ < ≤ ϕ < π  Но это возможно лишь в слу-
чае, когда обе части равенства не зависят от r  и ,ϕ  т. е. являются 
одной и той же постоянной, так как левая часть его может зави-
сеть только от ,r  а правая – только от .ϕ   

Обозначив эту постоянную через ,λ  получаем два уравнения 

 
2 2

2 ,
r d U r dU

U U drdr
+ = λ                        (2.131) 

 
2

2 0.
d

d

Φ + λΦ =
ϕ

                           (2.132) 

Это обыкновенные дифференциальные уравнения второго по-
рядка. 

Уравнение (2.132) является уравнением с постоянными коэф-
фициентами и имеет решение  

( ) cos sin ,A BΦ ϕ = λϕ + λϕ  

где A  и B – произвольные постоянные.  
Покажем, что λ  не может принимать любые значения. Дей-

ствительно, прибавление слагаемого 2π  к аргументу ϕ  возвраща-
ет точку ( ),M r ϕ  в исходное положение. Это значит, что 

( ) ( )2 ,Φ ϕ + π = Φ ϕ  т. е. функция ( )Φ ϕ  является периодической с 
периодом 2 .π  Последнее возможно, когда ,nλ =  2nλ =  
( )0,1, 2, ...n =  (отрицательные значения n  можно не принимать во 
внимание, поскольку n  влияет только на знак произвольной по-
стоянной ).B  

Итак, уравнение (2.132) имеет решение  

( ) cos sinn n nA n B nΦ ϕ = ϕ + ϕ  ( )0,1, 2, ... .n =  
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Уравнение (2.131) при 2nλ =  принимает вид  
2

2 2
2 0.

d U dU
r r n U

drdr
+ − =  

Решение этого уравнения находится с помощью подстановки 
.U rα=  

Поскольку  

1,
dU

r
dr

α−= α  ( )
2

2
2 1 ,

d U
r

dr
α−= α α −  

то  

( )2 2 1 21 0,r r r r n rα− α− αα α − + α − =  2 2 0,nα − =  .nα = ±  

В случае nα = −  получаем функцию ( ) ,nU r r−=  которая об-
ращается в бесконечность при 0.r =  Эта функция не может быть 
использована для построения решения задачи Дирихле (ищется 
решение непрерывное и конечное в круге радиуса ).R  

При nα =  получаем функцию ( ) n
nU r r=  ( )0,1, 2, ... .n =  Под-

ставляя выражения ( )nΦ ϕ  и ( )nU r в формулу (2.130), находим 
частные решения уравнения (2.128): 

( ) ( ), cos sin .n
n n nu r A n B n rϕ = ϕ + ϕ  

Решением этого уравнения будет также функция 

( ) ( ) ( )
0 0

, , cos sin .n
n n n

n n

u r u r A n B n r
∞ ∞

= =
ϕ = ϕ = ϕ + ϕ   

Вводя обозначения 0
0 2

a
A = , ,n nA a=  n nB b=  ( )1, 2, 3, ... ,n =  за-

пишем это решение в виде  

 ( ) ( )0

1

, cos sin .
2

n
n n

n

a
u r a n b n r

∞

=
ϕ = + ϕ + ϕ            (2.133) 

Коэффициенты ,n na b  определим из условия (2.129):  

( ) ( )0

0

cos sin ,
2

n
n n

n

a
f a n b n R

∞

=
ϕ = + ϕ + ϕ  

( ) ( )0

0

cos sin .
2

n n
n n

n

a
f a R n b R n

∞

=
ϕ = + ϕ + ϕ  
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Последнее равенство представляет разложение функции ( )f ϕ  
в ряд Фурье. Как известно,  

( )
2

0

1
cos ,n

nR a f t nt dt
π

=
π   

( )
2

0

1
sin ,n

nR b f t nt dt
π

=
π   

откуда 

( )
2

0

1
cos ,n na f t nt dt

R

π

=
π   

( )
2

0

1
sin .n nb f t nt dt

R

π

=
π   

Подставив выражение для коэффициентов ,n na b  в форму-
лу (2.133), получим искомое решение задачи Дирихле для круга 

 ( ) ( ) ( )
2

10

1
, 1 2 cos .

2

n

n

r
u r n t f t dt

R

π ∞

=

  ϕ = + − ϕ  π    
      (2.134) 

Вычислим сумму в квадратной скобке. Принимая во внимание 

формулы Эйлера cos
2

ix ixe e
x

− += 
 

, находим, что  

( ) ( ) ( )2cos .i n t i n tn t e e−ϕ − −ϕ− ϕ = +  

Следовательно,  

( ) ( )
1 1

1 2 cos 1 2cos
n n

n n

r r
n t n t

R R

∞ ∞

= =

   + − ϕ = + − ϕ =   
   

   

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 .
n n n

i n t i n t i t i t

n n n

r r r
e e e e

R R R

∞ ∞ ∞
−ϕ − −ϕ −ϕ − −ϕ

= = =

      = + + = + +           
    

Комплексные члены полученных рядов образуют геометриче-
ские прогрессии, знаменатели которых по модулю меньше едини-
цы. Действительно,  

( ) ( ) 1,i t i tr r
e e

R R
−ϕ −ϕ= <  ( ) ( ) 1i t i tr r

e e
R R

− −ϕ − −ϕ= <  
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и, воспользовавшись формулой 1

1

b
S

q
=

−
 суммы членов геометри-

ческой прогрессии (где 1b  – первый член, q  – знаменатель про-
грессии), получаем 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )1 1

1 1
1 1

i t i t
n n

i t i t

i t i tn n

r r
e er r R Re e
r rR R e e
R R

−ϕ − −ϕ
∞ ∞

−ϕ − −ϕ

−ϕ − −ϕ= =

   + + = + + =       − −
   

( )
2 2

2 22 cos

R r

R R r t r

−=
− − ϕ +

. 

Итак,  

 ( ) ( )
2 2

2 2
1

1 2 cos
2 cos

n

n

r R r
n t

R R R r t r

∞

=

− + − ϕ =  − − ϕ + 
 .      (2.135) 

Подставим выражение (2.135) в формулу (2.134), тогда получим  

( ) ( ) ( )
2 22

2 2
0

1
, .

2 2 cos

R r
u r f t dt

R R r t r

π −ϕ =
π − − ϕ +           (2.136) 

Таким образом, доказано утверждение. 
7А+Б11 (Теорема). Задача Дирихле (7А+Б10) для круга имеет 

решение, и это решение выражается формулой (2.136). 
7А+Б12 (Определение). Интеграл (2.136) называется интегра-

лом Пуассона, а выражение 
( )

2 2

2 2

1

2 2 cos

R r

R R r R r t

−
π + − − ϕ

 – ядром 

Пуассона для круга.  
 
2.7.3. Метод функции Грина  
для задачи Дирихле (трехмерный случай) 
Метод функции Грина базируется на формуле Грина, являю-

щейся следствием формулы Остроградского – Гаусса:  

 div ,n
S V

a d a dvσ =                             (2.137) 

где S – граница области ;V  cos cos cosn i j k= α + β + γ
   

 – единич-
ный вектор внешней нормали к ;S  na a n= ⋅

 
 – проекция вектора a


 

на направление .n

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Пусть ( ), ,u u x y z=  и ( ), ,v v x y z=  – две любые дважды диф-
ференцируемые функции и 

grad grad .a u v v u= −


 

Тогда ( )grad grad grad grad ,na u v v u n u v n v u n= − ⋅ = ⋅ − ⋅
  

 и по-
скольку скалярное произведение градиента функции на единичный 
вектор равно производной функции по направлению этого вектора, то  

grad ,  grad
v u

v n u n
n n

∂ ∂⋅ = ⋅ =
∂ ∂

 
. 

Поэтому выражение для na  примет вид  

n
v u

a u v
n n

∂ ∂= −
∂ ∂

. 

Перейдем к вычислению div :a  

( ) ( ) ( )div div grad grad div grad div grad .a u v v u u v v u= − = −  

Преобразуем каждое из полученных выражений  

( )div grad div
v v v

u v u i u j u k
x y z

 ∂ ∂ ∂= + + = ∂ ∂ ∂ 

  
 

2 2 2

2 2 2

v v v v v v
u u u u

x x y y z z x y z

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + = + + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
 

grad grad .
u v u v u v

u v u v
x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + = Δ + ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

Аналогично получаем ( )div grad grad grad .u v v u v u= Δ + ⋅  По-
этому  

div .a u v v u= Δ − Δ  

Подставляя выражения для na  и diva  через u  и v  в форму- 
лу (2.137), окончательно получаем  

 ( ) .
S V

v u
u v d u v v u dv

n n

∂ ∂ − σ = Δ − Δ ∂ ∂ 
              (2.138) 

7Б13 (Формула Грина). Пусть функции ( ), ,u u x y z=  и 
( ), ,v v x y z=  дважды дифференцируемы и поверхность S  является 

границей области .V  Тогда имеет место формула Грина (2.138). 
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Нам понадобится обобщение этой формулы на случай, когда 
область ограничена не одной, а двумя поверхностями. Пусть об-
ласть W  ограничена снаружи замкнутой поверхностью S  и из-
нутри замкнутой поверхностью 1,S  лежащей целиком «внутри» S  
(так что W  – это часть области, ограниченной ,S  – часть «внут-
ренности» ,S  внешняя относительно 1).S  Тогда формула Остро-
градского – Гаусса (2.137) запишется в виде  

1

1

div ,n n
S S W

a d a d advσ + σ =     

где 1n  – единичный вектор внешней нормали к 1,S  т. е. вектор, 
направленный внутрь 1S  («внутренность» 1S  не принадлежит W  и 
поэтому является областью, внешней относительно ).W  Соответ-
ственно, формула Грина (2.138) примет вид   

( )
1 1 1

.
S S W

v u v u
u v d u v d u v v u dv

n n n n

 ∂ ∂ ∂ ∂ − σ + − σ = Δ − Δ   ∂ ∂ ∂ ∂  
     (2.139) 

7А14 (Замечание). Формулу (2.139) будем называть формулой 
Грина для области ,W  ограниченной поверхностями S  (внешняя 
граница) и 1S  (внутренняя граница). Эта формула и служит осно-
вой метода Грина решения задачи Дирихле в пространстве. 

Введем теперь определение самой функции Грина для трех-
мерного случая. В качестве поверхности S  возьмем границу Γ  
области ,Ω  для которой мы решаем задачу Дирихле, и выберем 
внутри Ω  произвольную, но фиксированную точку ( )0 0 0, , ,A x y z  
которую окружим сферой 1S  радиуса 0ε >  с центром в .A  При 
этом предполагаем, что сфера 1S  целиком лежит «внутри» Γ  
(рис. 2.12).  

Тогда между 1S  и Γ  мы имеем область .W  Обозначим, далее, 
через ( ), ,P x y z  любую точку области Ω , отличную от ,A  и через 

APr  – расстояние между точками A  и :P  

( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0 .APr x x y y z z= − + − + −  

Функция 
1

AP

w
r

=  является гармонической, т. е. удовлетворяет 

уравнению Лапласа 0,wΔ =  во всех точках, кроме самой точки ,A  
в которой она обращается в бесконечность. Действительно, 
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0AP

AP

r x x

x r

∂ −=
∂

, 0
2 3

1 AP

AP AP

w r x x

x xr r

∂ ∂ −= − = −
∂ ∂

 

и  

( )22
00

2 3 4 3 5

1 1
3 3AP

AP AP AP AP

x xw x x r

xx r r r r

−∂ − ∂= − + = − + =
∂∂

 

( ) ( ) ( )2 2 2
0 0 0

5

2

AP

x x y y z z

r

− − − − −
= ; 

аналогично  

( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 0

2 5

2

AP

y y x x z zw

y r

− − − − −∂ =
∂

, 

( ) ( ) ( )2 2 22
0 0 0

2 5

2

AP

z z x x y yw

z r

− − − − −∂ =
∂

 

и 
2 2 2

2 2 2 0.
w w w

x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

 

Еще проще в этом убедиться, если рассмотреть лапласиан в 
сферической системе координат с началом в точке .A  Тогда 

,APr r=  
1

w
r

=  и 2
2

1
0,

w
w r

r rr

∂ ∂ Δ = = ∂ ∂ 
 так как 2 1

w
r

r

∂ = −
∂

 и w  не 

зависит от θ  и .ϕ  
 

 
Рис. 2.12 

 
  

  

Γ = S 

nP

AW

rAP

S1
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Функцию 
1

AP

w
r

=  называют фундаментальным решением 

уравнения Лапласа.  
Обозначим, далее, через 1w  решение задачи Дирихле для об-

ласти Ω  с краевым условием  

 1 .w wΓ Γ=                                   (2.140) 

Согласно определению, функция 1w  гармоническая во всей 
области ,Ω  в то время как w  гармоническая только в области ,W  
получающейся удалением из области Ω  шара, ограниченного 
сферой 1S  с центром в точке A  (таким образом, область W  не со-
держит точки )A .  

7А15 (Определение). Разность функций 1 ,w w−  определен-
ных выше, называется функцией Грина для области Ω  и обозна-
чается через .G  Таким образом, ( )0 0 0 1, , ; , ,G G x y z x y z w w= = − =

1
1

AP

w
r

= − . 

Функция Грина зависит как от координат , ,x y z  текущей точ-
ки ,P  так и от координат 0 0 0, ,x y z  произвольно выбранной, но 
фиксированной точки A  (координаты 0 0 0, ,x y z  входят в явном ви-
де в ,w  но они войдут также через краевые значения и в 1).w  

В силу условия (2.140) функция Грина на границе Γ  обраща-
ется в нуль:  

 0.G Γ =                                         (2.141) 

Пусть теперь u  – искомая гармоническая в области Ω  функ-
ция, принимающая на границе Γ  значения .u  Положим v G=  и 
применим формулу Грина (2.139) к области .W  Ввиду того что в 
этой области 0uΔ =  и 0,vΔ =  правая часть формулы Грина обра-
щается в нуль. Тогда получим  

 
1 1 1

0.
S

v u v u
u v d u v d

n n n nΓ

 ∂ ∂ ∂ ∂ − σ + − σ =   ∂ ∂ ∂ ∂  
         (2.142) 

Второй из этих интегралов в силу равенства (2.141) и условия 

u uΓ =   сведется к .
G

u d
nΓ

∂ σ
∂   Для вычисления первого интеграла 



 2.7. Эллиптические уравнения 97 

введем систему сферических координат , ,r θ ϕ  с началом в точке .A  
В этом случае на поверхности 1S   

,APr r= = ε  
1n r

∂ ∂= −
∂ ∂

, 2 sin .d d dσ = ε θ θ ϕ  

Следовательно, соотношение (2.142) перепишется в виде  
2

2

0 0

sin .
r

G u G
d u G d u d

r r n

π π

Γ=ε

∂ ∂ ∂ ε ϕ − θ θ = σ ∂ ∂ ∂ 
     

Правая часть этого равенства не зависит от .ε  Поэтому она 
должна быть равна также и пределу левой части при 0:ε →   

     
2

2

0
0 0

lim sin .
r

G u G
d u G d u d

r r n

π π

ε→ Γ=ε

∂ ∂ ∂ ε ϕ − θ θ = σ ∂ ∂ ∂ 
         (2.143) 

Чтобы вычислить этот предел, заметим, что 1
1

G w
r

= −  ( APr  

обозначаем через ).r  Тогда  
2 2

2 2 1
1

0 0 0 0

sin sin
r r

G u w u
d u G d d u w d

r r r r

π π π π

=ε =ε

∂ ∂ ∂ ∂   ε ϕ − θ θ = ε ϕ − θ θ +   ∂ ∂ ∂ ∂   
     

2
2

0 0

1
1

sin .

r

urd u d
r r r

π π

=ε

  ∂  ∂  + ε ϕ − + θ θ
∂ ∂ 

 
 

   

Функции u  и 1w  гармонические во всей области ,Ω  включая 
точку .A  Поэтому они вместе со своими производными ограниче-
ны. Это значит, что  

2
2 1

1
0

0 0

lim sin 0.
r

w u
d u w d

r r

π π

ε→
=ε

∂ ∂ ε ϕ − θ θ = ∂ ∂ 
   

Со вторым интегралом дело обстоит несколько сложнее, так 

как функции 2

1
1

r

r
r

=ε

 ∂ 
  = −
∂ ε

 и 
1 1

rr =ε
=

ε
 неограниченно возрастают 

при 0.ε →  Найдем предел каждого слагаемого в отдельности:  



98 2. МАТЕРИАЛ ЛЕКЦИЙ 

2 2
2

0 0
0 0 0 0

1

lim sin lim sin .
r

r

rd u d d u d
r

π π π π

=εε→ ε→

=ε

  ∂    ε ϕ − θ θ = ϕ θ θ
∂ 

 
 

     

Поскольку функция u  непрерывна, то 
00

lim .
r r

u u=ε =ε→
=  Считая 

возможным переход к пределу под знаком интеграла (А+С),  
получаем  

2

0 0
0 0

sin 4 .
r r

u d d u
π π

= =ϕ θ θ = π   

Далее, в силу ограниченности 
u

r

∂
∂

 

2 2
2

0 0
0 0 0 0

1
lim sin lim sin 0.

rr

u u
d d d d

r r r

π π π π

ε→ ε→ =ε=ε

∂ ∂ ε ϕ θ θ = ε ϕ θ θ = ∂ ∂ 
     

Таким образом, предел в левой части равенства (2.143) есть 
просто ( )0 0 00

4 4 , , ,
r

u u x y z=π = π  так как при 0r =  в качестве аргу-

ментов функции u  мы получаем координаты точки .A  Теперь 
формула (2.143) примет окончательный вид  

               ( )0 0 0
1

, , .
4

G
u x y z u d

nΓ

∂= σ
π ∂                       (2.144) 

Таким образом, имеет место утверждение. 
7Б16 (Теорема). Пусть функция G  является функцией Грина 

для области Ω  и ( )0 0 0, ,A x y z  – произвольная точка области .Ω  
Тогда формула (2.144) дает решение задачи 7А7 Дирихле в про-
странстве. 

7Б17 (Замечание). Метод Грина для задач Дирихле в двумер-
ном случае также основывается на формуле Грина, аналогич- 

ной (2.138). Вводится гармоническая функция 
1

ln ln AP
AP

w r
r

= = −  

и, если 1w  – решение задачи Дирихле для плоской области D  с 

краевым условием 1 ,w wΓ Γ=  то функция Грина для области D  

будет иметь следующий вид: 
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( )0 0 1 1
1

, ; , ln
AP

G G x y x y w w w
r

= = − = − . 

Поэтому формула  

( )0 0
1

,
2

G
u x y u d

nΓ

∂= σ
π ∂   

дает решение задачи Дирихле на плоскости, если известна функ-
ция Грина. 

Функцию ( )0 0 0, , ; , ,G G x y z x y z=  можно интерпретировать как 
потенциал поля, созданного точечным зарядом, помещенным 
внутри заземленной замкнутой проводящей поверхности. 

 
2.7.4. Задача Неймана 
В приложениях встречается еще одна краевая задача для 

уравнения Лапласа – так называемая задача Неймана.  
7А+Б18 (Задача Неймана). Найти функцию ,u  удовлетворя-

ющую «внутри» замкнутой поверхности (или кривой) Γ  уравне-
нию Лапласа 0uΔ =  и на границе Γ  условию  

 1,
u

u
n Γ

∂ =
∂

                                   (2.145) 

где 
u

n

∂
∂

 – производная по направлению внешней нормали к Г, а  

1u  – функция, заданная на .Γ  
 Отметим, что функция 1u  на поверхности (или кривой) Γ  не 

может быть задана произвольно. Если в формуле (2.138), верной 

для любых функций u  и ,v  положить 1,v =  то 0
v

n

∂ =
∂

 и 0vΔ =  и 

формула примет вид  

.
S V

u
d udv

n

∂ σ = Δ
∂   

Поэтому для любой функции ,u  гармонической в области V, 
ограниченной поверхностью ,Γ  должно выполняться равенство  

 0.
u

d
nΓ

∂ σ =
∂                                  (2.146) 
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Следовательно, граничное значение производной 
u

n

∂
∂

 на Γ  – 

функция 1u  – удовлетворяет следующему условию:  

 1 0.u d
Γ

σ =                                     (2.147) 

При соблюдении условия (2.147) задача Неймана всегда имеет 
решение. Вместе с любым решением u  решением будет также 

constu + . Можно доказать, что других решений задача Неймана не 
имеет, т. е. что разность двух любых решений задачи Неймана по-
стоянна. Это означает, что решение задачи Неймана единственно с 
точностью до аддитивной постоянной. 

Задача Неймана играет важную роль в теории волновых про-
цессов, в частности в теории электромагнетизма. 

7Б19 (Метод функции Грина для задачи Неймана). Метод 
функции Грина может быть применен и к решению задачи Нейма-
на на основе формулы (2.139). Однако функция Грина G  для зада-
чи Неймана должна быть определена иначе. По-прежнему полага-

ем  1 1
1

AP

G w w w
r

= − = −  для пространства и  1 1
1

ln
AP

G w w w
r

= − = −  

для плоскости; однако на функцию 1,w  гармоническую во всей 
области V, накладываем теперь краевое условие  

1 .
w w

K
n nΓ Γ

∂ ∂= +
∂ ∂

 

Применяя формулу (2.139), можно доказать, что если поло-

жить 
4

K
S

π= , где S – площадь поверхности Γ  в пространственном 

случае (или 
2

K
l

π= , где l  – длина кривой Γ  в двумерном случае), 

то интеграл от 1w

n

∂
∂

, взятый по границе Γ  области V, будет равен 

нулю, т. е. условие (2.146) будет соблюдаться. Тогда  


,

G
K

n
Γ

∂ =
∂
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и рассуждая так же, как в п. 2.7.3, мы придем к решению задачи 
Неймана в пространстве 

 ( ) 
0 0 0 1

1
, ,

4
u x y z u Gd

Γ
= − σ

π 
                      (2.148) 

и решению задачи Неймана на плоскости 

 ( ) 
0 0 1

1
, ;

2
u x y u Gds

Γ
= −

π 
                         (2.149) 

здесь функция u  определяется с точностью до произвольной 
постоянной. 

7А+Б20 (Замечание). Задачу Дирихле часто называют первой 
краевой задачей для уравнения Лапласа, а задачу Неймана – второй 
краевой задачей. Рассматривается еще третья краевая задача: най-
ти функцию ,u  удовлетворяющую внутри замкнутой поверхности 
(или кривой) Γ  уравнению Лапласа 0uΔ =  и на границе Γ  условию  

 ,
u

u
n Γ

Γ

∂α + β = γ
∂
   

где , ,α β γ   – функции, заданные на .Γ  Очевидно, что задачи Дири-
хле и Неймана являются частными случаями этой задачи. 

 
 
2.8. Заключение. Корректность постановки  
задач математической физики 

 
Уравнения гиперболического и параболического типов возни-

кают чаще всего при изучении процессов, протекающих во време-
ни (мы рассматривали уравнения колебаний, распространения 
тепла, диффузии). В одномерном случае всегда участвовала одна 
координата x  и время .t  

Для задач, приводящих к таким уравнениям, дополнительные 
условия разделяются на начальные и краевые. 

Начальные условия состоят в задании при 0t =  значений ис-
комой функции u  и ее производной (в гиперболическом случае) 
или только значений самой функции (в параболическом случае). 

Краевые условия для этих задач заключаются в том, что указыва-
ются значения неизвестной функции ( ),u x t  на концах интервала  
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изменения координаты (в задаче о колебаниях струны это концы стру-
ны, в задаче о линейной теплопроводности это концы стержня и т. д.). 

Если процесс протекает в бесконечном интервале изменения 
координаты x  (бесконечная струна, бесконечный стержень), то 
краевые условия отпадают и получается задача только с началь-
ными условиями (задача Коши). 

 Если ставится задача для конечного интервала, то должны 
быть заданы и начальные, и краевые условия. Тогда говорят о 
смешанной задаче. 

Уравнения эллиптического типа возникают обычно при исследо-
вании стационарных процессов. Время t  в эти уравнения не входит, и 
независимые переменные являются координатами точки. Такими ока-
зываются уравнения стационарного температурного поля, электро-
статического поля и уравнения многих других физических процессов. 

Для задач такого типа ставятся только краевые условия, т. е. ука-
зывается поведение неизвестной функции на контуре области. Это 
может быть задачей Дирихле, когда заданы значения самой функции; 
задачей Неймана, когда заданы значения нормальной производной 
искомой функции, и, наконец, задачей, когда на контуре задана ли-
нейная комбинация функции и ее нормальной производной. 

В основных задачах математической физики именно физиче-
ские соображения «подсказывают», какие дополнительные условия 
следует поставить в той или иной задаче, чтобы получить един-
ственное ее решение, отвечающее характеру изучаемого процесса. 

Все выведенные уравнения носят идеализированный характер, 
т. е. отражают лишь наиболее существенные черты процесса. 
Функции, входящие в начальные и краевые условия, в физических 
задачах определяются по экспериментальным данным и могут 
считаться известными лишь приближенно. Поэтому требуются га-
рантии, что решения задачи при приближенных исходных данных 
будут близки к тем решениям, которые получились бы при точных 
исходных данных. Таким образом, важно, чтобы малые изменения 
данных задачи вызывали лишь малые изменения в ее решении во 
всей области, в которой эти решения рассматриваются. В этом 
случае говорят об устойчивости задачи относительно начальных 
и краевых условий или о том, что задачи поставлены корректно.  

Все рассмотренные задачи принадлежат к типу задач, имею-
щих единственное решение, устойчивое относительно исходных 
данных, и, таким образом, поставлены корректно.    



ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ  
И ПРАКТИЧЕСКИЙ  
МИНИМУМ 

3.1. Понятие об уравнениях  
с частными производными 

 
Теоретический минимум 

Общее (неразрешенное) дифференциальное уравнение с част-
ными производными (ДУ с ЧП) первого порядка для одной неиз-
вестной функции ( )1, ..., nz z x x=  n независимых переменных 

1, ..., nx x  имеет вид  

 1
1

, ..., , , , ..., 0.n
n

z z
F x x z

x x

 ∂ ∂ = ∂ ∂ 
                      (3.1) 

Здесь  F – заданная функция 2n+1 аргумента. Решением (ин-
тегралом) этого дифференциального уравнения (3.1) называется 
любая функция ( )1, ..., ,nz x x= ψ  непрерывно дифференцируемая в 
некоторой области ( )1, ..., nx xΩ  и обращающая в этой области со-
отношение (3.1) в тождество. Такое решение называют регуляр-
ным, а график решения – интегральной поверхностью этого ДУ. 

ДУ с ЧП первого порядка, разрешенное относительно одной 
из производных (нормальная или каноническая форма уравнения), 
имеет следующий вид:   

 1
1

, , ..., , , , ..., ,n
n

z z z
f x y y z

x y y

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ 
                   (3.2) 

где f – заданная функция 2n+2 аргументов; независимые перемен-
ные обозначены теперь через 1, , ..., ;nx y y  искомой является функ-
ция ( )1, , ..., .nz z x y y=  

Решение ДУ с ЧП, содержащее произвольные линейно неза-
висимые функции, число которых равно порядку уравнения и ко-
торые описывают все регулярные решения при соответствующем 

3 
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подборе произвольных функций, называют общим решением урав-
нения. Решение, получаемое из общего при замене  произвольных 
функций конкретными, называют частным. 

При решении прикладной (физической) задачи обычно на-
ходят частное решение, которое удовлетворяет некоторым допол-
нительным условиям, вытекающим из физического смысла задачи. 

Дифференциальное уравнение называется линейным, если  оно 
линейно относительно неизвестной функции z и ее производных. 

Каждое ДУ с ЧП первого порядка находится в тесной связи с 
некоторой системой обыкновенных дифференциальных уравне-
ний,  называемой системой характеристических уравнений.   

Рассмотрим ДУ первого порядка ,
z z

X Y Z
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 где 

( ), , ,X X x y z=  ( ), , ,Y Y x y z=  ( ), , ,Z Z x y z=  и связанную с этим 

уравнением систему обыкновенных дифференциальных уравне-

ний 
dx dy dz

X Y Z
= = , называемую системой (характеристик) характе-

ристических уравнений.  
Пусть ( )1 1, ,x y z Cω =  и ( )2 2, ,x y z Cω =  – два линейно незави-

симых интеграла системы характеристик.  
Тогда общий интеграл исходного ДУ имеет вид 

( ) ( )1 2, , , , , 0,x y z x y zΦ ω ω =    где ( )1 2,Φ ω ω  – произвольная 

непрерывно дифференцируемая функция. 
 

Практический минимум 

1А1. Найти функцию ( ), ,z z x y=  удовлетворяющую ДУ 7.
z

x

∂ =
∂

 

Интегрируя, получим общее решение в виде ( )7 ,z x y= + ϕ  где 

( )yϕ  – произвольная функция.  

1А2. Решить уравнение 
2

2 6 2,
z

y
y

∂ = +
∂

 где ( ), .z z x y=  

Дважды интегрируя по ,y  получим ( )23 2 ,
z

y y x
y

∂ = + + ϕ
∂

от-

куда ( ) ( )3 2 ,z y y y x x= + + ϕ + ψ  где ( )xϕ  и ( )xψ  – произвольные 

функции.  
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1А+Б3. Найти общее решение уравнения 
2

0.
u u

a
x y x

∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 

Введем обозначения ,
u

v
x

∂ =
∂

 
2u v

x y y

∂ ∂=
∂ ∂ ∂

. Тогда  уравнение 

примет вид 0.yv av′ + =  Разделяя переменные, получим .
dv

ady
v

= −  

Интегрируем:  

( )1ln lnv C x ay+ = −  или ( )1
ayC x v e−=   

 ( )1

1 ayu
v e

x C x
−∂ = =

∂
  ( ) ( ) ( )2

1

1
, ayu x y e dx C y

C x
−= + =  

( ) ( )2
aye C x dx C y−= + =  = ( ) ( )2 .aye C x C y− +  

1А4. Найти общий интеграл уравнения .
z z

x y z
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

Рассмотрим систему уравнений 
dx dy dz

x y z
= = . Решая уравне-

ние 
dx dy

x y
= , получим 1;

y
C

x
=  решение уравнения 

dx dz

x z
=  есть 

2.
z

C
x

=  Общий интеграл заданного уравнения имеет следующий 

вид: , 0
y z

x x
 Φ = 
 

 или, разрешив относительно 
z

x
, если это воз-

можно, получим 
z y

x x
 = ψ 
 

, т. е. ,
y

z x
x

 = ψ 
 

 где ψ – произвольная 

функция.  
1А+Б5.  Найти общий интеграл уравнения 

( )2 2 2 0.
z z

x y xy
x y

∂ ∂+ + =
∂ ∂

 

 Запишем систему уравнений 2 2 2 0

dx dy dz

xyx y
= =

+
. Воспользо-

вавшись свойством пропорции, представим уравнение 

2 2 2

dx dy

xyx y
=

+
 в виде  
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2 2 2 22 2

dx dy dx dy

x y xy x y xy

+ −=
+ + + −

 

или  
( )

( )
( )

( )2 2

d x y d x y

x y x y

+ −
=

+ −
. 

Интегрируя, получим 

2 2

1 1 1 1 2
, , .

y
C C C

x y x y x y x y x y
− = − + − = =

+ − − + −
 

Последнее равенство можно переписать в виде 12 2 .
y

C
x y

=
−

 

Второе уравнение системы 0.dz =  Отсюда 2.z C=  

Общий интеграл имеет вид 2 2 , 0,
y

z
x y

 
Φ = − 

 или, разрешив 

относительно z  (если возможно),  2 2

y
z

x y

 
= ψ − 

. 

1А6. Показать, что функция ( ) ( ),u x x y y x y= ϕ + + ψ +  где ϕ  и 

ψ  – произвольные дважды дифференцируемые функции, является 

решением уравнения 
2 2 2

2 22 0.
u u u

x yx y

∂ ∂ ∂− + =
∂ ∂∂ ∂

   

Найдем частные производные первого и второго порядка: 

,
u

x y
x

∂ ′ ′= ϕ + ϕ + ψ
∂

 
2

2 2 ,
u

x y x y
x

∂ ′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′′= ϕ + ϕ + ϕ + ψ = ϕ + ϕ + ψ
∂

 

2

,
u

x y
x y

∂ ′ ′′ ′ ′′= ϕ + ϕ + ψ + ψ
∂ ∂

 

,
u

x y
y

∂ ′ ′= ϕ + ψ + ψ
∂

 
2

2 2
u

x y
y

∂ ′ ′′ ′′= ψ + ϕ + ψ
∂

 

и подставим найденные выражения в уравнение 

( )2 2 2 0.x y x y x y′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ϕ + ϕ + ψ − ϕ + ϕ + ψ + ψ + ψ + ϕ + ψ ≡  

Таким образом, функция u  является решением данного 
уравнения.  
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1А7. Найти функцию ( ), ,z z x y=  удовлетворяющую ДУ 
2

2 7 2
z

x y
x

∂ = −
∂

 и начальным условиям ( ) 1
1, ;

6
z y y= −  

( )1, 7
2 .

2

z y
y

x

∂
= −

∂
 

Интегрируя по ,x  получим ( )27
2 ,

2

z
x yx y

x

∂ = − + ϕ
∂

 где ( )yϕ  – 

произвольная функция. Используя второе из начальных условий, 

определим функцию ( ):yϕ  
( ) ( )1, 7 7

2 2 ,
2 2

z y
y y y

x

∂
= − + ϕ = −

∂
 отку-

да ( ) 0,yϕ =  и, таким образом, 27
2 .

2

z
x yx

x

∂ = −
∂

 

Проинтегрируем полученное уравнение по :x  3 27

6
z x yx= − +

( ).y+ ψ  Тогда, используя первое из начальных условий, опреде-

лим функцию ( ):yψ   

( ) ( )1 7
1, ,

6 6
z y y y y= − = − + ψ  

откуда ( ) 1.yψ = −  

Окончательно получим: 3 27
1.

6
z x yx= − −  

 
Задания для самостоятельной работы 

1А8. Найти общее решение уравнения 
2

1.
u

x y

∂ =
∂ ∂

 

Ответ: ( ) ( ) ( )1 2, .u x y xy C x C y= + +  

1А9. Найти общее решение уравнения 
4

2 2 0.
z

x y

∂ =
∂ ∂

  

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, .z x y xC y C y yC x C x= + + +  

1А10. Найти общее решение уравнения 
3

2 2
2 .

u
x xy y

x y

∂ = + +
∂ ∂

 

Ответ: ( ) ( ) ( ) ( )
3 2 2 3 4

1 2 3, .
6 12 12

x y x y xy
u x y C y yC x C x= + + + + +  
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1А11. Найти общий интеграл уравнения 2 .
z z

yz xz xy
x y

∂ ∂+ = −
∂ ∂

 

Ответ: 
2

2 2 2, 0.
2

z
x y x

 
Φ − + = 
 

 

1А12. Показать, что функция ( ) x
u xy

y

 = ϕ + ψ 
 

, гдеϕ  и ψ  – 

произвольные дважды дифференцируемые функции, является ре-

шением уравнения 
2 2

2 2
2 2 0.
u u u u

x y x y
x yx y

∂ ∂ ∂ ∂− + − =
∂ ∂∂ ∂

 

1А13. Убедиться, что функция  ( )( )cosu y x y= ϕ −  является 

решением уравнения .
u u u

x y y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

1А+Б14. Найти общее решение уравнения 
2

0.
u u

by
x y x

∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 

 
Индивидуальные задания 

Найти функцию ( ), ,u u x y=  удовлетворяющую условиям: 

1. 
2

2 2
2 4 ,
u

x y
x

∂ = − −
∂

 ( ) ( )2
21,11 1

1, 1 ; 2 .
12 2 2

u yy
u y y

x

∂
= − = −

∂
  

2. 
2

2 2
2 4 ,
u

x y
y

∂ = −
∂

 ( ) ( )2 2,1
,1 2 ; 4 .

12 3

u xx x
u x

y

∂
= − = −

∂
  

3. 
2

2 ,
u

xy
x y

∂ =
∂ ∂

 ( ) ( )
4

2 21 1
1, ; ,0 .

2 12 2

y
u y y u x x x= + − = + −   

4. ( )
2

2 23 ,
u

x y
x y

∂ = −
∂ ∂

 ( ) ( )1, ; ,1 .u y y u x x= = −   

5. 
2

2 2
2 6 ,
u

x y
y

∂ =
∂

 ( ) ( )2
2,1

,1 ; 2 .
2

u xx
u x x

y

∂
= =

∂
 

6. 
2

2 2
2 12 1,
u

x y
x

∂ = +
∂

 ( ) ( )2
21,1

1, ; 1 4 .
2 2

u yy
u y y

x

∂
= − = +

∂
  

7. 
2

1 2 ,
u

xy
x y

∂ = +
∂ ∂

 ( ) ( )0, 1; ,0 1.u y u x= =   
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8. 
2

2 6 4 ,
u

x y
x

∂ = +
∂

 ( ) ( )1,
1, 1 2 ; 3 4 .

u y
u y y y

x

∂
= − = +

∂
  

9. 
2

2 2
2 1 ,
u

x y
x

∂ = − +
∂

 ( ) ( )0,
0, 1; 1.

u y
u y

x

∂
= − =

∂
  

10. 
2

2 2
2 6 1,
u

y x
y

∂ = + +
∂

 ( ) ( ),01
,0 ; 0.

2

u x
u x

y

∂
= =

∂
 

11. 
2

2 ,
u

xy
x y

∂ =
∂ ∂

 ( ) ( ) 21
0, ; ,0 .

2
u y y u x x= =  

12. 
2

2 2
2 6 ,
u

y x y x
y

∂ = + −
∂

 ( ) ( ),0
,0 ; 0.

u x
u x x

y

∂
= =

∂
 

13. ( )
2

2 ,
u

x y
x y

∂ = +
∂ ∂

 ( ) ( )0, ; ,0 .u y y u x x= =   

14. 
2

2 2
2 ,x yu

e e
x

∂ = +
∂

 ( ) ( )0,3 1
0, ; .

4 2

u y
u y

x

∂
= − =

∂
  

15. ( )
2

2 cos 2 ,
u

y x
y

∂ = +
∂

  ( ) ( ),0
,0 1; sin 2 .

u x
u x x

y

∂
= =

∂
 

 
 

3.2.  Классификация и приведение  
к каноническому виду ДУ  
с ЧП второго порядка  
с двумя независимыми переменными 
 

Теоретический минимум 
Уравнение  

( ) ( ) ( ) ( ), 2 , , , , , , ,xx xy yy x ya x y u b x y u c x y u F x y u u u′′ ′′ ′′ ′ ′+ + =    (3.3) 

где ( ), ,a x y  ( ), ,b x y  ( ),c x y  – дважды дифференцируемые функ-
ции, не обращающиеся одновременно в нуль, принадлежит: 

1) гиперболическому типу, если 2 0;b ac− >   
2) параболическому типу, если 2 0;b ac− =   
3) эллиптическому типу, если 2 0.b ac− <  
Если выражение 2b ac−  в данной области меняет знак, то 

уравнение (3.3) называется уравнением смешанного типа. 
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Для каждого типа ДУ (3.3) найдется невырожденное преобра-
зование ( ), ,x yξ = ξ  ( ), ,x yη = η  при котором уравнение преобра-
зуется к каноническому виду этого типа. 

Для того чтобы привести уравнение (3.3) к каноническому ви-
ду, составляем уравнение (называемое уравнением характеристик 
уравнения (3.3))  

 ( ) ( )2 2
2 0,a dy bdx dy c dx− + =                       (3.4) 

которое распадается на два обыкновенных дифференциальных 
уравнения 

( )2 0,a dy b b ac dx− + − =     ( )2 0,a dy b b ac dx− − − =     (3.5) 

и находим их общие интегралы.  
Уравнения гиперболического типа:  2 0.b ac− >  
Общие интегралы ( ) 1, ,x y Cϕ =  ( ) 2,x y Cψ =  уравнений (3.5) 

будут вещественными и различными, они определяют два различ-
ных семейства вещественных характеристик. 

Вводя вместо ( ),x y  новые независимые переменные ( ),ξ η  

( ) ( ), , , ,x y x yξ = ϕ η = ψ  

приведем уравнение (3.3) к каноническому виду  
2

2 , , , ,
u u u

F u
 ∂ ∂ ∂= ξ η ∂ξ∂η ∂ξ ∂η 

  

или  
2 2

12 2 , , , ,
u u u u

F u
 ∂ ∂ ∂ ∂− = ξ η ∂ξ ∂η∂ξ ∂η  

. 

Уравнения параболического типа: 2 0.b ac− =  
Уравнения (3.5) совпадают, и мы получаем один общий инте-

грал уравнения (3.4): ( ), .x y Cϕ =  
В этом случае, полагая  

( ),x y

x

ξ = ϕ
 η =

(в случае, когда 0)
y

∂ϕ ≠
∂

 

или 
( ),x y

y

ξ = ϕ
 η =

(в случае, когда 0),
x

∂ϕ ≠
∂
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приведем уравнение (3.3) к каноническому виду  
2

32 , , , ,
u u u

F u
 ∂ ∂ ∂= ξ η ∂ξ ∂η∂ξ  

 

или  
2

42 , , , ,
u u u

F u
 ∂ ∂ ∂= ξ η ∂ξ ∂η∂η  

. 

Уравнения эллиптического типа: 2 0.b ac− <  
Общие интегралы уравнений (3.5) – комплексно сопряжен-

ные, они определяют  два семейства мнимых характеристик. 
Пусть далее общий интеграл первого из уравнений (3.5) имеет вид 

( ) ( ), , ,x y i x y Cϕ + ψ =  

где ( ),x yϕ  и ( ),x yψ  – вещественные функции. 
Тогда, полагая 

( ) ( ), , , ,x y x yξ = ϕ η = ψ  

приведем уравнение (3.3) к каноническому виду  
2 2

52 2 , , , , .
u u u u

F u
 ∂ ∂ ∂ ∂+ = ξ η ∂ξ ∂η∂ξ ∂η  

 

В случае эллиптического уравнения считаем, что коэффици-
енты ,a  b  и c  – суть аналитические функции. 

Рассмотренный метод приведения уравнения (3.3) к канониче-
скому виду и решение полученного уравнения этим методом но-
сит название метода характеристик.   

Различие в типах уравнений второго порядка определяется 
различием физических процессов, описываемых этими уравнени-
ями. Уравнения, соответствующие стационарным процессам, яв-
ляются уравнениями эллиптического типа; уравнение нестацио-
нарной теплопроводности является уравнением параболического 
типа; волновое уравнение относится к гиперболического типу.  

 

Практический минимум 

2А1. Определить тип уравнения ( )
2 2 2

2 22 1 0
u u u

y x
x yx y

∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂∂ ∂

  

в точках ( )1, 2M  и ( )1, 0 .N  Найти параболическую линию уравнения. 
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Здесь 1,a =  ,b y=  1,c x= +  ( )2 2 1 .b ac y x− = − +  

В точке ( )1, 2M  ( )2 4 1 1 2 0b ac− = − + = >  – уравнение гипер-

болического типа. 
В точке ( )1, 0N  ( )2 0 1 1 2 0b ac− = − + = − <  – уравнение эллип-

тического типа. 
Параболическая линия уравнения 2 0,b ac− =  т. е. ( )2 1 0y x− + =  

или 2 1.y x= +  
2А+Б2. Привести к каноническому виду уравнение  

2 2 2

2 23 10 3 5 0.
u u u u

u
x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂− + + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Здесь 3,a =  5,b = −  3,c =  2 25 9 16 0,b ac− = − = >  и поэтому 
это уравнение гиперболического типа во всех точках плоскости. 

Составляя уравнение характеристик: ( ) ( )2 2
3 10 3 0dy dxdy dx+ + =  и 

решая его: 
( ) ( )2 2

1,2

5 5 9

3

dx dx dx
dy

− ± − −
= , получим два диффе-

ренциальных уравнения 
1

3
dy dx= −  и 3 ,dy dx= −  интегрируя кото-

рые, найдем: 1
1

,
3

y x C= − +  23 .y x C= − +  Уравнения двух семейств 

характеристик: 

1

2

1

3
3 .

y x C

y x C

 + =

 + =

 

С помощью характеристик сделаем замену переменных 

1
,

3
3 ,

y x

y x

ξ = +

η = +

 

якобиан перехода 
( )
( )

1
1, 1 2

3 2 0.3
, 3 3

3 1

D

D x y

ξ η
= = − = − ≠  
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Выразим частные производные по старым переменным через 
частные производные по новым переменным: 

1
3

3

u u u u u

x x x

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

, 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1
3

3

1 1 1 1
3 3 3 2 9 ,

3 3 3 9

u u u u u

x x x xx

u u u u u u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= + + + =   ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ ∂ξ ∂η   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + = + +   ∂ξ∂η ∂η∂ξ ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η   

 

u u u u u

y y y

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

, 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 ,
u u u u u u u u

y y y yy

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ ∂= + + + = + +
∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂ ∂ξ∂η∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η

 

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1
3

3

1 1 10
3 3 .

3 3 3

u u u u u

x y y y y y

u u u u u u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ξ ∂η   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + = + +   ∂ξ∂η ∂η∂ξ ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η   

 

Подставим в рассматриваемое ДУ с ЧП найденные для вторых 
производных выражения. Тогда получим 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 10
3 2 9 10 3

9 3 3

u u u u u u   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − + + +   ∂ξ∂η ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η   
 

2 2 2

2 2

1
 3 2 3 5 0,

3

u u u u u
u

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + + + = ∂ξ∂η ∂ξ ∂η∂ξ ∂η 
 

264 1
3 5 0,

3 3

u u u
u

∂ ∂ ∂− + + + =
∂ξ∂η ∂ξ ∂η

 

2 1 9 15
,

64 64 64

u u u
u

∂ ∂ ∂= + +
∂ξ∂η ∂ξ ∂η

 

т. е. уравнение приведено к каноническому виду.  
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2А+Б3. Привести к каноническому виду следующее уравнение: 

2 2 2

2 24 4 6 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

 Здесь 4,a =  2,b =  1,c =  2 4 4 0.b ac− = − =  Следовательно, это  
уравнение параболического типа во всех точках плоскости. Соста-

вим уравнение характеристик: ( ) ( )2 2
4 4 0,dy dxdy dx− + =  решим 

его: 
2

dx
dy = . Интегрируя, получим 

1
.

2
y x C− =  Найденная функ-

ция имеет непрерывные частные производные, и ее первые произ-
водные не обращаются одновременно в нуль. Используя замену 
переменных по формулам 

1
,

2
,

x y

x

ξ = − +

η =

 

выразим частные производные по старым переменным через част-
ные производные по новым переменным: 

1
,

2

u u u u u

x x x

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = − +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

 

2 2 2 2 2

2 2 2

1

2

u u u u u

x x x xx

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= − + + + =   ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ ∂ξ ∂η   
 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1
,

2 2 2 4

u u u u u u u   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − − + + − + = − +      ∂ξ∂η ∂η∂ξ ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η      
 

,
u u u u

y y y

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂= + =
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ

 

2 2 2 2

2 2 2

u u u u

y yy

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂= + =
∂ ∂ξ∂η ∂∂ ∂ξ ∂ξ

, 

2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

1

2

1
.

2

u u u u u

x y y y y y

u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= − + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ξ ∂η   
∂ ∂= − +

∂η∂ξ∂ξ
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Подставим в рассматриваемое ДУ найденные для вторых 
производных выражения 

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2

1 1
4 4

4 2

1
6 0

2

u u u u u

u u u u

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − + +   ∂ξ∂η ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ   
∂ ∂ ∂ ∂+ − + + =

∂ξ ∂η ∂ξ∂ξ

 

или 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1
4 4 2 4 6 0,

2

u u u u u u u u u∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + − + + − + + =
∂ξ∂η ∂ξ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ∂ξ ∂η ∂ξ ∂ξ

 

откуда 
2

2

11
4 0

2

u u u∂ ∂ ∂+ + =
∂ξ ∂η∂η

 

или  
2

2

11 1
,

8 4

u u u∂ ∂ ∂= − −
∂ξ ∂η∂η

 

т. е. уравнение приведено к каноническому виду.  
2А+Б4. Привести к каноническому виду уравнение  

2 2 2

2 25 4 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Здесь 5,a =  2,b =  1,c =  2 4 5 1.b ac− = − = −  Следовательно, 
это уравнение эллиптического типа во всех точках плоскости. Со-

ставим уравнение характеристик: ( ) ( )2 2
5 4 0dy dxdy dx− + =  и ре-

шим его: 
2 1

.
5 5

dy dx i dx= ±  Интегрируя 
2 1

,
5 5

dy dx i dx= +  получим  

2 1
.

5 5
x y i x C− + =  

Выполним замену переменных по формулам 

2
,

5
1

.
5

x y

x

ξ = −

η =

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Выразим частные производные по старым переменным через 
частные производные по новым переменным: 

2 1
,

5 5

u u u u u

x x x

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

 

2 2 2 2 2

2 2 2

2 1

5 5

u u u u u

x x x xx

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= + + + =   ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ ∂ξ ∂η   
 

2 2 2 2

2 2

2 2 1 1 2 1

5 5 5 5 5 5

u u u u   ∂ ∂ ∂ ∂= + + + =   ∂ξ∂η ∂η∂ξ∂ξ ∂η   
 

2 2 2

2 2

4 4 1
,

25 25 25

u u u∂ ∂ ∂= + +
∂ξ∂η∂ξ ∂η

 

,
u u u u

y y y

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂= + = −
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ

 

2 2 2 2

2 2 2 ,
u u u u

y yy

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂= + =
∂ ∂ξ∂η ∂∂ ∂ξ ∂ξ

 

2 2 2 2 2

2 2

2 2

2

2 1

5 5

2 1
.

5 5

u u u u u

x y y y y y

u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= + + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ξ ∂η   
∂ ∂= − −

∂η∂ξ∂ξ

 

Подставим в рассматриваемое ДУ с ЧП найденные для вторых 
производных выражения. Тогда получим 

2 2 2 2 2

2 2 2

2

2

4 4 1 2 1
5 4

25 25 25 5 5

2 1
0.

5 5

u u u u u

u u u

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − − +   ∂ξ∂η ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ   
∂ ∂ ∂+ − + =

∂ξ ∂η∂ξ

 

Преобразуем  
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

4 4 1 8 4 2 1
0,

5 5 5 5 5 5 5

u u u u u u u u u∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − − + + + + =
∂ξ∂η ∂ξ∂η ∂ξ ∂η ∂ξ∂ξ ∂η ∂ξ ∂ξ

 

2 2

2 2

1 1 7 1
0

5 5 5 5

u u u u∂ ∂ ∂ ∂+ + + =
∂ξ ∂η∂ξ ∂η

 



 3.2. Классификация и приведение к каноническому виду ДУ  117 

или  
2 2

2 2 7
u u u u∂ ∂ ∂ ∂+ = − −

∂ξ ∂η∂ξ ∂η
, 

т. е. уравнение приведено к каноническому виду.  

Задания для самостоятельной работы 
2А5. Найти области гиперболичности, эллиптичности и пара-

боличности уравнения   

( )
2 2 2

2 22 2 0.
u u u

x y x
x yx y

∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂∂ ∂

 

Построить линию параболичности. 
2А6. Найти области гиперболичности, эллиптичности и пара-

боличности уравнения 

( )
2 2 2

2 2
2 21 2 0.
u u u u u

x xy y x y
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Построить линию параболичности. 
2А+Б7. Привести к каноническому виду следующие урав-

нения: 

а) 
2 2 2

2 24 3 2 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Ответ: 
23 , 1 1

0.
, 4 4

y x u u u

y x

ξ = − ∂ ∂ ∂+ − =η = − ∂ξ∂η ∂ξ ∂η
 

б) 
2 2 2

2
2 22 0.
u u u

y y
x yx y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂∂ ∂

  

Ответ: ( )

2
2

2

1,
0.2

2
,

y
u ux

x


∂ ∂ξ = − + = ξ + η ∂ξ∂ηη =

 

в)  
2 2

2 2 0.
u u

x
x yx

∂ ∂− =
∂ ∂∂

  

Ответ: ( )
2 2, 1

0.
2,

y x u u

y

ξ = + ∂ ∂− = ∂ξ∂η ξ − η ∂ξη =
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г) 
2 2 2

2
2 22 0.
u u u u u

a a a
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

Ответ: 
2

2

,
0.

,

ax y u u

x

ξ = − + ∂ ∂+ =η = ∂η∂η
 

д) 
2 2 2

2 22 2 0.
u u u

x yx y

∂ ∂ ∂− + =
∂ ∂∂ ∂

 

Ответ: 
2 2

2 2

,
0.

,

x y u u

x

ξ = + ∂ ∂+ =η = ∂ξ ∂η
 

е) 
2 2 2

2 24 5 2 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

  

Ответ: 
2 2

2 2

2 ,
0.

,

x y u u u

x

ξ = − ∂ ∂ ∂+ + =η = ∂η∂ξ ∂η
 

Индивидуальные задания
Определить тип уравнения в точках M  и .N  Найти и постро-

ить параболическую линию уравнения. Указать область, в которой 
уравнение имеет гиперболический тип:  

1. ( ) ( ) ( )
2 2

2 2
2 2

1 1
1 1 0, 2,4 , , .

2 2

u u u u
x y x y M N

x yx y

∂ ∂ ∂ ∂  − + − + + =  ∂ ∂∂ ∂  
  

2. ( ) ( )
2 2 2

2 2
2 21 2 1 2 2 0,
u u u u u

x xy y x y
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − − + − − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

( )0,1 ,M ( )2,0 .N  

3. ( ) ( )
2 2 2

2 2

1
2( 1) 0, 5,1 , 1,0 .

2

u u u u
x y M N

x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + − + = −
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

4. ( ) ( )
2 2 2

2 2

1 1
0, 0,1 , 1,3 .

2 2

u u u u u
x y M N

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

5. ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 23 2 2 0, 0,1 , 2,0 .
u u u u

x y x x M N
x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂− + + + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

6. ( ) ( )
2 2 2

2
2 2

1
3 4 0, 1,1 , 3,7 .

2

u u u u
x y M N

x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂− + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂
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7. ( ) ( )
2 2 2

2
2 2

1
( 1) 0, 2,1 , 0,0 .

4

u u u u
x y M N

x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + + + = −
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

8. ( )
2 2 2

2 2cos 0, 0,1 , ,0 .
3

u u u u u
x y x M N

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ π − + + − =  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  
 

9. ( )
2 2 2

2 22 3 4 2 0, 1,0 ,
u u u u u

x y x y u M
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

( )2,4 .N  

10. ( ) ( )
2 2 2

2
2 22 ( 1) 0, 0,0 , 3,2 .
u u u u u

x y y x M N
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

11. ( ) ( )
2 2 2

2 2

1 1
4 0, 0,1 , 1,3 .

2 2

u u u u u
x y y M N

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

12. ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
2 2

1
1 0, 0,0 , 2,1 .

4

u u u u
y x x M N

x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

13. ( )
2 2 2

2 2 2
2 24 2 2 2 0,
u u u u u

x y xy x y u
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − + + − − + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

( ) ( )0,0 , 3,4 .M N  

14. ( ) ( ) ( )
2 2 2

2
2 24 2 1 0, 2, 4 ,
u u u u u

x y x y y M
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + − + − + = −
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

1
1, .

2
N  
 
 

 

15. ( )
2 2 2

2 2

1
sin cos 0, 0,1 , ,0 .

4 6

u u u u u
y x x y M N

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ π − − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  
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Теоретический минимум 
Для того чтобы из бесчисленного множества решений ДУ вы-

делить частное решение, описывающее конкретный физический 
процесс, необходимо задать некоторые условия. Обычно эти усло-
вия следуют из физической постановки задачи и физического 
смысла искомого решения.   
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Для ДУ второго порядка рассматриваются три типа начально-
краевых задач: задача Коши, граничная задача, смешанная задача. 

1. Задача Коши (начальная) ставится для уравнений гипербо-
лического и параболического типов в случае, когда область совпа-
дает со всем пространством (граничные условия отсутствуют, за-
даются только начальные условия). Например, задача Коши для 
волнового уравнения в пространстве: найти дважды дифференци-
руемую функцию ( ), , , ,u x y z t  удовлетворяющую уравнению   

2 2 2 2
2

2 2 2 2

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

и начальным условиям  

( ) ( )
0

, , , , , ,
t

u x y z t f x y z
=

=  ( )
0

, , .
t

u
x y z

t =

∂ = ϕ
∂

 

2. Краевая, или граничная, задача ставится для уравнений эл-
липтического типа в том случае, если задаются граничные усло-
вия. По виду граничных условий различают краевые задачи перво-
го, второго, третьего родов и т. п. Например, для эллиптического 
уравнения 0uΔ =  краевая задача первого рода ставится так: найти 
дважды дифференцируемую функцию ( ), , ,u x y z  удовлетворяю-
щую уравнению Лапласа в некоторой пространственной области D 
и граничным условиям ( ) ( ), , , , ,u x y z f x y z

Γ
=  т. е. принимающую 

на границе Г области D значения ( ), , .f x y z  
3. Смешанная задача ставится для уравнений гиперболиче-

ского и параболического типов, когда рассматриваемая область D 
исследования ограничена, задаются начальные и граничные усло-
вия. Например, для волнового уравнения  смешанная задача ста-
вится следующим образом: найти дважды дифференцируемую 
функцию ( ), , , ,u x y z t  удовлетворяющую уравнению 

2 2 2 2
2

2 2 2 2

u u u u
a

t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
, 

начальным условиям  

( ) ( )
0

, , , , , ,
t

u x y z t f x y z
=

=  ( )
0

, ,
t

u
x y z

t =

∂ = ϕ
∂

 

и граничным условиям 0.u Γ =  
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Метод характеристик – метод решения дифференциальных 
уравнений в частных производных, основанный на решении неко-
торой системы обыкновенных ДУ (уравнений характеристик), 
определяемой по виду исходного ДУ с ЧП. С помощью решений 
характеристик строится замена переменных, после чего исходное 
ДУ с ЧП упрощается и решается стандартными методами инте-
грирования. Обычно  метод характеристик применяется к реше-
нию ДУ с ЧП первого порядка, но он может быть применен и к 
решению гиперболических уравнений более высокого порядка.  

 
Практический минимум 

3А+Б1. Найти решение уравнения 
2 2 2

2 23 2 0,
u u u

x yx y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂∂ ∂

 

удовлетворяющее начальным условиям 2
0

,
x

u y= =  
0

0.
x

u

x =

∂ =
∂

 

Приведем уравнение к каноническому виду. Здесь 1,a =  

2 3,b =  2,c =  2 9 1
2 0.

4 4
b ac− = − = >  Следовательно, это уравнение 

гиперболического типа во всех точках плоскости. Составим урав-

нение характеристик: ( ) ( )2 2
3 2 0dy dxdy dx− + =  и решим его: 

( ) ( )2 2

1,2

3 9 8

2

dx dx dx
dy

± −
= . Получим два дифференциальных 

уравнения dy dx=  и 2 ,dy dx=  интегрируя которые, найдем: 

1,y x C= +  22 .y x C= +  Уравнения двух семейств характеристик:  

1

2

,
2 .

y x C
y x C

− =
 − =

 

 С помощью характеристик сделаем замену переменных  

,
2 .

y x
y x

ξ = −
η = −

 

Выразим частные производные по старым переменным через 
частные производные по новым переменным: 

2 ,
u u u u u

x x x

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = − −
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η
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( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

1 2 2 1 2 4 4 ,

u u u u u

x x x xx

u u u u u u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= − + − + =   ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ ∂ξ ∂η   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − − − − − − = + +   ∂ξ∂η ∂η∂ξ ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η   

 

,
u u u u u

y y y

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= + = +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

 

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 22 ,
u u u u u u u u

y y y yy

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ ∂= + + + = + +
∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂ ∂ξ∂η∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η

 

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2

2 3 2 .

u u u u u

x y y y y y

u u u u u u u

   ∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η= − + − + =   ∂ ∂ ∂ ∂ξ∂η ∂ ∂η∂ξ ∂ ∂∂ξ ∂η   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + − + = − − −   ∂ξ∂η ∂η∂ξ ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η   

 

Подставляя эти значения в исходное уравнение, получим 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2 2

4 4 3 3 2

 2 2 0

u u u u u u

u u u

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + − − − + ∂ξ∂η ∂ξ∂η∂ξ ∂η ∂ξ ∂η 
 ∂ ∂ ∂+ + + = ∂ξ∂η∂ξ ∂η 

 

или 
2

0.
u∂ =

∂ξ∂η
 

Общее решение этого ДУ имеет вид ( ),u u= ξ η =  

( ) ( ) ( ) ( ),G d h g h= ξ ξ + η = ξ + η  где g  и h  – произвольные два-

жды дифференцируемые функции. Найдем их. Возвращаемся к 
старым переменным: ( ) ( )2u g y x h y x= − + −  и, используя началь-

ные данные, имеем: 

( ) ( )2
0

,
x

y u g y h y== = +  

( ) ( )
0

0 2 ,
x

u
g y h y

x =

∂ ′ ′= = − −
∂
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( ) ( )
( ) ( )

2,

2 0,

g y h y y

g y h y

 + =
 ′ ′+ =


( ) ( )
( ) ( )

2,

2 ,

g y h y y

g y h y C

 + =
 + =


( )
( )

2

2

2 ,

.

g y C y

h y C y

 = − +


= −
 

Тогда искомое решение будет иметь вид 

( ) ( ) ( )2 2 2 2, 2 2 2 4 2u x y C y x C y x y xy x= − + − + − − = − + −  
2 2 2 24 4 2 .y xy x y x− + − = −  

 

 
Задания для самостоятельной работы 

3Б2. Найти решение уравнения 
2 2 2

2 25 6 0,
u u u

x yx y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂∂ ∂

 удо-

влетворяющее начальным условиям 
0

0,
y

u = =  
0

2 .
y

u
x

y =

∂ =
∂

 

Ответ: ( ) 25
, 2 .

6
u x y xy y= −  

3Б3. Найти решение уравнения 
2 2

2 2

1
0,

2

u u u
x

xx y

∂ ∂ ∂− + =
∂∂ ∂

 0,x >  

удовлетворяющее начальным условиям 
0

,
y

u x= =  
0

0.
y

u

y =

∂ =
∂

 

Ответ: ( ) 21
, .

4
u x y y x= +  

 

Индивидуальные задания 
Привести к каноническому виду ДУ: 

1. 
2 2 2

2 23 4 2 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

2. 
2 2 2

2 24 4 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

3. 
2 2 2

2 22 2 0.
u u u

x yx y

∂ ∂ ∂− + =
∂ ∂∂ ∂

 

4. 
2 2 2

2 24 5 2 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
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5. 
2 2 2

2 22 3 2 6 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

6. 
2 2 2

2 25 4 2 0.
u x u u

x y yx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

7. 
2 2 2

2 22 3 4 2 0.
u u u u u

u
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

8. 
2 2 2

2 22 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

9. 
2 2 2

2 26 10 2 0.
u u u u

u
x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂+ + − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

10. 
2 2 2

2 29 6 2 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

11. 
2 2 2

2 22 2 2 0.
u u u u

u
x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂− + − + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

12. 
2 2 2

2 210 25 4 0.
u u u u u

x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

13. 
2 2 2

2 22 3 4 0.
u u u u

u
x y yx y

∂ ∂ ∂ ∂− − + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

14. 
2 2 2

2 22 10 3 7 0.
u u u u

u
x y xx y

∂ ∂ ∂ ∂− + + + =
∂ ∂ ∂∂ ∂

 

15. 
2 2 2

2 24 4 5 0.
u u u u u

u
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + + − + =
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

 

 
 

3.4. Уравнения гиперболического типа 
 

Теоретический минимум 
Метод Даламбера. Одномерное волновое уравнение 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, где 
T

a =
ρ

, T – натяжение (сила, действующая на 
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струну перпендикулярно оси абсцисс и рассчитанная на единицу 
длины), ρ  – линейная плотность струны, описывает свободные 
колебания однородной струны. Это уравнение гиперболического 
типа, оно имеет две действительные характеристики: 1,x at C− =  

2.x at C+ =  Функция ( ) ( ) ( )1 2,u x t x at x at= θ − + θ +  является ре-

шением уравнения 
2 2

2
2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, если 1θ  и 2θ – произвольные два-

жды дифференцируемые функции. Это решение называется реше-
нием Даламбера.  

В случае, когда струна бесконечна , 0x t−∞ < < ∞ < < ∞  и за-

даны начальные условия ( )0t
u x= = ϕ  (начальное положение),  

( )
0t

u
x

t =

∂ = ψ
∂

 (начальная скорость), то искомое решение имеет вид 

(формула Даламбера): 

( ) ( ) ( ) ( )1
, .

2 2

x at

x at

x at x at
u x t d

a

+

−

ϕ − + ϕ +
= + ψ τ τ            (3.6) 

Формула (3.6) выражает классическое решение одномерного 
волнового уравнения в предположении, что ( )xϕ  имеет непре-

рывные производные до второго порядка включительно, а ( )xψ  – 

до первого.  
Задача Коши поставлена корректно. 
Метод Даламбера может быть использован и для решения за-

дачи о колебаниях струны, закрепленной на одном конце, т. е. для 
[ ]0, ,x l∈  где l  достаточно велико, а закрепленный конец струны 

находится в начале координат. Такую струну называют полубес-
конечной. При решении задачи о ее колебаниях, кроме начальных 
условий, нужно задавать условие на закрепленном конце: 

( ) ( )0, .u t g t=    
Решение уравнения колебания струны, закрепленной на 

концах, методом разделения переменных (методом Фурье). 
Метод разделения переменных (метод Фурье) в тех случаях, когда 
применим, позволяет расщепить  ДУ с ЧП для функции n  незави-
симых переменных на n  обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Для этого искомую функцию представляют в виде произ-
ведения. Рассмотрим суть данного метода на конкретном примере.  
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Пусть струна длиной l  расположена на участке 0 x l≤ ≤  и за-
креплена на концах. Если в начальный момент времени 0t =  стру-
ну вывести из положения равновесия, она будет совершать свобод-

ные колебания, которые описываются уравнением 
2 2

2
2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

. 

Поскольку концы струны закреплены, то ( ) ( )0, 0, , 0u t u l t= =  – 

это граничные условия для данной задачи. Начальные условия  

( ) ( ) ( ) ( ),0
,0 ,

u x
u x x x

t

∂
= ϕ = ψ

∂
 дают положение точек струны, т. е. 

ее форму, и их скорости в момент времени 0.t =  
Пусть требуется найти решение уравнения  

2 2
2

2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, 

удовлетворяющее начальным и граничным условиям 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),0
,0 , , 0, 0, , 0.

u x
u x x x u t u l t

t

∂
= ϕ = ψ = =

∂
 

Согласно методу Фурье, решение ищем в виде произведения 
функции ( ),X x  зависящей только от ,x  и функции ( ),T t  завися-
щей  только от ,t  каждая из которых впоследствии оказывается 
решением обыкновенного ДУ (см. с. 38–42). В результате  пред-
ставим решение в виде ряда 

( ) ( )
1 1

, , cos sin sin ,k k k
k k

ak ak k
u x t u x t a t b t x

l l l

∞ ∞

= =

π π π = = + 
 

     (3.7) 

где 

( )
1

0

2
sin ,k

k
a x xdx

l l

π= ϕ      ( )
1

0

2
sin .k

k
b x xdx

ak l

π= ψ
π        (3.8) 

Решение  

( ), cos sin sin sin sink k k k k
ak ak k ak k

u x t a t b t x A t x
l l l l l

π π π π π   = + = + ϕ   
   

 

называется собственным (здесь 2 2 ,k k ka b A+ =  
2 2

sin ,k
k

k k

a

a b
= ϕ

+
 

2 2
cos ).k

k

k k

b

a b
= ϕ

+
 



 3.4. Уравнения гиперболического типа 127 

Физический смысл собственного решения ( ), :ku x t  каждая 

фиксированная точка струны x  совершает гармонические колеба-

ния с частотой  
ak

l

π
 и постоянной амплитудой sin .k

k
A x

l

π
 Други-

ми словами, решение описывает стоячую волну. Частоты различ-

ных возможных колебаний кратны величине  ,
a T

l l

π π=
ρ

 которая 

определяется длиной l  струны, натяжением T  и плотностью ρ  
материала, из которого сделана струна.  

 

Практический минимум 
4А1. Используя формулу Даламбера, найти форму бесконеч-

ной струны, определяемой уравнением 
2 2

2 2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 при начальных 

условиях ( ), 0 sin ,u x x=  ( ), 0 cos
u

x x
t

∂ =
∂

 в момент времени 
2

π
. 

Исходя из условий задачи ( ) sin ,x xϕ =  ( ) cos ,x xψ =  найдем 

форму струны в момент времени :t   

( ) ( ) ( )sin sin 1 1
, cos sin cos sin

2 2 2

x t
x t

x t
x t

x t x t
u x t d x t

+
+
−

−

− + +
= + τ τ = + τ =  

( )sin cos sin cos sin .x t t x x t= + = +  

Полагая 
2

t
π= , получим , sin cos .

2 2
u x x x

π π   = + =   
   

 

4Б2. Струна, закрепленная на концах 0x =  и ,x l=  имеет в 

начальный момент форму параболы ( )2

4h
u x l x

l
= −  (рис. 3.1). Оп-

ределить смещение точек струны от оси абсцисс, если начальные 
скорости отсутствуют. 

Здесь ( ) ( ) ( )2

4
, 0.

h
x x l x x

l
ϕ = − ψ =  Найдем коэффициенты ря-

да, определяющего решение уравнения колебания струны: 

( ) ( )2
3

0 0

2 8
sin sin ,

l l

k
k h k x

a x xdx lx x dx
l l ll

π π= ϕ = −      0.kb =  
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Рис. 3.1 

 

Для нахождения коэффициента ka  дважды проинтегрируем 
по частям: 

( )2
1 1 1 1, sin , 2 , cos ,

k x l k x
u lx x dv dx du l x dx v

l k l

π π= − = = − = −
π

 

( ) ( )2
3 2

0 0

8 8
cos 2 cos ,

l l

k
h l k x h k x

a lx x l x dx
k l ll k l

π π= − − + −
π π   

т. е. 

( )2
0

8
2 cos ,

l

k
h k x

a l x dx
lk l

π= −
π   

2 2 2 22 , cos , 2 , sin ,
k x l k x

u l x dv dx du dx v
l k l

π π= − = = − =
π

 

( )2 2 2 2
0 0

8 16
2 sin sin

l l

k
h k x h k x

a l x dx
l lk l k l

π π= − + =
π π   

( ) ( )3 3 3 3 3 3
0

16 16 16
cos cos 1 1 1 .

l
kh k x h h

k
lk k k

π  = − = − π − = − − π π π
 

Подставляя выражения для ka  и kb  в равенство (3.7), получим 

( ) ( )3 3
1

16
, 1 1 cos sin .

k

k

h k at k x
u x t

l lk

∞

=

π π = − − π  

Если 2 ,k n=  то ( )1 1 0,
k− − =  а если 2 1,k n= +  то ( )1 1 2;

k− − =  
поэтому окончательно имеем 

( )
( )

( ) ( )
3 3

0

2 1 2 132 1
, cos sin .

2 1n

n at n xh
u x t

l ln

∞

=

+ π + π
=

π +
  

u 

x 0 l 

h 

2

l
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Задания для самостоятельной работы 

4А3. Найти решение уравнения 
2 2

2 2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 при начальных 

условиях: 

а) ( ) sin
,0

x
u x

x
= , ( ),0 0.

u
x

t

∂ =
∂

 

Ответ: ( ) 2 2 2

sin cos cos sin
, .

x x at at x at
u x t

x a t

−=
−

 

б) ( ) sin
,0

x
u x

x
= , ( ) 2,0

1

u x
x

t x

∂ =
∂ +

.  

Ответ: ( ) ( )
( )

2

2 2 2 2

1sin cos cos sin 1
, ln

4 1

x atx x at at x at
u x t

ax a t x at

+ +−= +
− − −

. 

в) ( ) 2,0
1

x
u x

x
=

+
, ( ),0 sin .

u
x x

t

∂ =
∂

 

Ответ: ( )
( ) ( )2 2

1
, sin sin .

2 1 1

x t x t
u x t x t

x t x t

 + −= + + 
+ + + −  

 

г) ( ) 2,0
1

x
u x

x
=

+
,  ( ),0 cos .

u
x x

t

∂ =
∂

  

Ответ: ( )
( ) ( )2 2

1 1 1
, sin cos .

2 1 1
u x t x t

x t x t

 
= + + 

+ + + −  
 

д) ( ) 2

,0 ,xu x e−=  ( ) 2,0
1

u x
x

t x

∂ =
∂ +

.  

Ответ: ( ) ( ) ( )
( )

2 2
2

2

11
, ch2 ln

4 1

x t x t
u x t e xt

a x t

− + + +
= ⋅ +

− −
. 

4Б4. Дана струна, закрепленная на концах 0x =  и .x l=  Пусть 
в начальный момент форма струны имеет вид ломаной ,OAB  
изображенной на рис. 3.2. Найти форму струны для любого мо-
мента времени ,t  если начальные скорости отсутствуют. 

Ответ: ( ) 2 2
1

8 1
, sin sin cos .

2k

h k k x k at
u x t

l lk

∞

=

π π π=
π   
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Рис. 3.2 

4Б5. Пусть начальные отклонения струны, закрепленной в 
точках 0x =  и ,x l=  равны нулю, а начальная скорость выражает-
ся формулой  

( )0 const при  ,
2 2

0 при .
2 2

l h
v x

u

t l h
x

 − <∂ = ∂  − >


 

Определить форму струны для любого момента времени .t  

Ответ: ( ) 0
2 2

1

4 1
, sin sin sin sin

2 2k

v l k k h k at k x
u x t

l l la k

∞

=

π π π π=
π  . 

4Б6. Струна закреплена на концах  0x =  и 3.x =  В начальный 
момент форма струны имеет вид ломаной ,OAB  где ( )0;0 ,O  

( )2; 0,1 ,A −  ( )3;0B (рис. 3.3). 

 
Рис. 3.3 

Найти форму струны для любого момента времени ,t  если 
начальные скорости точек струны отсутствуют. 

Ответ: ( ) 2 2
1

9 1 2
, sin sin cos

3 3 310 k

k k x k at
u x t

k

∞

=

π π π= −
π  . 

B 

u

x0 l

h

A

u 

x 0 

B 

A 

2

l



 3.4. Уравнения гиперболического типа 131 

4Б7. Струна, закрепленная в точках 0x =  и 1,x =  в начальный 
момент имеет форму ( )4 32 .u h x x x= − +  Найти форму струны для 
любого момента времени ,t  если начальные скорости точек стру-
ны отсутствуют.  

Ответ: ( )
( )

( ) ( )5 5
0

96 1
, sin 2 1 cos 2 1 .

2 1k

h
u x t k x k at

k

∞

=
= + π + π

π +
  

4Б8. Струна закреплена в точках 0x =  и .x l=  Начальные от-
клонения точек струны равны нулю, а начальная скорость выра-
жается формулой 

0

2cos при ,
2 2

0  при .
2 2

t

l
x

l h
xu

h
t

l h
x

=

  π −    − <∂ = ∂ 
 − >


 

Найти форму струны для любого момента времени .t  

Ответ: ( )
2

2 2 2 2 2
1

sin cos4 1 2, sin cos
k

k k h
hl k x k atlu x t

l la k l k h

∞

=

π π
π π=

π − . 

4А+Б9. Найти отклонение ( ),u x t  от положения равновесия 

закрепленной на концах 0x =  и x l=  однородной струны, если в 

начальный момент струна имела форму 
1 3

sin
8

x

l

π
, а начальные 

скорости отсутствовали.  

Ответ: ( ) 1 3 3
, cos sin .

8

a t
u x t x

l l

π π=  

4А+Б10. Найти отклонение ( ),u x t  от положения равновесия 

закрепленной на концах 0x =  и x l=  однородной горизонтальной 
струны, если в начальный момент точки струны находились в поло-

жении равновесия и ей была придана начальная скорость 
1 5

sin
3

x

l

π
.  

Ответ: ( ) 1 5 5
, sin sin .

15

a t
u x t x

a l l

π π = π 
 

4Б11. Найти колебания закрепленной на концах 0x =  и x l=  
однородной струны, находящейся в положении равновесия, если в 
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начальный момент времени ударом молоточка в точке 
3

l
x =  ей 

сообщается постоянная скорость  
0

0

при ,
3 2

0    при ,
3 2

t

l
v x

hu

t l
x

h
=

 π− <∂ = ∂ π − >


  

где 
h

π
 – ширина молоточка.   

Ответ: ( )
2

0
2 2

1

4 1
, sin sin sin sin

3 2k

v l k k k at k x
u x t

lh l la k

∞

=

π π π π=
π  . 

 
Индивидуальные задания 

Однородная струна, закрепленная на концах 0x =  и ,x l=  
имеет в начальный момент времени форму ( ), 0 ,u x  точкам струны 
сообщена начальная скорость .tu  Найти  отклонение струны для 
любого момента времени: 

1. , 0 1,  0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 1 , ,0 ,tu x x x u x x= − =  ( ) ( )0, 0, 1, 0.u t u t= =  

2. 
3

, 0 ,  0 ,
2tt xxu u x t= < < < < ∞   

( ) ( )3
, 0 , ,0 ,

2 tu x x x u x x = − = 
 

 ( ) 3
0, 0, , 0.

2
u t u t = = 

 
 

3. 4 , 0 2,  0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 2 , , 0 2,tu x x x u x x= − = −  ( ) ( )0, 0, 2, 0.u t u t= =  

4. 9 , 0 3,  0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 3 , , 0 3,tu x x x u x x= − = −   ( ) ( )0, 0, 3, 0.u t u t= =  

5. 
1 1

, 0 ,  0 ,
16 4tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( )1
, 0 , , 0 ,

4 tu x x x u x x = − = 
 

    ( ) 1
0, 0,  , 0.

4
u t u t = = 

 
 

6. 
4

, 0 1,  0 ,
9tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 1 , ,0 1,tu x x x u x x= − = −   ( ) ( )0, 0, 1, 0.u t u t= =  
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7. 16 , 0 2,  0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 2 , ,0 ,tu x x x u x x= − =      ( ) ( )0, 0,  2, 0.u t u t= =  

8. 36 , 0 5, 0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 5 , ,0 5,tu x x x u x x= − = −  ( ) ( )0, 0, 5, 0.u t u t= =  

9. 
1 3

, 0 , 0 ,
4 2tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( )3
, 0 , , 0 ,

2 tu x x x u x x = − = 
 

 ( ) 3
0, 0, , 0.

2
u t u t = = 

 
 

10. , 0 1, 0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 1 , ,0 1,tu x x x u x x= − = −  ( ) ( )0, 0,  1, 0.u t u t= =  

11. 25 , 0 4, 0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 4 , , 0 ,tu x x x u x x= − =  ( ) ( )0, 0, 5, 0.u t u t= =  

12. 
1

, 0 3,  0 ,
81tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 3 , ,0 3,tu x x x u x x= − = −  ( ) ( )0, 0,  3, 0.u t u t= =  

13. 
9

, 0 2,  0 ,
4tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ),0 2 , , 0 ,tu x x x u x x= − =  ( ) ( )0, 0, 2, 0.u t u t= =  

14. 4 , 0 1,  0 ,tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 1 , , 0 1,tu x x x u x x= − = −  ( ) ( )0, 0, 1, 0.u t u t= =  

15. 
16

, 0 3,  0 ,
9tt xxu u x t= < < < < ∞  

( ) ( ) ( ), 0 3 , , 0 ,tu x x x u x x= − =  ( ) ( )0, 0, 3, 0.u t u t= =  
 
 
3.5. Уравнения параболического типа 

 

Теоретический минимум 
Метод разделения переменных решения смешанной зада-

чи для одномерного уравнения теплопроводности. Уравнение 
теплопроводности относится к уравнениям параболического типа, 
описывающим процессы, необратимые во времени. Простейшим 
процессом такого типа является охлаждение бесконечного стержня. 
Задача заключается в следующем: в начальный момент времени 
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0t =  температура неравномерно нагретого стержня задана функ-
цией  ( ) ( ),0 .u x x= ϕ  Требуется найти распределение температур 
для любого 0.t >  Будем считать, что стержень очень длинный, и 
можно не учитывать температурные условия на его концах. Это 
означает, что граничных условий нет.  

При отсутствии тепловых источников температура ( ),u x t  раз-

личных точек стержня описывается уравнением 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, 

.x−∞ < < +∞  

В уравнении 2 k
a =

ργ
, где k  – коэффициент внутренней теп-

лопроводности; ρ – плотность вещества, из которого изготовлен 

стержень; γ – теплоемкость вещества, таким образом, 2a  характе-
ризует физические свойства тела. 

Применив метод преобразования Фурье (см. с. 68–72), полу-
чаем решение уравнения в виде интеграла: ( ),  u x t =

( )
( )2

241
.

2

x

a te d
a t

ξ−+∞ −

−∞
= ϕ ξ ξ

π   

Если стержень ограничен с одной стороны, то решение уравне-

ния 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, удовлетворяющее начальному условию ( ), 0u x =

( )x= ϕ  и краевому условию ( ) ( )0, ,u t t= ψ  выражается формулой  

( ) ( )
( ) ( )2 2

2 24 4

0

1
,  

2

x x

a t a tu x t e e d
a t

ξ− ξ++∞ − −
= ϕ ξ ξ +

π   

( ) ( ) ( )
2

2 3
4

2

0

1
.

2

x
t

a te t d
a t

−
−−η+ ψ η − η η

π   

Пусть концы тонкого теплопроводящего стержня конечной 
длины l  погружены в тающий лед, в результате чего происходит 
его охлаждение. Требуется найти функцию распределения темпе-
ратуры ( ), ,u x t  которая является решением одномерного уравне-

ния теплопроводности 
2

2
2 ,

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 удовлетворяющим начально-
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му ( ) ( ),0 ,u x x= ϕ  ( )0,x l∈  и однородным граничным условиям 

( ) ( )0, 0, , 0.u t u l t= =   

Решение уравнения методом разделения переменных имеет вид 

( )
2

1

, sin ,
ka

t
l

k
k

kx
u x t C e

l

π ∞ − 
 

=

π=  

где ( )
0

2
sin .

l

k
k x

C x dx
l l

π= ϕ  

Решение задачи о распространении тепла в стержне, концы 
которого теплоизолированы (см. с. 55–60), т. е. со следующими  

краевыми условиями 
0

0,
x x l

u u

x x= =

∂ ∂= =
∂ ∂

 выражается формулой  

( )
2

0
1

, cos ,
ka

t
l

k
k

k x
u x t a e a

l

π ∞ − 
 

=

π= +  

где ( )
0

2
cos ,

l

k
k x

a x dx
l l

π= ϕ  ( )0
1

.
l

l

a x dx
l −

= ϕ  

Решение задачи Коши для уравнения теплопроводности с 
помощью преобразования Фурье. Алгоритм построения реше-
ния краевой задачи методом интегральных преобразований состо-
ит в следующем: 

1. Определяем интегральное преобразование по выбранным 
переменным искомого решения задачи и краевых условий. 

2. Записываем изображение дифференциального уравнения в 
частных производных и краевых условий. 

3. Решаем полученную задачу. Если решается одномерная за-
дача, то получаем обыкновенное дифференциальное уравнение. 

4. С помощью обратного интегрального преобразования нахо-
дим решение задачи. 

Распределение температуры в стержне описывается уравнени-

ем 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, ,x−∞ < < +∞  удовлетворяющее начальному  усло-

вию ( ) ( ), 0 .u x x= ϕ  

1. Находим преобразование Фурье ( ),U tξ  по переменной x  
решения ( ), ,u x t  а также  преобразование Фурье ( )F ξ  начальной 
функции из начального условия ( ) ( ), 0 :u x x= ϕ   
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( ) ( ) ( ) ( )1 1
, , , .

2 2
i x i xU t u x t e dx F x e dx

+∞ +∞
ξ ξ

−∞ −∞
ξ = ξ = ϕ

π π   

2. Записываем изображение Фурье уравнения теплопроводно-
сти и начального условия:  

( ) ( ) ( ) ( )2 2,
, , ,0 .

U t
a U t U F

t

∂ ξ
= − ξ ξ ξ = ξ

∂
 

3. Решаем задачу Коши для полученного дифференциального 
уравнения:  

( ) ( ) 2 2

, .a tU t F e− ξξ = ξ  

4. Искомое решение ( ),u x t  находим с помощью обратного 

преобразования Фурье: ( ) ( ) 2 21
, ,

2
a t i xu x t F e e d

+∞
− ξ − ξ

−∞
= ξ ξ

π   или, ис-

пользуя теорему о свертке,  ( ) ( )
( )2

241
, .

2

x

a tu x t e d
a t

−α∞ −

−∞
= ϕ α α

π   

 
Практический минимум 

5А+Б1. Концы тонкого однородного изолированного стержня 
длиной 3 м, начальная температура которого ( ) ( )3 ,x x xϕ = −  под-
держиваются при нулевой температуре. Определить температуру 
стержня в момент времени 0.t >  

Распределение температуры в стержне описывается одномер-

ным уравнением теплопроводности 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 с начальной тем-

пературой ( ) ( ) ( ),0 3 .u x x x x= ϕ = −  

Решая методом Фурье разделения переменных, получим 

( ) ( )
3

0 0

2 2
sin 3 sin

3 3

l

k
k x k x

C x dx x x dx
l l

π π= ϕ = − =   

( ) ( )3 3 2

3
sin cos

3 3

u x x du x dx

k x k x
dv dx v

k

= − = −
= =π π= = −

π
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( ) ( )
3 3

00

3 32 3
cos 3 2 cos

3 3 3

x x k x k x
x dx

k k

 − π π = + − =
 π π 

  

3 2 2

3
cos sin

3 3

u x du dx

k x k x
dv dx v

k

= − = −
= =π π= =

π
 

( ) 3 33

2 2
000

3 3 22 6 12 3
sin sin cos

3 3 3

x k x k x k x
dx

k k k kk

 − π π π = + = − =
 π π π ππ 

  

( )
( )

( )
( )( ) ( )3 3 3 3

36 36 72
cos 1 1 1

2 1

k
k

k k k
= − π − = − − − =

π π − π
. 

Решение задачи имеет следующий вид:  

( )
( )

( ) ( ) 2
2 1

3
3 3

1

2 172 1
, sin .

32 1

k a
t

k

k x
u x t e

k

π − 
−∞  
 

=

π −
=

π −
  

5Б+С2. Для бесконечного однородного стержня с теплоизо-
лированной боковой поверхностью с заданной начальной темпе-

ратурой ( ) 2

, 0 xu x e−=  рассчитать распределение температуры, 

описываемой уравнением  
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

. 

Используя представление ( ) ( )
( )2

241
, ,

2

x

a tu x t f e d
a t

−α∞ −

−∞
= α α

π   

получим ( )
( )2

2
41

, .
2

x

tu x t e e d
t

−α∞ −−α

−∞
= α

π   Выполним следующие 

преобразования:   

( ) ( )2 2 2
2 4 1 2

4 4

x t x x

t t

− α α + − α +
α + = =  

( ) ( )
( )

2 2
22 2

24 1 2 4 14 1 4 1 .
4 4 1 2 4 1

x x
t x x t xxt t

t t t t

α + − α + + −  α + −+ +  = = +
 + + 
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Тогда  

( )
( )

( )

2

2 4 1

2 4 14 11
, .

2

t x
x

t ttu x t e e d
t

 α + − −∞−  + +

−∞
= α

π   

В последнем интеграле сделаем замену   

( )
( )

4 1

2 4 1

t x

t t

α + −
β =

+
, 2 ,

4 1

t
d d

t
α = β

+
 

( )
2

2
4 11

, 2 .
4 12

x

t t
u x t e e d

tt

∞− −β+

−∞
= β

+π   

Известно, что
2

,e d
+∞

−β

−∞
β = π  поэтому окончательно получаем 

( ) ( )
2

1
4 12, 4 1 .
x

tu x t t e
−− += +   

 

Задания для самостоятельной работы 
5А3. Определить температуру в каждой точке медного стержня 

длиной 10 см с нетеплопроводной внешней поверхностью, если на 
концах стержня поддерживается температура, равная 0 C,°  а начальная 

температура составляет 
2

50sin
x

l

π
. Для меди известны следующие 

константы: 10,9 кал см с,k −= ⋅ ⋅  38,9 г см ,−ρ = ⋅  10,094 кал г .−γ = ⋅   

Ответ: ( )
2

25, 50sin , 1,07.
5

a
tk k

u x t e a
π − 

 π= = ≈
γρ

 

5А+Б4. Начальная температура тонкого однородного изоли-

рованного стержня длиной 6 м равна ( ) , 0 3,
,0

6 , 3 6.

x x
u x

x x

≤ ≤
=  − ≤ ≤

 

Концы его поддерживаются при нулевой температуре. Найти тем-
пературу стержня в момент времени 0.t >   

Ответ: ( ) ( )
( )

( ) ( ) 2
2 1

6
2 2

1

1 2 124
, sin .

62 1

k ak t

k

k x
u x t e

k

π + 
−∞  
 

=

− π +
=

π +
  

5А+Б5. Для прямолинейного однородного стержня, ось которого 
совпадает с осью Ox, температура ( ),u u x t=  его сечения с абсциссой x  
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в момент времени t  при отсутствии источника тепла удовлетворяет 

уравнению теплопроводности 
2

2
2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, где a  – постоянная. Оп- 

ределить распределение температуры для любого момента време-
ни t  в стержне длиной 100 см, если известно начальное распреде-
ление температуры ( ) ( ) ( ) ( ), 0 0,01 100 ;  0, 0 , 0 0.u x x x u u l= − = =  

Ответ: ( )
( )

( ) ( ) 2
2 1

100
3 3

1

2 1800 1
, sin .

1002 1

k a
t

k

k x
u x t e

k

π − 
−∞  
 

=

π −
=

π −
  

5А6. Найти решение уравнения теплопроводности 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, 

[ ]0, ,x∈ π  0t >  при начальном условии ( )
0

2
,

4t

x
u x t

=

π −= , 

[ ]0,x∈ π  и граничных условиях ( ) ( )
0

, , 0.
x x

u x t u x t
= =π

= =   

Ответ: ( ) 24

1

1 1
, sin 2 .

2
k t

k

u x t kx e
k

∞
−

=
=   

5Б7. В области 0 ,x l≤ ≤  0t ≥  найти решение уравнения 

2
t xxu a u′ ′′=  при начальном условии ( ),0

x
u x

l
=  и граничных услови-

ях ( )0, 0,u t =  ( ), .tu l t e−=  (Для приведения неоднородных гранич-

ных условий к однородным необходимо произвести замену 

( ) ( ), , .)tx
u x t v x t e

l
−= +  

Ответ: ( ) ( )
( )( )

2
2

2 2
1

12
, sin .

kak
t

t tl

k

x l kx
u x t e e e

l lk k a l

π ∞ − − − 

=

 − π  = + −
 π π −  

  

5Б+С8. Определить распределение температуры в бесконеч-
ном однородном стержне с теплоизолированной боковой поверх-

ностью, описываемое ДУ с ЧП 
2

24
u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, если начальная темпе-

ратура ( ) 22, 0 .x xu x e −=  

Ответ: ( ) ( )
221

12, 1 .
x x t

tu x t t e
− +

− += +  
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5Б+С9. Определить распределение температуры в бесконеч-
ном однородном стержне с теплоизолированной боковой поверх-

ностью, описываемое ДУ с ЧП 
2

2

u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, если начальная темпера-

тура ( ) 2

,0 .xu x xe−=  

Ответ: ( )
( )

2

4 1
3, .

4 1

x

tx
u x t e

t

−
+=

+
 

5Б+С10. Решить задачу Коши 
2

24
u u

t x

∂ ∂=
∂ ∂

, ( ) 2

, 0 sin .xu x x e−=  

Ответ: ( ) ( ) ( )
24

1
4 1

2, 1 sin .
1

x t

tx
u x t t e

t

+−− += +
+

 

 
Индивидуальные задания 

Для тонкого однородного изолированного стержня длиной ,l  
ось которого совпадает с осью ,Ox  температура ( ),u u x t=  его се-
чения с абсциссой x  в момент времени t  при отсутствии источни-
ков тепла удовлетворяет уравнению теплопроводности 2

t xxu a u′ ′′= , 
где a  – постоянная. Определить распределение температуры для 
любого момента времени ,t  если известно начальное распределе-
ние температуры ( ), 0u x  и начальные условия: 

( ) ( ) ( )

2 3
, 0 ,

3 21. 16 , 0 3, 0, ,0 0, 3, 0.
3

3 , 3,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤

 

( ) ( ) ( )
2, 0 1,

2. , 0 2, 0, ,0 0, 2, 0.
2 ,1 2,

t xx

x x
u u x t u x u t u t

x x

 ≤ ≤′ ′′= < < > = = =
− < ≤

 

( ) ( ) ( )

22 5
,0 ,

5 23. 25 , 0 5, 0, ,0 0, 5, 0.
5

5 , 5,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤
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( ) ( ) ( )
2

,0 2,
4. 16 , 0 4, 0, ,0 0, 4, 0.2

4 , 2 4,
t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤

 

( ) ( ) ( )

22 5
,0 ,

5 25. 4 , 0 5, 0, ,0 0, 5, 0.
5

5 , 5,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤


 

( ) ( ) ( )

22 3
,0 ,

3 26. , 0 3, 0, ,0 0, 3, 0.
3

3 , 3,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤


 

( ) ( ) ( )

22 9
,0 ,

9 27. 25 , 0 9, 0, ,0 0, 9, 0.
9

9 , 9,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤


 

( ) ( ) ( )
2, 0 1,

8. 9 , 0 2, 0, ,0 0, 2, 0.
2 ,1 2,

t xx

x x
u u x t u x u t u t

x x

 ≤ ≤′ ′′= < < > = = =
− < ≤

 

( ) ( ) ( )
2

,0 2,
9. 4 ,0 4, 0, ,0 0, 4, 0.2

4 , 2 4,
t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤

 

( ) ( ) ( )
2

,0 4,
10. 16 , 0 8, 0, ,0 0, 8, 0.4

8 , 4 8,
t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤

 

( ) ( ) ( )

2 3
,0 ,

3 211. 36 , 0 3, 0, ,0 0, 3, 0.
3

3 , 3,
2

t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤


 

( ) ( ) ( )
2

,0 4,
12. 9 , 0 8, 0, ,0 0, 8, 0.4

8 , 4 8,
t xx

x
x

u u x t u x u t u t

x x


≤ ≤′ ′′= < < > = = =

 − < ≤
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( ) ( ) ( )
2

,0 3,13. 4 , 0 6, 0, ,0 0, 6, 0.3
6 , 3 6,

t xx

x
xu u x t u x u t u t

x x


 ≤ ≤′ ′′= < < > = = =
 − < ≤

 

( ) ( ) ( )
2, 0 1,

14. 16 , 0 2, 0, ,0 0, 2, 0.
2 ,1 2,t xx
x x

u u x t u x u t u t
x x

 ≤ ≤′ ′′= < < > = = = − < ≤
 

( ) ( ) ( )
2

,0 6,15. , 0 12, 0, ,0 0, 12, 0.6
12 , 6 12,

t xx

x
xu u x t u x u t u t

x x


 ≤ ≤′ ′′= < < > = = =
 − < ≤

 

 
 
3.6. Уравнения эллиптического типа 

 

Теоретический минимум 
Задача Дирихле для уравнения Лапласа в круге радиуса :R  

найти функцию ( ), ,u u x y=  удовлетворяющую уравнению Лапла-

са 0uΔ =  внутри области, ограниченной кругом радиуса R  с цен-
тром в начале координат, и принимающую на границе круга за-

данные значения: ( ),
r R

u f= = ϕ  где  
2 2

2 2 ;
u u

u
x y

∂ ∂Δ = +
∂ ∂

 ( ),r ϕ  – по-

лярные координаты точки ( ), ;x y  ( )f ϕ – заданная функция.  

В полярных координатах ( ),r ϕ  уравнение Лапласа имеет вид  

2

2 2

1 1
0.

u u
r

r r r r

∂ ∂ ∂  + = ∂ ∂ ∂ϕ 
 

Решение задачи Дирихле ищется в следующем виде:  

 ( ) ( )0

1

, cos sin ,
2

n
n n

n

a
u r a n b n r

∞

=
ϕ = + ϕ + ϕ                  (3.9) 

где коэффициенты определяются по формулам 

( )
2

0
0

1
,

2
a f d

π

= ϕ ϕ
π   ( )

2

0

1
cos ,n na f n d

R

π

= ϕ ϕ ϕ
π   

( )
2

0

1
sin .n nb f n d

R

π

= ϕ ϕ ϕ
π   
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Формулу решения задачи Дирихле для круга можно преобра-
зовать и выразить через интеграл Пуассона  

( ) ( ) ( )
2 22

2 2
0

1
, .

2 2 cos

R r
u r f t dt

R R r t r

π −ϕ =
π − − ϕ +  

Метод решения краевых задач, основанный на замене значе-
ний дифференциальных операторов конечными разностями, т. е. 
приближенными значениями, выраженными через значения функ-
ций в отдельных дискретных точках, называется методом конеч-
ных разностей, или методом сеток. 

При таком подходе исходная задача приводится к решению 
алгебраического уравнения или системы алгебраических уравне-
ний, что является более простой задачей, чем первоначальная.  
В результате приближенно определяются числовые значения ис-
комой функции на некотором дискретном множестве точек, при-
надлежащем области, для которой поставлена задача. По этой 
причине рассматриваемый способ решения дифференциальных 
уравнений относится к численным методам. 

Постановка задачи Дирихле. Найти функцию ( , ),U x y  которая 
внутри некоторой плоской области G  удовлетворяет уравнению 
Лапласа  

2 2

2 2 0,
U U

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

                                 (3.10) 

а на границе Γобласти  G  – условию 

                     ( , ) ( , ),U x y f x yΓ =                                (3.11) 

где ( , )f x y − заданная непрерывная функция. 

Эта задача называется первой краевой задачей. Ее решение  
( , )U x y  описывает распределение тепла внутри области G  при из-

вестной температуре ( , )f x y  на границе области. 
Метод сеток, или метод конечных разностей, является од-

ним из самых распространенных методов численного решения 
уравнений математической физики. В его основе лежит идея заме-
ны производных конечно-разностными выражениями. Найдем 
приближенное решение уравнения Лапласа методом сеток. Прове-
дем два множества прямых  
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, ,x ih y kh= =                                   (3.12) 

где ,i k  − целые числа; h  − выбранный шаг сетки. Заменим об-
ласть G  сеткой, а границу области Γ – замкнутой ломаной линией 

∗Γ  (рис. 3.4). 
 

 

Рис. 3.4 

Точки пересечения прямых называются узлами. Значения не-
известной функции ( , )U x y  в узлах сетки обозначим через 

( ), , ( , ).i k i kU U x y U ih kh= =  

Узел называется внутренним, если он принадлежит области .G  
Узел считается граничным, если он не является внутренним. Каж-
дый граничный узел должен иметь среди четырех соседних узлов 
(рис. 3.5) хотя бы один внутренний, иначе он исключается из сетки. 

В каждом узле границы ∗Γ  зададим значение функции 
( , ),f x y  равное значению функции ( , )f x y  в ближайшей точке 

границы .Γ  При этом в граничных узлах значения функции при-
нимаются равными значениям в соответствующих точках границы. 

Значения неизвестной функции будем рассматривать только в 
узлах сетки, которые принадлежат .G ∗+ Γ  

В каждом внутреннем узле заменим частные производные ко-
нечно-разностными выражениями  

 

y 

x 
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2
1, , 1,

2 2
,

2
,i k i k i k

x ih y kh

U U UU

x h
+ −

= =

− +∂ ≈
∂

 

2
, 1 , , 1

2 2
,

2
.i k i k i k

x ih y kh

U U UU

y h
+ −

= =

− +∂ ≈
∂

 

Подставим в уравнение (3.10) и сократим на 2:h   

1, , 1, , 1 , , 12 2 0.i k i k i k i k i k i kU U U U U U+ − + −− + + − + =  

Получим систему  

( ), 1, 1, , 1 , 1
1

.
4i k i k i k i k i kU U U U U− + − += + + +                  (3.13) 

 

 
Рис. 3.5 

 
Количество уравнений системы (3.13) равно количеству неиз-

вестных и равно количеству внутренних узлов. Система (3.13) 
совместна и имеет единственное решение, которое дает прибли-
женное значение решения ( , ).U x y    

Практический минимум 
6А+Б1. Найти стационарное распределение температуры на 

однородной тонкой круглой пластинке радиусом 5, верхняя поло-
вина границы которой поддерживается при температуре 20 C,°  а 
нижняя – при 0 C.°  

(i, k + 1) 

(i, k) 

(i, k – 1) 

(i – 1, k) (i + 1, k) 
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Задача сводится к задаче Дирихле для круга. Граничное условие 

( ) 20, 0 ,

0,  2 .
f

≤ ϕ < π
ϕ =  π ≤ ϕ < π

 

Найдем коэффициенты   

0
0

20
20,a d

π

= ϕ =
π   

0
0

20 20
cos sin 0,

5 5k k ka k d k
k

π
π= ϕ ϕ = ϕ =

π π  

( )0
0

20 20 20
sin cos cos 1

5 5 5k k k kb k d k k
k k

π
π= ϕ ϕ = − ϕ = π − =

π π π  

( ) 2 1

40
, нечетное,

2 1 5

0, четное.

k k
k

k

−
 −π −= 
 −

 

Решение задачи получим по формуле (3.9): 

( ) ( )
( )

2 1
2 1

1

sin 2 140
, 10 .

5 2 1
k

k
k

k
u r r

k

∞
−

−
=

− ϕ
ϕ = +

π −  

6А+Б2. Применяя метод сеток, найти решение уравнения  
Лапласа (3.10) внутри области G, ограниченной кривой :Γ   

2 2

1,
25 9

x y+ =                                    (3.14) 

если на границе Γ  решение удовлетворяет условию  

( , ) 0,5 .U x y x yΓ = +                             (3.15) 

Поскольку область симметрична относительно начала коор-
динат, найдем решение только в первой четверти. Возьмем шаг 

1h =  и построим сетку (рис. 3.6), которая покрывает область, огра-
ниченную эллипсом (3.14). 

Вычислим значения функции (3.15) в обозначенных гранич-
ных точках сетки. Например, для точки С на рис. 3.6 видно, что 

2,x =  а соответствующее неизвестное значение y найдем из усло-
вия (3.14), пользуясь в Excel формулой =3*КОРЕНЬ(1–D3*D3/25). 
Полученные значения поместим в таблицу (рис. 3.7). 
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Рис. 3.6 

 

 
Рис. 3.7 

 
Значения функции ( , )U x y  в граничных точках примем рав-

ными значениям в соответствующих точках границы, пронумеру-
ем узлы сетки и составим систему уравнений (3.13): 

[ ] ( )1 2 5 2 5
1 1

( ) 2 3 2 ,
4 4

U U A U U U U= + + = + +  

[ ] ( )2 1 3 6 1 3 6
1 1

( ) 3,4394 ,
4 4

U U B U U U U U U= + + + = + + +  

[ ] ( )3 2 4 7 2 4 7
1 1

( ) 3,7495 ,
4 4

U U C U U U U U U= + + + = + + +  

[ ] ( )4 3 8 3 8
1 1

( ) ( ) 7,7 ,
4 4

U U D U U E U U U= + + + = + +  

( )5 1 6 10
1

2 ,
4

U U U U= + +  

( )6 2 5 7 11
1

,
4

U U U U U= + + +  

y 

 x 

A B 
C

D

E

F

K 

1 2 3 4 

5 6 7 8 9 

10 11 12 13 14 
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( )7 3 6 8 12
1

,
4

U U U U U= + + +  

( )8 4 7 9 13
1

,
4

U U U U U= + + +  

[ ] ( )9 8 14 8 14
1 1

( ) ( ) 7,157 ,
4 4

U U F U U E U U U= + + + = + +  

( )10 5 11
1

2 2 ,
4

U U U= +  

( )11 6 10 12
1

2 ,
4

U U U U= + +  

( )12 7 11 13
1

2 ,
4

U U U U= + +  

( )13 8 12 14
1

2 ,
4

U U U U= + +  

[ ] ( )14 9 13 9 13
1 1

2 ( ) 2,5 2 .
4 4

U U U U K U U= + + = + +  

Слагаемые, содержащие неизвестные переменные, запишем 
слева, а свободные члены – справа. В результате получим систему 
алгебраических уравнений, которую решим матричным методом 
по формуле 1 .X A B−=  В нашем случае матрица А − матрица ко-
эффициентов при неизвестных − записана в диапазоне ячеек 
А9:N22, матрица В − столбец свободных членов − записана в 
ячейках Р9:Р22 (рис. 3.8). 

 

 
Рис. 3.8 
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Найдем обратную матрицу 1.A−  Выделим область соответ-
ствующего размера (диапазон А25:N38) для записи обратной мат-
рицы. Вызовем формулу массива  

xf → Математические → МОБР → ОК. 

Зададим адреса матрицы А А8:N22 и нажмем Ctrl + Shift + En-
ter для выполнения действия. 

Умножим матрицу 1A−  на В и результат запишем в ячейках 
Р25:Р38. Для этого выделим диапазон ячеек Р25:Р38. Вызовем 
формулу массива  

xf → Математические → МУМНОЖ → ОК. 

Зададим адреса перемножаемых матриц А25:N38 и Р9:Р22 и 
нажмем Ctrl + Shift + Enter для выполнения действия (рис. 3.9). 

 

  
Рис. 3.9 

 
Приближенное решение задачи записано в ячейках F41:K44, 

причем граничные значения выделены цветом.  
 

Задания для самостоятельной работы 
6А+Б3. Найти гармоническую в единичном круге функцию, 

если ее граничные значения ( ) .f ϕ = ϕ   
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Ответ: ( ) ( )
( )

2 1
2

1

cos 2 14
, .

2 2 1
k

k

k
u r r

k

∞
−

=

− ϕπϕ = −
π −
  

6А+Б4. Определить гармоническую функцию в круге радиуса 
1

2
, если ее граничные значения 

1
, sign ,

2
u  ϕ = ϕ 
 

 .−π < ϕ < π  

Ответ: ( ) ( )2 1
2 1

1

2 sin 2 14
, .

2 1

k
k

k

k
u r r

k

−∞
−

=

− ϕ
ϕ =

π −  

6А+Б5. Решить задачу Дирихле для уравнения Лапласа в круге  
а) 0,uΔ =  0 1,r≤ <  3

1
2cos ;

r
u = = ϕ  

б) 0,uΔ =  0 3,r≤ <  3
3

2sin ;
r

u = = ϕ  

в) 0,uΔ =  0 4,r≤ <  3
4

17sin .
r

u = = ϕ  

 
Индивидуальные задания 

Применяя метод сеток, найти решение уравнения Лапласа   
2 2

2 2 0
U U

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

для данной области G и при заданном граничном условии. Вы-
брать шаг сетки 1:h =  

1. 
2 2

1,
9 16

x y+ ≤  ( , ) .U x y x yΓ = +  

2. 2 2 16,x y+ ≤  ( , ) 2 .U x y x yΓ = +  

3. 
2 2

1,
9 16

x y+ ≤  ( , ) .U x y x yΓ =  

4. 
2 2

1,
9 16

x y+ ≤  ( , ) 2 .U x y x yΓ = +  

5. 
2 2

1,
16 25

x y+ ≤  ( , ) .U x y x yΓ =  

6. 2 2 16,x y+ ≤  ( , ) 0,5 .U x y x yΓ = +  

7. 
2 2

1,
25 9

x y+ ≤  ( , ) .U x y x yΓ = +  
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8. 
2 2

1,
9 16

x y+ ≤  ( , ) 2 0,5 .U x y x yΓ = +  

9. 2 2 16,x y+ ≤  ( , ) 0,5 2 .U x y x yΓ = +  

10. 
2 2

1,
9 16

x y+ ≤  ( , ) 0,5 .U x y x yΓ = +  

11. 
2 2

1,
25 9

x y+ ≤  ( , ) 0,5 .U x y x yΓ =  

12. 2 2 16,x y+ ≤  ( , ) 0,5 0,5 .U x y x yΓ = +  

13. 
2 2

1,
16 25

x y+ ≤  ( , ) 0,5 .U x y x yΓ = +  

14. 
2 2

1,
9 25

x y+ ≤  ( , ) 0,5 .U x y x yΓ = +  

15. 2 2 25,x y+ ≤  ( , ) 0,5 0,5 .U x y x yΓ = +  
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ВОПРОСЫ  
ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ 

1. Дать определение дифференциального уравнения с част-
ными производными, записать его в общем виде. 

2. Записать линейное дифференциальное уравнение с част-
ными производными второго порядка в общем виде. 

3. Привести примеры основных дифференциальных уравне-
ний математической физики. 

4. Дать классификацию уравнений с частными производными 
второго порядка. Привести примеры. 

5. Записать канонический вид уравнения гиперболического 
типа, уравнения параболического типа, уравнения эллиптиче-
ского типа. 

6. Сформулировать постановку основных задач для диффе-
ренциальных уравнений второго порядка: задачу Коши, краевую 
задачу, смешанную задачу. 

7. Вывести уравнение колебаний струны. 
8. Сформулировать задачу Коши для волнового уравнения. 
9. Сформулировать краевую задачу о колебаниях струны, за-

крепленной на концах. 
10. Вывести формулу Даламбера для нахождения решения 

задачи Коши о колебаниях бесконечной струны. 
11. В чем заключается идея метода Фурье для нахождения 

решения краевой задачи о колебаниях струны, закрепленной на 
концах? 

12. Вывести уравнение распространения тепла в стержне. 
Сформулировать краевую задачу. 

13. Изложить метод Фурье для нахождения решения уравне-
ния теплопроводности. 

14. Привести алгоритм построения решения краевой задачи 
методом интегральных преобразований Фурье. 

15. Сформулировать краевые задачи для уравнения Лапласа. 
16. В чем заключается метод конечных разностей? 

4 
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СПРАВОЧНЫЙ МАТЕРИАЛ 

Линейное относительно  
старших производных ДУ с ЧП  

второго порядка 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2, 2 , ,
u u u

A x y B x y C x y
x yx y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂∂ ∂

 

( )2 2 2, , , , 0 .
u u

F x y u A B C
x y

 ∂ ∂= + + ≠ ∂ ∂ 
 

Классификация уравнений второго порядка 

Если 2 0B AC− >  в области ,G  то уравнение гиперболическо-
го типа. 

Если 2 0B AC− =  – параболического типа. 
Если 2 0B AC− <  – эллиптического типа. 

 
Канонический вид уравнения второго порядка 

Каноническое уравнение гиперболического типа 

2

, , , ,
u u u

F x y u
x y x y

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂ ∂ ∂ 
   

или 
2 2

2 2 , , , , .
u u u u

F x y u
x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂− =  ∂ ∂∂ ∂  
 

Каноническое уравнение параболического типа 

2

2 , , , , .
u u u

F x y u
x yx

 ∂ ∂ ∂=  ∂ ∂∂  
 

Каноническое уравнение эллиптического типа 

2 2

2 2 , , , , .
u u u u

F x y u
x yx y

 ∂ ∂ ∂ ∂+ =  ∂ ∂∂ ∂  
 

5 
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Дифференциальное уравнение характеристик уравнения 

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 2, 2 , ,
u u u

A x y B x y C x y F
x yx y

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂∂ ∂

 

есть ( ) ( ) ( )2 2, 2 , , 0.A x y dy B x y dxdy C x y dx− + =  

 
Задача Коши для неограниченной струны 

2 2
2

2 2

u u
a

t x

∂ ∂=
∂ ∂

 

при начальных условиях ( ) ( )0
0

, .
t

t

u
u x x

t=
=

∂= ϕ = ψ
∂

 

Решение: ( ) ( ) ( ) ( )1
,

2 2

x at

x at

x at x at
u x t d

a

+

−

ϕ + + ϕ −
= + ψ τ τ  

(формула Даламбера). 
 

Колебание полуограниченной струны 
2 2

2
2 2 , 0 , 0.
u u

a x t
t x

∂ ∂= < < +∞ >
∂ ∂

 

( ) ( )0 0
0

0, , .
x t

t

u
u u x x

y= =
=

∂= = ϕ = ψ
∂

 

Решение: ( ) ( ) ( ) ( )1
, ,

2 2

x at

x at

x at x at
u x t d

a

+

−

Φ + + Φ −
= + Ψ τ τ  

где ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
, 0, , 0,

        и    
, 0 , 0.

x x x x
x x

x x x x

ϕ > ψ >  Φ = Ψ = 
−ϕ − < −ψ − <  

 

 
Метод Фурье для уравнения колебаний ограниченной струны 

2 2
2

2 2 , 0 .
u u

a x l
t x

∂ ∂= < <
∂ ∂

 

Начальные условия: ( ) ( )0
0

, .
t

t

u
u x x

y=
=

∂= ϕ = ψ
∂
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Граничные условия: 0 0,   0.x x l
u u= == =  

Решение: ( )
1

, cos sin sin ,k k
k

k at k at k x
u x t a b

l l l

∞

=

π π π = + 
 

  

где ( ) ( )
0 0

2 2
sin ; sin .

l l

k k
k x k x

a x dx b x dx
l l k a l

π π= ϕ = ψ
π   

 
Уравнение теплопроводности для нестационарного случая 

2 2 2
2

2 2 2 .
u u y u

a
t x y z

 ∂ ∂ ∂ ∂= + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 
Распределение температуры в неограниченном стержне 

2
2

2 , .
u u

a x
t x

∂ ∂= −∞ < < +∞
∂ ∂

 

Начальное условие: ( )0
.

t
u f x= =  

Решение: ( ) ( ) ( )2

2

1
, exp

42

x
u x t f d

a ta t

+∞

−∞

 ξ −
= ξ − ξ 

 π  
  

(интеграл Пуассона). 
 

Распределение температуры в ограниченном стержне 

2
2

2 , 0 .
u u

a x l
t x

∂ ∂= < <
∂ ∂

 

Начальное условие: ( ) ( )
0

, .
t

u x t f x
=

=  

Граничные условия: 
0

, .
x x l

u A u B= == =  

Решение: ( )
2 2 2

2
1

, exp sin ,n
n

B A a n n x
u x t A x c t

l ll

∞

=

 − π π= + + − 
 

  

( ) ( )( )1

0

2 2
sin 1

l
n

n
n x

c x dx A B
l l n

+π= ϕ − + −
π . 
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Уравнение Лапласа 
2 2 2

2 2 2 0
u u u

x y z

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

 

или  

0,uΔ =  

где 
2 2 2

2 2 2x y z

∂ ∂ ∂Δ = + +
∂ ∂ ∂

 – оператор Лапласа. 

В плоском случае уравнение Лапласа имеет вид 
2 2

2 2 0.
u u

x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

 
Задача Дирихле для круга 

( )
2 2

2 2 0, ,
r R

u u
u f

x y =
∂ ∂+ = = ϕ
∂ ∂

 

где ,  rϕ – полярные координаты. 

Решение:   ( ) ( ) ( )
2 2

2 2

1
,

2 2 cos

R r
u r f t dt

R Rr t r

π

−π

−ϕ =
π − − ϕ +   

(интеграл Пуассона). 
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