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ФИЛЬТР С АДАПТАЦИЕЙ ПО ВЕРОЯТНОСТНОМУ КРИТЕРИЮ 

Проведен анализ основных недостатков существующих методов адаптивной фильтрации. 
Предложен вариант построения адаптивного цифрового фильтра с бесконечной импульсной ха-
рактеристикой, который характеризуется минимальным временем запаздывания при нестацио-
нарном исследуемом процессе за счет установления сигнала на основе показателя нестационар-
ности по критерию серий. Нестационарность вероятностных характеристик потока данных с вы-
хода аналогово-цифрового преобразователя приводит к появлению тренда, т. е. к отсутствию 
статистической независимости. Поскольку данные могут иметь разные функции распределения, 
то их исследования удобно проводить на основе свободных от распределений непараметриче-
ских методов, например, с помощью критерия серий или инверсий, причем первый вариант яв-
ляется более предпочтительным, поскольку не требует хранения всей выборки значений. 
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FILTER WITH ADAPTATION BY PROBABILITY CRITERIA 

The analysis of the main disadvantages of the existing methods of adaptive filtering is carried out. 
A variant of constructing an adaptive digital filter with an infinite pulse characteristic is proposed, 
which is characterized by a minimum delay time in the non-stationary process under study by establi-
shing a signal based on the non-stationary index according to the series criterion. The non-stationarity 
of the probabilistic characteristics of the data stream from the output of the analog-to-digital converter 
leads to the appearance of a trend, that is, to the lack of statistical independence. Since the data can 
have different distribution functions, it is convenient to study them on the basis of nonparametric me-
thods free of distributions, for example, using the criterion of series or inversions, the first option being 
more preferable because it does not require storage of the entire sample of values. 

Key words: adaptive filters, analog-to-digital converter, finite impulse response, series criterion, 
exponential filter.  

 
Введение. Для обработки в режиме реаль-

ного времени слабых сигналов с нестационар-
ным характером шумов и помех в измеритель-
ной технике [1], в системах исследования кон-
денсированных сред методами ядерного маг-
нитного резонанса [2], а также при измерении 
электрохимических характеристик [3] можно 
использовать цифровые адаптивные фильтры 
(АФ), обеспечивающие увеличение количества 
усредняемых значений при стационарном про-
цессе либо снижение при появлении нестацио-
нарности. Применение АФ актуально при ис-
пользовании для обработки сигнала контролле-
ров с быстродействующим аналогово-цифровым 
преобразователем (АЦП). В существующих ме-
тодах цифровой адаптивной фильтрации при-
меняют фильтры скользящего среднего с изме-
няемыми весовыми коэффициентами, имеющие 
конечную импульсную характеристику (КИХ). 
Весовые коэффициенты выбирают по вектору 

ошибки из перестраиваемой матрицы, рассчи-
тывают на основе минимизации ошибок гради-
ентным методом [4] или определяют методом 
наименьших квадратов [5]. 

Для реализации алгоритмов оценивания и 
расчета весовых коэффициентов необходима 
высокая вычислительная мощность, определя-
емая размерностью системы уравнений. Фильтр 
с КИХ требует большого объема памяти для 
хранения усредняемых значений и матрицы ве-
совых коэффициентов и имеет ограниченное 
возрастание точности с течением времени даже 
при соблюдении модельных и реальных значе-
ний сигнала и шума. Неидентичность реальных 
данных и теоретических значений, полученных 
на основе модели, может привести к неустой-
чивой работе АФ. При наличии нескольких ло-
кальных экстремумов в функциях ошибок вы-
бор весовых коэффициентов по градиентным 
методам приводит к экстремуму, который не 
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допускает получение минимального отклоне-
ния. Статистические методы определения ко-
эффициентов также не обеспечивают устойчи-
вость работы фильтра в случае нестационарно-
сти вероятностных характеристик процесса.  

Целью работы являлась разработка альтер-
нативного метода цифровой фильтрации, кото-
рый характеризуется минимальным временем 
запаздывания при нестационарном исследуе-
мом процессе и обладает бесконечной им-
пульсной характеристикой. 

Основная часть. Сущность предложенного 
цифрового АФ основывается на использовании 
критерия серий для оценки статистической не-
зависимости или тренда данных с АЦП. Неста-
ционарность вероятностных характеристик по-
тока данных приводит к появлению тренда, т. е. 
к отсутствию статистической независимости. 
Поскольку данные с АЦП могут иметь разные 
функции распределения, то их исследования 
удобно проводить на основе свободных от рас-
пределений непараметрических методов, на-
пример, с помощью критерия серий или инвер-
сий, причем первый вариант является более 
предпочтительным, поскольку не требует хра-
нения всей выборки значений [6, 7]. 

Серией называется последовательность одно-
типных наблюдений, перед и после которой сле-
дуют наблюдения противоположного типа или 
таковые вообще отсутствуют [8]. Для последова-
тельности N наблюдений случайной величины 
каждое наблюдение ( 1,2, , )iy i N=   можно от-
нести к одному из двух классов (+) или (–). При 
выполнении условия yi ≥ Yср, где Yср – среднее 
значение или медиана последовательности yi, на-
блюдение можно отнести к классу (+) (с ошибкой 
е ≥ 0); в противном случае наблюдение относится 
к классу (–) (е < 0). Наблюдения с е = 0 можно от-
брасывать или относить к классу предыдущего 
наблюдения. Число серий r в последовательности 
позволяет выяснить, являются ли отдельные ре-
зультаты статистически независимыми наблюде-
ниями одной случайной величины. Если после-
довательность N наблюдений состоит из незави-
симых исходов случайной величины, т. е. веро-
ятность отдельных исходов (+) или (–) не 
меняется, то число серий r является случайной 
величиной, распределенной по нормальному за-
кону, со средним значением и дисперсией [7]: 
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где N+, N– – число исходов, относящихся к 
классам (+) и (–) соответственно. 

При статистической независимости N+ = N– = 
= N / 2, что позволяет преобразовать среднее 
значение и дисперсию к виду [8] 
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Для малых N среднее число серий имеет 
вид 
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После определения μ, σ2 и r задается уро-
вень значимости и сравнивается эксперимен-
тальное число серий r с границами принятия 
гипотезы статистической независимости, опре-
деляемыми относительно μ по уровню значи-
мости. Если r окажется вне этой области, то ги-
потезу статистической независимости отверга-
ют с принятым уровнем значимости, в 
противном случае процесс считают статистиче-
ски независимым. В разработанном АФ ис-
пользовано определение уровня значимости, 
соответствующего принятию гипотезы стати-
стической независимости по μ, σ2 и r, т. е. 
уровня значимости, соответствующего грани-
цам [μ – r; μ + r]. Через уровень значимости 
или связанные с ним величины можно опреде-
лить вероятность статистической независимо-
сти данных.  

Функциональная схема АФ приведена на 
рис. 1. В фильтре применен непосредственный 
подсчет серий r в блоке 8, причем наблюдение 
с е = 0 получает знак ошибки предыдущего на-
блюдения (блок 7). Вместо непосредственного 
подсчета r можно находить N+ и N– за N наблю-
дений в реальном процессе с последующим 
расчетом r по формуле (1). Переменные на 
рис. 1 имеют следующее назначение: z – целая 
переменная состояния фильтра; c – целая по-
стоянная наращивания z; γ – вероятность стати-
стической независимости отсчетов за период 
числа наблюдений; i – переменная числа на-
блюдений; h – шаг дискретизации АЦП,  
k-й шаг дискретизации соответствует послед-
нему цифровому отсчету; e(kh), e((k – 1)h) – 
ошибки между цифровым отсчетом АЦП соот-
ветственно на k-м и на (k – 1)-м шагах дискре-
тизации и выходом фильтра; s(kh), s((k – 1)h) – 
знаки ошибки соответственно на k-м и на  
(k – 1)-м шагах дискретизации; N+, N– – соот-
ветственно число положительных (с положитель-
ной ошибкой) и отрицательных исходов за N на-
блюдений при их статистической независимости; 
σ – среднеквадратичное отклонение числа серий 
r за N наблюдений при их статистической незави-
симости (σ2

 – дисперсия); y(kh) – цифровой отсчет 
АЦП на последнем k-м шаге; Yср(kh) – среднее 
значение отсчетов АЦП за k шагов; ceil – опера-
ция округления до ближайшего большего целого; 
α – весовой коэффициент фильтра. 
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Рис. 1. Адаптивный фильтр: 

1 – АЦП; 2 – наращивание переменной состояния; 3 – инициализация начальных установок;  
4 – расчет среднего и дисперсии для N наблюдений при статистической независимости отсчетов;  
5 – вычисление весового коэффициента; 6 – авторегрессивная фильтрация скользящего среднего;  

7 – определение ошибки и ее знака; 8 – подсчет числа серий; 9 – проверка конца наблюдений;  
10 – наращивание переменной наблюдений при сохранении переменной состояния;  

11 – определение вероятности статистической независимости;  
12 – сброс переменной наблюдений с изменением переменной состояния 

 
Операцию авторегрессивной фильтрации 

выполняет экспоненциальный фильтр первого 
порядка, работа которого определяется уравне-
нием [9] 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )ср 1 1 .Y kh k h y kh= α − + − α  (4) 

На рис. 1 в блоке 6 уравнение (4) модифи-
цировано, это связано с экономией памяти за 

счет среднего значения на предыдущем шаге. 
Ее возможность обусловлена тем, что Yср(kh) 
фактически становится Yср((k – 1)h) с приходом 
на блок 6 нового цифрового отсчета с АЦП 
y(kh). Замена фильтра первого порядка на 
фильтр второго порядка с ненулевым значени-
ем коэффициента перед последним отсчетом 
приводит к увеличению времени вычислений, 
не влияя при этом на характеристики АФ. 
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9. 
i = N 

10. 
i = i + 1; z = z 

6. 
Yср(kh) = αYср(kh) + (1 – α)y(kh) 

5. 
α = 1 – 1 / z 

7. 
e(kh) = y(kh) – Yср(kh) 
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Сокращение памяти для хранения отдель-
ных значений усредняемой величины достига-
ется за счет фильтра с ненулевым значением 
коэффициента только перед последним значе-
нием усредняемой величины (блок 6 на 
рис. 1) [9]. Весовые коэффициенты перед ос-
тальными отдельными отсчетами равны нулю, 
что исключает необходимость хранения всех 
цифровых отсчетов АЦП, кроме последнего. 
Пошаговое возрастание точности для последо-
вательности статистически независимых дан-
ных со стационарными вероятностными харак-
теристиками обеспечивается благодаря нара-
щиванию постоянной состояния фильтра в 
блоке 2. При этом снижается весовой коэффи-
циент перед последним цифровым отсчетом и 
увеличивается вклад в последующую величину 
среднего значения предыдущего среднего 
(блок 5). Увеличение переменной состояния 
производится в цикле для каждого значения 
цифрового отсчета, причем в пределах одной 
последовательности N наблюдений отсчеты 
АЦП принимаются статистически независимы-
ми. Для каждого наблюдения анализируется 
знак ошибки (блок 7) и подсчитывается теку-
щее число серий знаков ошибок (блок 8). В ка-
честве текущего среднего значения при расчете 
ошибки используется выходной сигнал фильт-
ра. В каждом цикле проверяется условие дос-
тижения N наблюдений по значению перемен-
ной наблюдений i (блок 9). Если набор после-
довательности из N наблюдений не закончен, то 
производится наращивание i (блок 10) с после-
дующим переходом к наращиванию перемен-
ной состояния (к блоку 2). По достижению N 
переходят к определению вероятности стати-
стической независимости γ в законченной по-
следовательности (блок 11), которая произво-
дится сопоставлением экспериментального 
числа серий r, определенного в блоке 8, с рас-
четными характеристиками для N наблюдений 
при их статистической независимости, полу-
чаемыми в блоке 4 после инициализации на-
чальных установок. Вероятность статистиче-
ской независимости γ умножают на перемен-
ную состояния фильтра, округляют полученную 
величину до ближайшего большего целого зна-
чения, которое присваивают переменной со-
стояния фильтра, и сбрасывают переменную 
наблюдений (блок 12), после чего переходят  
к новому набору последовательности N наблю-
дений. 

Вероятность статистической независимости 
процесса в блоке 11 определяется как отноше-
ние плотности вероятности, соответствующей 
экспериментальному r, к плотности вероятно-
сти, соответствующей среднему числу серий μ, 
рассчитываемому по (3), при дисперсии σ2, 

найденной по (1), (2). Такое определение γ тре-
бует меньше вычислительных средств, чем 
критерии с непосредственным определением 
уровня значимости. Статистическая независи-
мость последовательности данных нарушается 
при появлении нестационарности случайного 
процесса, т. е. при непостоянстве вероятност-
ных характеристик (среднего значения, медиа-
ны и т. д.) случайного процесса, поэтому пред-
лагаемый алгоритм адаптируется к случайным 
нестационарным процессам в случае, когда 
спектральные составляющие дрейфа вероятно-
стных характеристик имеют период, превы-
шающий время выборки N наблюдений.  

Для определения γ в блоке 11 может слу-
жить кусочно-линейная аппроксимация вероят-
ностного критерия по отношению плотностей 
вероятности (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Определение статистической  

независимости γ для блока 11: 
линии 1–3 – по отношению плотностей вероятности 

(1 – по формуле (5) при K1 = 1;  
2 – кусочно-линейная аппроксимация по диапазонам  

отклонений от среднего значения σ, 2σ и 3σ;  
3 – кусочно-линейная аппроксимация по диапазону 

отклонений от среднего значения 3σ);  
линия 4 – по функции распределения серий 

 
Для оптимизации вычислительных ресурсов 

лучше использовать линию 3 на рис. 2, считая, 
что γ ≈ 0,01 при отклонении, большем или рав-
ном 3σ. Вероятность статистической независи-
мости также можно находить в виде 

 
( )2

2
1

exp
r

K

 − μ
 γ = −
 σ 

, (5) 

где K1 – коэффициент сжатия-растяжения вероят-
ности статистической независимости, 0 < K1 < ∞. 
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При K1 > 2 снижается скорость изменения весо-
вых коэффициентов фильтра, т. е. замедляется 
процесс адаптации, но снижается чувствитель-
ность к спектральным составляющим трендов, 
имеющим период, сопоставимый с длительно-
стью последовательности наблюдений. 

Для определения γ можно использовать 
функцию распределения случайной величины r, 
например вероятность попадания в интервал, 
не включающий [μ – r; μ + r], т. е. вероятность 
отклонения, превышающего либо равного от-
клонению экспериментального числа серий от 
среднего, рассчитываемого в предположении 
статистической независимости: 

 
2

1
1 exp .

22

x
dx

− μ γ = − − σσ π    (6) 

В некоторых случаях стационарность веро-
ятностных характеристик случайного процесса 
сохраняется и при отсутствии статистической 
независимости данных, что ограничивает об-
ласть применимости стандартного критерия се-
рий в АФ [10, 11]. Применимость АФ в таких 
случаях обеспечивается предположением, что 
серии распределены по закону, отличающемуся 
от нормального до некоторого значения R толь-
ко постоянным множителем. При получении 
r > R вероятностные характеристики процесса 
можно считать стационарными, несмотря на от-
сутствие статистической независимости данных 
при нормальном распределении серий. Тогда 
для числа серий можно ввести распределение: 

 

2
2

2

( )
( ) exp , ,

22

( ) 0, ,

K x
f x x R

f x x R

  − μ= − ≤  σσ π  
 = >

 (7) 

где K2 – коэффициент, определяемый из усло-
вия нормировки 

 ( ) 1.f x dx
+

−∞

=  (8) 

С учетом (8) распределение (7) преобразо-
вывается к виду 

 
1

( ) ( ), ,

( )

( ) 0, ,

R
f x g x x R

g x dx

f x x R
−∞

 = ≤



 = >

  (9) 

где 

2

2

( )
( ) exp

2

x
g x

 − μ= − σ 
. 

Для распределения, описываемого (9), в ка-
честве γ можно использовать вероятность по-
падания в интервал [–∞; r], т. е. функцию рас-
пределения F(x) 

 
1

( ) ( ) .

( )

r

R
F x g x dx

g x dx −∞

−∞

γ = = 


 (10) 

На рис. 2 показан вариант исполнения опера-
ции определения γ по функции распределения се-
рий в соответствии с (10) при R = μ. Формулу (10) 
можно модифицировать, заменив нижние преде-
лы в интегралах на единицу с учетом того, что 
экспериментальное число серий r ≥ 1, т. е. веро-
ятность статистической независимости данных в 
последовательности из N наблюдений определя-
ется как нормированная вероятность попадания 
числа серий в интервал от единицы до значения 
экспериментального числа серий r. 

Ограниченное время переходного процесса, 
реализующего операцию в блоке 6, обеспечива-
ется за счет снижения весового коэффициента 
перед предыдущим значением (значениями) 
среднего при увеличении коэффициента перед 
последним отсчетом АЦП, что происходит при 
изменении переменной состояния по вероятно-
сти статистической независимости.  

 

 
Рис. 3. Временные диаграммы цифровых сигналов:  
1 – цифровой сигнал на выходе АЦП без фильтра;  
2 – сигнал на выходе оптимизированного фильтра  

с неизменными характеристиками;  
3 – сигнал на выходе адаптивного фильтра 
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При близкой к нулю вероятности коэффи-
циент перед предыдущим значением среднего 
также приближается к нулю, а коэффициент 
перед последним цифровым отсчетом АЦП – 
к единице, т. е. в качестве среднего значения 
фильтра используется последний цифровой от-
счет. Статистическая независимость последова-
тельности данных нарушается при появлении 
нестационарности случайного процесса, т. е. 
при непостоянстве вероятностных характери-
стик (среднего значения, медианы и т. д.) слу-
чайного процесса, поэтому алгоритм адаптиру-
ется к случайным нестационарным процессам в 
случае, когда составляющие дрейфа вероятно-
стных характеристик имеют период, превы-
шающий время выборки N наблюдений. 

Заключение. Таким образом, проведенный 
анализ метода адаптивной фильтрации на основе 
критерия серий показал, что при появлении не-
стационарности запаздывание, соответствующее 
установлению нового значения, не превышает  
2–3 тактов. После чего фильтр переходит в но-
вое состояние с наращиванием времени усред-
нения. Временные диаграммы, характеризую-
щие работу АФ (рис. 3, кривая 3), показывают, 
что наряду с высокой скоростью установления в 
динамическом режиме при скачке входных дан-
ных разработанный фильтр обеспечивает воз-
растающее с течением времени ослабление слу-
чайных погрешностей в статическом режиме, 
что позволяет обеспечить снижение динамиче-
ских и случайных погрешностей. 
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