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В статье исследуются вопросы стабилизации скалярных гибридных дифференциально-разностных 
(ГДР) систем в шкалах линейных регуляторов по типу обратной связи. Рассматриваются простейший 
регулятор, не выводящий систему за пределы заданного класса, и более общий регулятор с инте-
гральными составляющими типа свертки. Представлены необходимые условия стабилизации с помо-
щью указанных регуляторов. Показано, что необходимое условие стабилизации с помощью регулятора 
с интегральными составляющими типа свертки является одновременно и достаточным. Получены ус-
ловия стабилизации системы простейшим регулятором. Приведен пример системы, для которой не 
существует простейшего регулятора, позволяющего ее стабилизировать, но находится регулятор с 
интегральными элементами. Результаты могут быть применены при синтезе управляющих воздейст-
вий в реальных системах управления, описывающихся дифференциально-разностными системами.  
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ON THE STABILIZATION OF SCALAR HYBRID 
DIFFERENTIAL-DIFFERENCE SYSTEMS 

This article explores the problem of scalar hybrid differential-difference systems in the scales of 
linear regulators according to the type of feedback. The simplest regulator of a given class as well as a 
general one with integral components of the convolution type are rigorously investigated. The neces-
sary conditions for stabilization with the mentioned regulators are presented. It is shown that the neces-
sary condition for stabilization with the help of a controller with integral components of the convolution 
type is simultaneously sufficient. The conditions for stabilization of the system by the simplest control-
ler are obtained. An example of the system that could be stabilized by a regulator with integral elements 
but not by a simplest regulator is provided. The results can be applied in the synthesis of control actions 
in real control systems described by differential-difference systems.  
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Введение. При изучении реальных физиче-
ских процессов наряду с динамическими (диф-
ференциальными) встречаются и алгебраиче-
ские (функциональные) зависимости. Такие 
процессы описываются дифференциально-
алгебраическими (DAE) системами (отдельные 
уравнения которых являются дифференциаль-
ными, другие – алгебраическими). Эти системы 
относятся к классу гибридных [1–10]. Следует, 
однако, признать, что термин «гибридные сис-
темы» перегружен [1–16]. 

Гибридность означает, вообще говоря, неод-
нородность в природе рассматриваемого про-
цесса или в методах его изучения. Понятие 
«гибридные системы» относят к системам, опи-
сывающим процессы или объекты с существен-
но различающимися характеристиками, напри-
мер, содержащие в основной динамике непре-
рывные и дискретные переменные (сигналы), 
детерминированные и случайные величины или 
воздействия и т. д., что, в конечном счете, и оп-
ределяет характер (природу) гибридных систем. 
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Имеется много причин для использования 
гибридных моделей – это, прежде всего, адек-
ватность данных моделей, обоснованное их  
упрощение, использование цифровых машин 
(управление с помощью компьютерных про-
грамм); гибридные системы возникают при мо-
делировании иерархической структуры реальных 
систем управления, в частности, при описании 
динамических, дискретных, стохастических 
подсистем, комплексных систем и т. д. 

Несмотря на бурное развитие теории гиб-
ридных систем, предмет изучения этой теории 
однозначно не обозначен (см. работы [1–16] и 
ссылки к ним).  

Классической в теории регулирования и 
теории динамических систем является пробле-
ма их устойчивости (особенно асимптотиче-
ской) и стабилизации.  

Ниже исследуются вопросы стабилизации 
гибридных дифференциально-разностных (ГДР) 
систем в шкалах линейных регуляторов по типу 
обратной связи.   

Основная часть. Рассмотрим стационар-
ную скалярную гибридную дифференциально-
разностную систему в симметрической относи-
тельно операторов дифференцирования и сдви-
га форме  

 1 11 1 12 2 1( ) ( ) ( ) ( ),x t a x t a x t b u t= + +  (1) 

 2 21 1 22 2 2( ) ( ) ( ) ( ), 0x t h a x t a x t b u t t+ = + + ≥  (2) 

с начальными условиями 

 1 10 2(0) , ( ) ( ), [0, ).x x x h= τ = ψ τ τ∈  (3) 

Здесь 1 2( ) , ( ) , ( ) ,x t R x kh R u t R∈ ∈ ∈  0,h >

11 12 21 22 1 2, , , , ,a a a a b b  −  действительные числа; 
( )u u= ⋅ −  внешнее (кусочно-непрерывное) воз-

действие −  управление; ( )ψ ⋅ −  начальная ку-
сочно-непрерывная функция.  

Под решением системы (1), (2) будем пони-
мать абсолютно непрерывную функцию 1( )x ⋅  и 
кусочно-непрерывную функцию 2 ( ),x ⋅  кото-
рые для всех 0t ≥  удовлетворяют уравне-
нию (2) и для почти всех 0t ≥  удовлетворяют 
уравнению (1). 

Такое решение начальной задачи (3) для 
каждого начального значения 10x  и кусочно-

непрерывной функции  существует, един-
ственно и может быть найдено методом интег-
рирования системы (1)–(3) «по шагам».  

Присоединим к системе шкалы (классы) 
линейной обратной связи в виде:  

1) простейшего регулятора   

 1 1 2 2( ) ( ) ( ),u t Q x t Q x t= +  (4) 

не выводящего замкнутую систему за пределы 
рассматриваемого класса;  

2) более общего регулятора с интегральны-
ми составляющими типа свертки  

1 1 2 2( ) ( ) ( )u t Q x t Q x t= + +  

 1 1 2 2
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,
t t

Q s x t s ds Q s x t h s ds+ − + + −   (5) 

где 1Q  и 2Q −  действительные числа; 1( )Q ⋅  и 

2 ( )Q ⋅ −  кусочно-непрерывные функции с ко-

нечным носителем 0,H >  1( ) 0,Q ⋅ ≡  2 ( ) 0Q ⋅ ≡  
для .t H>  

Задача. Исследовать задачу стабилизации 
системы (1), (2) в шкалах (4), (5), т. е. задачу 
отыскания регуляторов того или иного типа 
(отыскания чисел 1Q , 2 ,Q  функций 1( )Q ⋅ , 2 ( )),Q ⋅  
при которых замкнутая система является ус-
тойчивой в том или ином смысле – асимптоти-
чески устойчивой, если не оговорено иное. 

Рассмотрим невозмущенную ГДР-систему 
(1), (2), т. е. систему с выключенным управле-
нием ( ) 0u t =  при 0.t ≥  

Следуя методу Эйлера отыскания решений 
системы (1) в экспоненциальной форме в тео-
рии обыкновенных дифференциальных урав-
нений  

1 2( ) , ( ) ,t tx t e c y t e cλ λ= =  

получим характеристическое уравнение  

1 11 12

1

21 22

det ( ) 0, ,
n

h

I a a
C

a e aλ

λ − − 
= Δ λ = λ∈ 

− −  
 

которое назовем основным характеристическим 
уравнением системы (1), (2); здесь и далее C  – 
поле комплексных чисел. Корни уравнения 

1(λ) 0Δ =  назовем основными характеристиче-
скими значениями этой системы.  

Наряду с экспоненциальными решениями 
невозмущенной системы (1), (2) представляют 
интерес решения вида  

1 2

0, ,
( ) 0, ( ) 0,1,2, ..., 0,

, ,
k

h

t kh
x t x t k t

c t kh

≠≡ = = ≥
 λ =

 

где 00, 0 1c ≠ =  (назовем их импульсными ре-
шениями), подставляя которые в систему (1), 
(2), приходим к уравнению   

2 22 2det( ) ( ) 0, ,nI a Cλ − = Δ λ = λ∈  

которое назовем присоединенным характери-
стическим уравнением системы (1), (2), а его 
корни – присоединенными характеристически-
ми значениями этой системы. 

( )ψ ⋅
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Множество всех характеристических значений 
(основных и присоединенных) с учетом их кратно-
стей назовем спектром, а решения, его породив-
шие, – спектральными решениями системы (1), (2). 

Определения асимптотической и экспонен-
циальной устойчивости системы (1), (2) пони-
маются в соответствии с их классическими 
формулировками для обыкновенных систем. 

Определение. Невозмущенную систему (1), 
(2) будем называть спектрально устойчивой, 
если все ее спектральные решения являются 
асимптотически устойчивыми.  

Имеет место следующее утверждение. 
Утверждение 1. Для спектральной устой-

чивости невозмущенной системы (1), (2) необ-
ходимо и достаточно, чтобы  

1) все основные собственные значения име-
ли отрицательные действительные части; 

2) все присоединенные собственные значе-
ния λ  лежали в комплексной плоскости внутри 
единичного диска: 1.λ <  

Доказательство утверждения непосредст-
венно вытекает из вида спектральных решений. 

Понятие спектральной устойчивости явля-
ется некоторым ослаблением понятия асимпто-
тической устойчивости, однако во многих слу-
чаях решение представляется в виде линейных 
комбинаций спектральных решений; в таких 
случаях эти понятия равнозначны. 

В исследовании ГДР-систем приходится при-
менять к таким системам преобразование Лапла-
са. Поэтому возникает необходимость в экспо-
ненциальной оценке роста решений этих систем.  

Запишем систему (1), (2) в виде, более 
удобном для применения преобразования Лап-
ласа. Положим  

         2 3( ) ( ), 0.x t x t h t= − ≥  (6) 

Тогда система запишется в виде ГДР-сис-
темы запаздывающего типа 

 1 11 1 12 3 1( ) ( ) ( ) ( ),x t a x t a x t h b u t= + − +  (7) 

 3 21 1 22 3 2( ) ( ) ( ) ( ), 0x t a x t a x t h b u t t= + − + ≥  (8) 

с начальными условиями 

         1 10 3(0) , ( ) ( ), [ ,0).x x x h h= τ = ψ τ + τ∈ −  (9) 

Регуляторы (4), (5) перепишутся в виде 

 1 1 2 3( ) ( ) ( ),u t Q x t Q x t h= + −   (10) 

1 1 2 3( ) ( ) ( )u t Q x t Q x t h= + − +  

 1 1 2 3
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) .
t t

Q s x t s ds Q s x t s ds+ − + −   (11) 

Можно показать, что для каждого решения 

1( ),x ⋅  3( )x ⋅  системы (7), (8), порожденного на-

чальными данными (9) и кусочно-непрерывным 
управлением, имеющим не выше, чем экспо-
ненциальный рост (14), найдутся такие поло-
жительные числа L  и ,μ  что   

1 3( ) , ( ) .t tx t Le x t Leμ μ≤ ≤  

Таким образом, имеет место экспоненциаль-
ная оценка решений системы (7), (8) (а следова-
тельно, и системы (1), (2)), что позволяет приме-
нять к этим системам преобразование Лапласа.  

Отметим, что спектры систем (7), (8) и (1), 
(2) совпадают. 

Перейдем к необходимым условиям стаби-
лизируемости. 

Теорема 1. Если система (1), (2) является 
стабилизируемой в шкале (4) (или (5)), то  

rank 11 12 1

21 22 2

2, Re 0.
1

h

h

a a e b

a a e b

−λ

−λ

 λ − −
= λ > 

− −  
  (12) 

Доказательство. Предположим противное: 
система (1), (2) стабилизируема (регулятором (4) 
или (5)), а условие (12) не выполняется, т. е. су-
ществует в общем случае комплексное число 

* *, Re 0,Cλ ∈ λ > и числа 1c  и 2c  такие, что 

[ ]1 2, 0,c c ≠  

*

*
11 12 1

1 2

21 22 2

[ , ] 0.
h

a a b
c c

a e a bλ

 λ − −
= 

 − − 
 

Вдоль решений системы (1), (2) имеем 

(

) (

) (

)

*

*

* * *

* *

*

1 1 11 1 12 2
0

1 2 2 21 1 22 2
0

2 1 1 1 10 1
0

11 1 1 12 2 1 1
0 0

2 2

0 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ×

× ( ) ( )

t

t

t
t

t t

t
s h

h

c e x a x a x

b u d c e x h a x a x

b u d c e x t c x e c

a x d e c a x d e c b

u d e c x s ds

−λ τ

−λ τ

−λ −λ τ

−λ τ −λ τ

+
−λ +λ

= τ − τ − τ −

− τ τ + τ + − τ − τ −

− τ τ = − + λ −

− τ τ − τ τ −

τ τ + −







 



*

* *

* * * * *

2 21 1
0

2 22 2 2 2 1 10
0 0

1 1 2 2 2
0

( )

( ) ( )

( ) ( ) ×

h t

t t

t h h
t s h s h

t

e c a x d

e c a x d e c b u d c x

c e x t e c x s ds e c

−λ τ

−λ τ −λ τ

+
−λ −λ +λ −λ +λ

τ τ −

− τ τ − τ τ = − +

+ + −

 

 

 

 

( )* *

* * *

*
2 1 11 1 1

0 0

12 2 1 1 2 2
0 0

× ( ) ( ) ×

× ( ) ( ) ( )

t t

t t
s h

x s ds e c a x d e c

a x d e c b u d e c x s ds

−λ τ −λ τ

−λ τ −λ +λ

+ λ − τ τ −

τ τ − τ τ + −

 

 
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* * *

2 21 1 2 22 2 2
0 0 0

( ) ( ) ×
t t t

e c a x d e c a x d e c−λ τ −λ τ −λ τ− τ τ − τ τ −    

* * *( )
2 1 10 1 1 2

0

× ( ) ( ) ×
h

t t hb u d c x c e x t e e c−λ −λ − −λ ττ τ − + +   

(* * * *
2 2 1

0 0

× ( ) ( )
h t

hx t d e e c d e cλ −λ τ −λ τ+ τ τ − ψ τ τ + λ −   

)

( )

* *

* *

11 1 1 12 2 1 1
0 0

2 22 2
0

( ) ( ) ×

× ( ) ( )

t t

t
h

a x d e c a x d e c b

u d e c e a x d

−λ τ −λ τ

−λ τ λ

− τ τ − τ τ −

τ τ + − τ τ −

 


 

( )( )

* * *

* * * *

*

2 21 1 2 2 1 1
0 0

( )
2 2 1 10 2

0 0

*
1 11 2 21 1

0

( ) ( ) ( )

( ) ×

× ( ) ( )

t t
t

h h
t h h

t

e c a x d e c b u d c e x t

e e c x t d c x e e c

d e c a c a x d

−λ τ −λ τ −λ

−λ − −λ τ λ −λ τ

−λ τ

− τ τ − τ τ = +

+ + τ τ − −

ψ τ τ + λ − − τ τ +

 

 



 

( )( )
( )

* *

* *

2 22 1 12 2
0

1 1 2 2 1 1
0

( )

( ) ( )

t
h

t
t

e c e a c a x d

e c b c b u d c e x t

−λ τ λ

−λ τ −λ

+ − − τ τ −

− + τ τ = +




 

* * * *( )
2 2 1 10 2

0 0

( ) ×
h h

t h he e c x t d c x e e c−λ − −λ τ λ −λ τ+ + τ τ − − 

[ ]*

*

*
11 12 1

1 2
0 21 22 2

× ( ) , ×
t

h

a a b
d e c c

a e a b

−λ τ
λ

 λ − −
ψ τ τ +  

 − − 
  

*
1

2 1 1

( )

× ( ) ( )

( )

t

x

x d c e x t

u

−λ

τ 
 τ τ = + 
 τ 

 

* *( )
2 2

0

( )
h

t he e c x t d−λ − −λ τ+ + τ τ −  

* *

1 10 2
0

( )
h

hc x e e c dλ −λ τ− − ψ τ τ   

* * *( )
1 1 2 2

0

( ) ( )
h

t t hc e x t e e c x t d−λ −λ − −λ τ+ + τ τ =  

* *

1 10 2
0

( ) .
h

hc x e e c dλ −λ τ= − ψ τ τ  

Поскольку по условию система (1), (2) ста-
билизируема, то найдется обратная связь – ста-
билизирующее управление (4) (или (5)), при 
котором замкнутая система (1), (2), (4) (или (1), 
(2), (5)) асимптотически устойчива, стало быть,  

1lim ( ) 0,
t

x t
→+∞

=  
2lim ( ) 0.

t
x t

→+∞
=  Поэтому левая 

часть в полученном равенстве стремится к ну-

лю при t → +∞  в случае *Re 0,λ >  в то время 
как правую часть можно отграничить от нуля за 
счет выбора начальных данных. Полученное 
противоречие доказывает справедливость ут-
верждения теоремы 1.  

Теорема 2. Если система является стабили-
зируемой в шкале (4) (или (5)), то  

     rank [ ]22 2 1, , 1.a b Cλ − = ∀λ ∈ λ <        (13) 

Доказательство. Предположим противное: 
система (1), (2) стабилизируема (регулято-
ром (4) или (5)), а условие (13) не выполняется, 
т. е. существует в общем случае комплексное 

число * *, 1,Cλ ∈ λ ≥  и число 2c  такое, что  

*
2 2 22 20, λ 0.c c a b ≠ − =   

Поскольку система (1), (2) стабилизируема, 
то найдется линейная обратная связь, при кото-
рой все решения соответствующей замкнутой 
системы со временем затухают. В силу уравне-
ния (2) вдоль импульсных решений с учетом 
вышеуказанного условия имеем 

2 2 2 22 2 2( ) ( ( ) ( ))c x kh h c a x kh b u kh+ = + =  
* * 1

2 2 2( ) ... ( ) (0),kc x kh c+= λ = = λ ψ   

стало быть, 
1*

2 2 2( ) (0) .
k

c x kh h c
+

+ = λ ψ  

Как и при доказательстве теоремы 1, заклю-
чаем, что левая часть последнего равенства при 
неограниченном возрастании времени стремит-
ся к нулю, а правая нет (при подходящем выбо-
ре значения (0)).ψ  Полученное противоречие 
завершает доказательство теоремы 2. 

Будем считать, что необходимые усло-
вия (12), (13) стабилизируемости выполнены. 
Тогда в системе (1), (2) либо   

1) 2 0;b ≠  либо  

2) 2 220, 1.b a= <  

В первом случае 2( 0)b ≠  полагаем 

( )21 1 22 3
2

1
( ) ( ) ( ) ( ) , 0.u t a x t a x t h v t t

b
= − − − + ≥  (14) 

Присоединяя к системе (7), (8), (14) 

* * *
1 11 1 12 3 1( ) ( ) ( ) ( ),x t a x t a x t h b v t= + − +  

3( ) ( ),x t v t=                         (15) 

где * * * * *1
1 11 11 1 21 12 12 1 22

2

, , ,
b

b a a b a a a b a
b

= = − = −  ре-

гулятор (11) и применяя преобразование Лап-
ласа, перейдем в частотную область: 
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* * *
11 1 12 3 1

*
10 12 3

0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ( ), ,

ph

h
pt

p a x p a e x p b v p

x a e t dt x p v p p C

−

−

− − − =

= + ψ = ∈

  

   

здесь

0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) , 1,3pt pt
i ix p e x t dt v p e v t dt i

+∞ +∞
− −= = = − 

 

Лаплас-образы функций ( ), ( ), 0, 1,3.ix t v t t i≥ =  

Прежде всего заметим, что в случае *
11 0a <  

рассматриваемая система стабилизируема, и ста-
билизирующий регулятор можно выбрать в виде 

( ) 0, 0.v t t= ≥  Поэтому далее считаем, что *
11 0.a >  

Записывая регулятор в частотной области и 
принимая во внимание теорему об образе 
свертки и теорему Винера – Пэли об образе 
функции с конечным носителем [17], получаем 

* *
1 1 2 3 2

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

ptv p Q p x p Q p x p Q e t dt−= + + ψ
  

 

(последнее слагаемое можно опустить, так как 
при построенном регуляторе (11) оно автома-
тически учтется в частотной области в Лаплас-
образах начальных данных); здесь функции 
комплексной переменной p   

* *
1 1 1 2 1 2( ) ( ), ( ) ( ),phQ p Q Q p Q p Q e Q p−= + = +

 
 

1 1 2 2
0 0

( ) ( ) , ( ) ( )pt ptQ p e Q t dt Q p e Q t dt
+∞ +∞

− −= = 
 

 

являются целыми функциями конечной степе-
ни H как Лаплас-образы [17] функций с конеч-
ным носителем .H  

Рассмотрим характеристическое уравнение 
полученной замкнутой системы и потребуем, 
чтобы оно имело желаемый вид: 

* * * * * *
11 1 1 12 1 2

* *
1 2

* * * * * * * * *
11 1 1 2 11 2 1 1 2

* * * * * *
12 1 1 1 2 11

* * * * *
1 1 12 11 2

( ) ( )
0 det

( ) 1 ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) , 0

ph

ph

ph

p a b Q p a e b Q p

Q p Q p

p a b Q p pQ p a Q p b Q p Q p

a e Q p b Q p Q p p a

Q p b a e p a Q p p

−

−

−

 − − − −
= = 

− −  
= − − − + + −

− − = − −

− + − − = +α α> .  

Функции должны быть целыми, поэтому нули 
знаменателя должны быть нулями (той же кратно-
сти) числителя, для чего достаточно положить  

* * * *
* 11 1 1 12
2 *

11

( )( )
( ) ,

pha Q p b a e
Q p

p a

−α + + += −
−

 

*
11

*
11

1 1* *
1 12

, ( ) 0, ,
a h

a
Q Q p p C

b a e−

α += − ≡ ∈
+


     (16) 

что выполнимо, так как в силу условия (12)  

2

11 12 1

0
21 22 2

2 rank
1

ph

ph b

p a a e b

a a e b

−

− ≠

 − −
= = 

− −  
 

* * *
11 12 1rank =

0 1 1

php a a e b− − −=  
 

 

* * *
11 12 1 0

= rank , Re 0
0 1 1

php a a e b− − − − λ >  
 

 

* *
1 12 0phb a e−+ ≠   

для * *
11 11, Re 0.p a a= >  

Тогда 

*
11

* *
* * 1 12
11 11 * *

* 1 12
2 *

11

( )

( )

ph

a h

b a e
a a

b a e
Q p

p a

−

−

+α + − α +
+= − =

−
 

*
11*

11

( )
* *
11 12 *

11

1
( )

p a h
a h e

a a e
p a

− −
− −= − α + =

−
 

*
11* * * *

11 12 11 12
* *
11 11

( ) ( )
,

a ha a e a a

p a p a

−− α + α += +
− −

 

2 2( ), 0.phe Q p Q− = =


 

Переходя к оригиналам, имеем  

*
11( )* *

11 12
1

( ) , [0, ],( )
0, ,

a t ha a e t hQ
t h

−− α + ∈τ = 
>

      (17) 

1 1 2 3
0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0,
t

v t Q x t Q s x t s ds t= + − ≥  

где 1Q  и 2 ( )Q ⋅  определены в (16) и (17). 
Отсюда, возвращаясь к системе (1), (2) и 

учитывая (14), получаем стабилизирующий ре-
гулятор в виде 

1 21 22
1 2

2 2

( ) ( ) ( )
Q a a

u t x t x t
b b

−= − +
 

2
2

20

( )
( ) , 0

t Q s
x t h s ds t

b
+ + − ≥  

1(Q  и 2 ( )Q ⋅  найдены в (16) и (17)). 

Пусть теперь 2 220, 1.b a= <  Если при этом 

1 0,b =  то внешнее воздействие на систему от-
сутствует, и смысл задачи стабилизируемости 
сводится к асимптотической устойчивости пер-
воначальной открытой системы. Поэтому в 
дальнейшем считаем, что 1 0.b ≠  В этом случае 
необходимое условие (12) выполняется.  
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Замкнем систему (7), (8) линейной обратной 
связью вида 

( )11 1 12 3
1

1
( ) ( ) ( ) ( ) , 0,u t a x t a x t h v t t

b
= − − − + ≥  

перейдем в частотную область, присоединим к сис-
теме регулятор * *

1 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ),v p Q p x p Q p x p= +  
 

где положим * *
1 2( ) , 0, ( ) 0, .Q p Q p p C= −α α > = ∈  

Характеристическое уравнение полученной 
замкнутой системы имеет вид  

( )
* *
1 2

22

21 22

( ) ( )
0 det ( ) 1

1
ph

ph

p Q p Q p
p a e

a a e
−

−

 − −
= = + α − 

− −    
и все его корни – основные характеристические 
значения замкнутой системы – имеют отрица-
тельные действительные части. 

Возвращаясь из частотной области в про-
странство состояний, получаем регулятор 

1( ) ( ), 0,v t x t t= −α ≥  что приводит к соответст-
вующей замкнутой системе вида  

1 1 3 21 1 21 3( ) ( ), ( ) ( ) ( ),x t x t x t a x t a x t h= −α = + −  

которая в рассматриваемом случае 220, 1aα > <  
является асимптотически устойчивой. 

Действительно,  

1 10( ) ,tx t x e−α≤   

3 21 1 22 3( ) ( ) ( )x t a x t a x t h≤ + − ≤  

( )
(

)

21 1 22 1 22 1

1
22 3 21 10 22

1
22 22 21 10

( ) ( ) ... ( )

( ) 1

... ( )

t

t

t tt

T
t

T t h
t

T TT h t
t

a x t a x t h a x t T h

a x t T h h a x e a e

a e a t T h a x e

+ −α α

+α −α

≤ + − + + − +

+ − − ≤ + +

+ + + ψ − ≤ ×

 

1 122 22
22 22

[0, ]22

1
sup ( )

1

t t
t t

T T h h
T T

h
h

a e a e
a a

a e

α α
+ +

α
τ∈

−
× + ψ τ = ×

−
( )

21 10 21 10

[0, ]22 22

sup ( )
1 1

tt T hh t

h h
h

a x e e a x e

a e a e

−α −α −α

α α
τ∈

 
× + ψ τ + ≤  − − 

121 10 21 10
22

[0, ]22 22

sup ( ) ,
1 1

t

h t
T

h h
h

a x e a x e
a

a e a e

α −α
+

α α
τ∈

 
≤ + ψ τ +  − −   

откуда видим, что функции 1 3( ) , ( ) ,x t x t  моно-

тонно затухая 1 3( ( ) 0, ( ) 0),x t x t→ →  стремятся 
к нулю при ,t → +∞  что влечет за собой асимп-
тотическую устойчивость рассматриваемой зам-
кнутой системы и, как следствие, стабилизируе-
мость (в нашем случае 2 22 10, 1, 0)b a b= < ≠  
системы (1), (2) регулятором вида 

11 12
1 2

1 1

( ) ( ) ( ), 0.
a a

u t x t x t t
b b

− − α= − ≥        (18) 

Таким образом, доказана теорема 2. 
Теорема 3. Необходимые условия (12), (13) 

стабилизируемости системы (1), (2) в шкале 
регуляторов (5) являются и достаточными. 

В случае 2 22 10, 1, 0b a b= < ≠  регулятор (18), 

стабилизирующий систему (1), (2), относится к 
шкале (4). В связи с этим представляет интерес 
исследование задачи стабилизируемости в этой 
шкале, что является делом весьма непростым. 
Как и ранее, рассмотрим систему (7), (8) и со-
ответствующий простейший регулятор 

1 1 2 3( ) ( ) ( ), 0.u t Q x t Q x t h t= + − ≥           (19) 

Замыкая систему этим регулятором, полу-
чаем основное характеристическое уравнение  

11 1 1 12 1 2

21 2 1 22 2 2

11 1 1 22 11 22 1 1 11 2 2

12 21 21 1 2 12 2 1 22 2 2

0 det
1

(

) ( ). (20)

ph ph

ph ph

ph

ph

p a b Q a e b Q e

a b Q a e b Q e

p a b Q e a a a b Q a b Q

a a a b Q a b Q pe a b Q

− −

− −

−

−

 − − − −
= = 

− − − −  
= − − + + + −

− − − − +  

В силу необходимого условия (12) парамет-
ры 1 2,q q  надлежит выбирать так, чтобы все 
корни уравнения (20) имели отрицательные 
действительные части. В связи с этим пред-
ставляет интерес следующее утверждение. 

Утверждение 2 [2, 3]. Для того, чтобы все 
корни ( )p C∈  уравнения  

1 2 3 0,ph php e pe− −+ α + α + α =  

где 1 2 3, , ,Rα α α ∈  имели отрицательные дейст-

вительные части, необходимо и достаточно, 
чтобы либо  

1) 3 1 21, ;α ≤ α > α  либо 

2) *
3 2 11, , ,h hα < α > α <   

где 
2

* 3 1 2 3
2 2

2 1 32 1

1
arccos .h

 − α α + α α
= − α + α αα − α  

      (21) 

Применим утверждение 2 к уравнению (20) 
и попытаемся за счет выбора 1 2,Q Q  удовлетво-

рить требованиям, предъявляемым этим утвер-
ждением к коэффициентам. 

Заметим, условие (13) требует 3 1α <  и в 

силу вида регулятора (18) неисследованным 
остается случай 2 0b ≠  системы (7), (8). Поэто-
му сразу можем перейти к рассмотрению ха-
рактеристического уравнения системы (15), 
замкнутой регулятором  

1 1 2 3( ) ( ) ( ),v t Q x t Q x t h= + −                (22) 
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* * * *
11 1 1 12 1 2

1 2

* * * *
11 1 1 11 2 12 1 2

0 det
1

( ) ( ) ( ) ,

ph ph

ph

ph ph

p a b Q a e b Q e

Q Q e

p a b Q a Q a Q e Q pe

− −

−

− −

 − − − −
= = 

− −  
= + − − + − + −

 

* * * *
11 1 1 1 11 2 12 1 2 2 3, , .a b Q a Q a Q Q− − = α − = α − = α  

Считаем, что 2 1.Q <  Это условие необхо-
димо для асимптотической устойчивости замк-
нутой системы (15), (22). Далее в соответствии 
с утверждением 2 потребуем, чтобы  

* * * *
11 1 1 11 2 12 1 ,a b Q a Q a Q− − > −             (23) 

где 2 1.Q <  Очевидно, что в случае *
11 0a <  не-

равенство (23) выполняется при 1 2 0,Q Q= =  и 
стабилизирующий регулятор (22) приобретает 
вид ( ) 0.v t =  

Пусть далее * *
1 12 .b a>  Тогда при 2 0,Q =  

*
1 1 1sgnQ Q b= −  и достаточно больших 1Q  не-

равенство (23) будет выполняться, и стабилизи-
рующий регулятор (22) можно выбрать в виде  

*
1 1 1( ) sgn ( )v t Q b x t= −  

при достаточно больших 1 .Q  
Действительно, замкнутая этим регулято-

ром система (15) имеет следующий вид:  

* * * *
1 11 1 1 1 12 1 1 1 1( ) ( ) ( ) sgn ( ) ( ),x t a b Q x t a Q b x t h x t= − − −  

3 1( ) ( ).x t x t= −  

Первое уравнение этой системы – дифферен-
циальное уравнение запаздывающего типа – яв-
ляется асимптотически устойчивым, поскольку 
все корни его характеристического уравнения 
(в силу утверждения 2, см. также [4]) имеют от-
рицательные действительные части, что влечет 
устойчивость и второго уравнения системы.  

Пусть теперь * *
1 12 .b a<  Условие 1) утвер-

ждения 2 при этом оказывается неэффектив-
ным. Учитывая условие 2) утверждения 2, по-
иск параметров стабилизирующих регуляторов 
вида (22) сводится в рассматриваемом случае к 
исследованию задачи математического про-
граммирования − максимизации функции  

2
* 2 1 2 2

2 2
2 1 22 1

1
arccos max

Q Q
h

Q

 − α − α= − → α − αα − α  
 

при ограничениях 

* * * *
2 11 2 12 1 11 1 1 1 ,a Q a Q a b Qα = − > − − = α  

где 1 2, 1.Q R Q∈ <  
Рассмотрим некоторые частные случаи. 

Пусть, например, *
11 0.a =  Тогда, полагая 

*
1 1 12sgn ,Q Q a= −  2 0,Q =  приходим к оптими-

зационной задаче  

* *
* 1 12

*2 2* * 12
1 12 1

sgn1
arccos max

b a
h

aQ a b

 
 = →
 −  

 

при ограничениях 1 0.Q >  Очевидно, для каж-
дой системы (15) такая задача разрешима и су-
ществует искомый стабилизирующий регуля-
тор вида *

1 12 1( ) sgn ( )v t Q a x t= −  (при достаточ-

но малых 1Q ).  

Пусть далее * *
1 12sgn 0.b a >  Тогда 

* * *
1 12 1sgnb a b=  и при 2 0,Q =  *

1 1 1sgnQ Q b= −  
приходим к задаче максимизации функции  

( )

*

* *
11 1 1

*22 2* * * 12 1
12 1 11 1 1

1
arccos

h

a b Q

a Qa Q a b Q

=

 −
 =
 
 − −

 

при ограничениях * * *
12 1 11 1 1a Q a b Q> −  или (по 

раскрытию неравенства) получаем *
1 ,Q q>  где 

*
* 11

* *
12 1

.
a

q
a b

=
+

 Далее можно найти наибольшее 

значение (верхнюю точную границу) функ-
ции *.h  Вычисляя предел (по правилу Лопиталя) 

1

* *
12 1* *

0* **
11 12

0
lim ,

0Q q

a b
h h

a a→

+ = = =  
 можем сформу-

лировать следующее достаточное условие. 
Утверждение 3. Если 

* * * * * *
0 11 12 1 1 12, 0, , sgn 0,h h a a b b a< > > >  

то найдется регулятор *
1 12 1( ) sgn ( ),v t Q a x t= −  

который при некотором *
1Q q>  стабилизирует 

систему (15). 
Аналогично можно рассмотреть случай 

* * * * *
11 12 1 1 120, , sgn 0.a a b b a> > <  

В заключение приведем пример систе-
мы (15), для которой не существует стабилизи-
рующего регулятора вида (22), однако находит-
ся регулятор с интегральными элементами.  

Пример. Рассмотрим систему (15) вида  

1 3 3( ) ( ) ( ), ( ) ( ).x t x t h v t x t v t= − + =          (24) 

В силу утверждения 2 или непосредствен-
но убеждаемся, что регулятор простейшего 
вида (22), стабилизирующий эту систему, не         
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существует, однако, замыкая ее регулятором 
* *
1 1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )v p Q p x p Q p x p= +  

 в частотной об-
ласти, получаем желаемое характеристическое 
уравнение вида  

* *
1 2 *

1* *
1 2

( ) ( )
0 det ( )

( ) 1 ( )

php Q p e Q p
p Q p

Q p Q p

− − − −
= = − − 

− −  
 

* *
2 1( ) ( ) , 0.phpQ p e Q p p−− − = + α α >  

Отсюда 

* *
1 1 2 2( ) , ( ) ( )

2
Q p Q Q p Q p

α= = − = =


 

* *
1 1( ) ( ) (1 )

.
2

ph phQ p e Q p e

p p

− −α + + α −= =
− −

 

Возвращаясь к оригиналам, получаем иско-
мый стабилизирующий регулятор вида  

1 3
0

( ) ( ) ( ) ( ) , 0,
2 2

t

v t x t q s x t s ds t
α α= − − − ≥  

где 
1, [0, ],

( )
0, .

s h
q s

s h

∈
=  >

 

Рассмотренный пример показывает сущест-
венность интегральных элементов при расши-
рении шкалы регуляторов по типу линейной 
обратной связи.  

Заключение. В работе представлены необ-
ходимые условия стабилизации с помощью ли-
нейных регуляторов типа обратной связи. По-
казано, что необходимое условие стабилизации 
с помощью регулятора с интегральными со-
ставляющими типа свертки является одновре-
менно и достаточным. Получены условия ста-
билизации системы простейшим регулятором, 
не выводящим систему за пределы рассматри-
ваемого класса. Приведен пример системы, для 
которой не существует простейшего регулято-
ра, позволяющего ее стабилизировать, но нахо-
дится регулятор с интегральными элементами, 
решающий эту задачу. 
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