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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАБОТЫ КОМПЛЕКСА МАШИН  
ДЛЯ СБОРА И ТРАНСПОРТИРОВКИ ЛЕСОСЕЧНЫХ ОТХОДОВ 

В статье представлена разработанная математическая модель работы комплекса машин для 
сбора и транспортировки лесосечных отходов, позволяющая осуществлять агрегатирование 
навесного и прицепного технологического оборудования. Математическая модель дает возмож-
ность в отдельности оценить динамическую нагруженность в узлах базового шасси и технологи-
ческого оборудования, устойчивость при выполнении технологических операций, установить 
изменение опорных реакций в зависимости от места установки технологического оборудования 
для сбора лесосечных отходов, производить оценку тяговых и сцепных свойств и проходимости 
с целью оптимизации компоновки комплекса машин. Также математическая модель описывает 
процесс взаимодействия машины для транспортировки лесосечных отходов с предметом труда 
и позволяет производить оценку устойчивости лесной машины при выполнении погрузочно-
разгрузочных операций. Для анализа перераспределения опорных реакций, возникающих уси-
лий и нагрузок, действующих на базовое шасси и технологическое оборудование, задается мик-
ропрофиль опорной поверхности движения с представленными в нем различными длинами 
и высотами неровности. В статье приведены результаты моделирования и построены графики 
зависимостей угловых перемещений в продольной и поперечной плоскостях и вертикальное пе-
ремещение комплекса машин для сбора и транспортировки лесосечных отходов, а также уста-
новлены зависимости изменения опорных реакций под колесами базового шасси и полуприцепа. 
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MATHEMATICAL MODEL OF WORK OF THE COMPLEX OF MACHINES 
FOR COLLECTION AND TRANSPORTATION OF FORESTRY WASTES 

The article presents the developed mathematical model of the operation of a complex of machines 
for collecting and transporting logging waste, which allows for the aggregation of mounted and trailed 
technological equipment. The mathematical model makes it possible to individually assess the dynamic 
loading in the nodes of the base chassis and technological equipment, the stability during technological 
operations, establish the change in the support reactions depending on the installation site of the techno-
logical equipment for collecting logging waste, to evaluate the traction and coupling properties and 
throughput in order to optimize layout of a complex of machines. The mathematical model also de-
scribes the process of interaction of a machine for transporting logging waste with an object of labor 
and allows us to evaluate the stability of a forest machine during loading and unloading operations. For 
the analysis of the redistribution of support reactions, the arising forces and loads acting on the base 
chassis and technological equipment, a microprofile of the support surface of the movement with vari-
ous lengths and heights of unevenness presented in it is set. The article presents the simulation results 
and graphs of the dependences of angular displacements in the longitudinal and transverse planes and 
the vertical movement of a set of machines for collecting and transporting logging waste, as well as the 
dependencies of changes in support reactions under the wheels of the base chassis and semitrailer are 
established. 

Key words: mathematical model, complex of machines, forestry wastes, technological equipment, 
microprofile, let, impact. 

Введение. Процесс машинизированного 
сбора лесосечных отходов в валы на лесосеке и 
их дальнейшая транспортировка сопровождает-
ся значительными динамическими нагрузками, 
связанными с технологическими особенностя-
ми заготовки такого вида древесного сырья. 

Осуществляя челночные движения по лесосеке, 
машина для сбора лесосечных отходов воспри-
нимает различные динамические нагрузки от 
пней, корней, камней, ям и иных неровностей 
волока. При движении по волоку с открытыми 
бортами с выполнением погрузки лесосечных 
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отходов кроме рассмотренных нагрузок возни-
кают и значительные инерционные нагрузки. 
Указанные нагрузки негативно влияют на проч-
ность конструкции лесной машины и ее топ-
ливную экономичность, воздействуют на опе-
ратора. Для снижения их отрицательного влия-
ния требуется проведения ряда теоретических 
и экспериментальных исследований. Их 
неотъемлемой частью является создание по-
дробной математической модели комплекса 
машин для сбора и транспортировки лесосеч-
ных отходов, которая позволяет производить 
оценку характера возмущающих воздействий 
на базовый трактор, а также разрабатывать 
рекомендации по выбору рациональной ком-
поновки технологического оборудования с ба-
зовым трактором на основе снижения динами-
ческих нагрузок [1–3]. 

Основная часть. На рис. 1 приведена рас-
четная схема динамической системы комплекса 
машин для сбора и транспортировки лесосеч-
ных отходов. 

Данная схема имеет девять степеней свобо-
ды. Положение проектируемого комплекса ма-
шин для сбора и транспортировки лесосечных 
отходов определяется следующими обобщен-
ными координатами: вертикальным перемеще-
нием центра тяжести машины и полуприцепа 
соответственно Z1, Z2, угловыми перемещения-
ми центра тяжести φ1 и φ2 и переднего моста 

машины φ3, угловыми перемещениями центра 
тяжести полуприцепа φ4 и φ5 и балансиров ко-
лес полуприцепа φ6 и φ7. 

Модель (рис. 1) комплекса машин для сбора 
и транспортировки лесосечных отходов описы-
вается восьмью сосредоточенными массами. 
Схема включает массу базового трактора, мас-
су навесного устройства с технологическим 
оборудованием для сбора лесосечных отходов, 
массу полуприцепа, массу технологического 
оборудования полуприцепа, массу колонны, 
стрелы, рукояти, массу грейфера. К массе базо-
вого трактора приведена масса переднего мо-
ста. Особенностью данной модели является 
рассмотрение динамики комплекса машин 
для сбора и транспортировки лесосечных от-
ходов в зависимости от внешних воздействий 
на технологическое оборудование при выпол-
нении технологических операций, оценки об-
щей компоновки базового трактора с техноло-
гическим оборудованием на основании оценки 
распределения опорных реакций. Модель поз-
воляет также рассматривать динамику базово-
го шасси как без технологического оборудова-
ния, так и с установленным технологическим 
оборудованием на переднем брусе трактора 
или на задней гидравлической навеске, оцени-
вать устойчивость машины при выполнении 
погрузочно-разгрузочных и транспортных 
операций. 

 

Рис. 1. Расчетная схема математической модели комплекса машин 
для сбора и транспортировки лесосечных отходов 
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Для составления системы дифференциаль-
ных уравнений, описывающих колебательные 
процессы, которые происходят с комплексом 
машин для сбора и транспортировки лесосеч-
ных отходов, использовали уравнение Лагран-
жа второго рода (формула (1)): 

 ,i
i i i i

T T R
Q

t q q q q

 ∂ ∂ ∂ ∂Π ∂− + + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (1) 

где Т и П – кинетическая и потенциальная 
энергии системы соответственно; R – диссипа-
тивная функция Релея; qi – обобщенная коор-
дината; Qi – внешние обобщенные силы. 

В расчетной динамической схеме работы 
комплекса машин для сбора и транспортировки 
лесосечных отходов приняты следующие обозна-
чения: с1, с2, с3, с4, с6, с7, с8, с9, k1, k2, k3, k4, kш6, kш7, 
kш8, kш9, – коэффициенты вертикальной жесткости 
(Н/м) и демпфирования (Н·с/м) шин; с5, с12, k5, k12 – 
крутильная жесткость (Н/м) и коэффициенты 
демпфирования (Н·с/м) в месте соединения базо-
вого трактора с передним мостом и полуприце-
пом соответственно; с14, с15, с16, с17, с18, k14, k15, k16, 
k17, k18 – коэффициенты вертикальной жесткости 
(Н/м) и демпфирования (Н·с/м) пружин техноло-
гического оборудования для сбора лесосечных 
отходов; с10, с11, k10, k11 – коэффициенты верти-
кальной жесткости (Н/м) и демпфирования 
(Н·с/м) аутригеров; с13, k13 – коэффициенты вер-
тикальной жесткости (Н/м) и демпфирования 
(Н·с/м) в месте соединения полуприцепа с базо-
вым трактором; b1, b2 – расстояния между перед-
ней и задней осью базового шасси, м; b3, b4 – рас-
стояния между балансирами колес полуприцепа 
и аутригерами соответственно, м; h1, h2 – высоты 
от опорной поверхности до центра тяжести базо-
вого шасси и полуприцепа соответственно, м; 
bсуч, hсуч – ширина и высота расположения центра 
тяжести пачки лесосечных отходов, м;  l1, l2 – рас-
стояния от задней и передней оси базового шасси 
до центра тяжести, м; l3 – расстояние от аутриге-
ров до балансира колес полуприцепа, м; l4, l5 – 
расстояния от оси балансира до центра колес, м; 
lм – расстояние от центра оси балансира до массы 
полуприцепа, м; lк, lст, lр – длины колонны, стрелы 
и рукояти гидроманипулятора соответственно, м; 
lсуч – расстояние от места соединения дышла по-
луприцепа до центра массы полуприцепа с тех-
нологическим оборудованием, м; lк – расстояние 
от колонны гидроманипулятора до массы полу-
прицепа, м; lгр1, lгр2 – расстояния от центра масс 
базового шасси до центра масс технологического 
оборудования для сбора лесосечных отходов, 
установленного спереди или сзади соответствен-
но, м; hро – расстояние от центра массы грейфера 
с лесосечными отходами до места соединения с 
рукоятью, м; М1, M2, M3 – массы базового шасси, 

полуприцепа с технологическим оборудованием 
для транспортировки лесосечных отходов и тех-
нологического оборудования для сбора лесосеч-
ных отходов с навесной системой соответствен-
но, Н; М4 – масса лесосечных отходов на грузовой 
платформе, Н; mк, mс, mр – массы колонны, стре-
лы и рукояти гидроманипулятора соответственно, 
Н; mгр – масса грейфера гидроманипулятора, Н; 
I1, I3, I4 – моменты инерции центра тяжести базо-
вого шасси, переднего моста базового шасси 
и полуприцепа с технологическим оборудовани-
ем для транспортировки лесосечных отходов в по-
перечной плоскости соответственно, кг·м2; I2, I5, 
I6, I7 – моменты инерции центра тяжести базового 
шасси, полуприцепа с технологическим оборудо-
ванием для транспортировки лесосечных отходов 
и балансиров полуприцепа в продольной плоско-
сти соответственно, кг·м2; q1(t), q2(t), q3(t), q4(t), 
q5(t), q6(t), q7(t), q8(t), q9(t) – функция микропро-
филя поверхности движения, м [4–7]. 

Выражения, по которым определяются ки-
нетическая, потенциальная энергии и диссипа-
тивная функция Релея рассматриваемого ком-
плекса машин для сбора и транспортировки 
лесосечных отходов, имеют следующий вид: 

(

)
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1 1 2 2 3 1 4 2 к 2
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Величины деформаций соответствующих 
элементов в вертикальной плоскости определя-
лись так: 

2
1 1 1 1 2 1( );

2

b
Z l q tλ = − ⋅ϕ + ⋅ϕ −  

2
2 1 1 1 2 2 ( );
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3 1 3 2 2 3 ( );
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b
Z l q tλ = − ⋅ϕ − ⋅ϕ −  

1
4 1 3 2 2 4 ( );

2

b
Z l q tλ = + ⋅ϕ − ⋅ϕ −  

5 3 1;λ = ϕ − ϕ  

4
6 2 4 м 5 5 6 5 ( );

2

b
Z l l q tλ = − ⋅ϕ − ⋅ϕ + ⋅ϕ −  

4
7 2 4 м 5 5 7 6 ( );

2

b
Z l l q tλ = + ⋅ϕ − ⋅ϕ + ⋅ϕ −  

4
8 2 4 м 5 4 6 7 ( );

2

b
Z l l q tλ = − ⋅ϕ − ⋅ϕ + ⋅ϕ −  

4
9 2 4 м 5 4 7 8 ( );

2

b
Z l l q tλ = + ⋅ϕ − ⋅ϕ − ⋅ϕ −  

3
10 2 4 к 5 9 ( );

2

b
Z l q tλ = − ⋅ϕ − ⋅ϕ −  

3
11 2 4 к 5 10 ( );

2

b
Z l q tλ = + ⋅ϕ − ⋅ϕ −  

12 4 1;λ = ϕ − ϕ  

13 2 кр 5 1 2 гр 1( );Z l Z l lλ = − + ⋅ϕ + + ϕ ⋅ +  

гр
14 1 гр1 2 1 11( );

2

b
Z l q tλ = − + ⋅ ϕ + ϕ ⋅ +  

гр
15 1 гр1 2 1 12 ( );

4

b
Z l q tλ = − + ⋅ ϕ + ϕ ⋅ +  

16 1 гр1 2 13( );Z l q tλ = − + ⋅ϕ +  

гр
17 1 гр1 2 1 14 ( );

4

b
Z l q tλ = − + ⋅ ϕ − ϕ ⋅ +  

гр
18 1 гр1 2 1 15 ( )

2

b
Z l q tλ = − + ⋅ ϕ − ϕ ⋅ + . 

Далее подставляя выражения деформаций 
в уравнение Лагранжа второго рода, осуществ-
лялось дифференцирование по переменным, 
имеющимся в расчетной схеме. Решение си-
стемы дифференциальных уравнений произво-
дилось с помощью математического программ-
ного обеспечения MathCad 15 [8]. 

Микропрофиль поверхности движения 
задавался с помощью аппроксимации значений 

высот, снятых с реальной поверхности волока. 
Учитывая то, что на лесосеке во время движе-
ния комплекс машин для сбора и транспорти-
ровки лесосечных отходов переезжает различ-
ные препятствия (пни, корни, камни, ямы, по-
валенные деревья и т. д.), моделирование про-
цесса движения формировалось с различными 
высотами этих неровностей. 

Решение математической модели производи-
лось с помощью метода Рунге – Кутта 4-го по-
рядка. Результатом решения математической мо-
дели являются матрицы отклонений каждой сте-
пени свободы и их первых производных [9–12]. 

Вертикальные перемещения корпуса базо-
вого шасси и полуприцепа при движении по 
установленному микропрофилю с переездом 
единичной неровности представлены на рис. 2. 

 
 

Рис. 2. Вертикальные перемещения 
базового шасси (1) и полуприцепа (2) 

Процесс движения комплекса машин начи-
нался с 3-й секунды. Переезд единичных не-
ровностей левым колесом базового шасси осу-
ществляется на 3,3-й секунде, а на 4,4-й секунде 
задним левым колесом. Колеса балансирной 
тележки осуществляют переезд единичной не-
ровности на участке в диапазоне 7,0–8,3 с. 

Угловые перемещения корпуса базового 
шасси и полуприцепа в поперечной плоскости 
представлены на рис. 3. 

При переезде единичной неровности корпус 
базового шасси в поперечной плоскости откло-
няется на 1,94°, а корпус полуприцепа – на 1,3°. 

Угловые перемещения корпуса базового 
шасси и полуприцепа в продольной плоскости 
представлены на рис. 4. 

При переезде единичной неровности базо-
вым шасси его корпус отклоняется в продоль-
ной плоскости на 1,14°, а корпус полуприцепа – 
на 0,4°, это связано с тем, что балансирная те-
лежка имеет возможность качания в продоль-
ной плоскости, что обеспечивает сглаживание 
неровности. 
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Рис. 3. Угловые перемещения базового шасси (1)
и полуприцепа (2) в поперечной плоскости 
 

 

Рис. 4. Угловые перемещения базового шасси (1)
и полуприцепа (2) в продольной плоскости 

Перераспределение опорных реакций под ко-
лесами комплекса машин для сбора и транспор-
тировки лесосечных отходов при движении по 
микропрофилю с неровностями высотой 0,1 м 
представлены на рис. 5. 

 
 

Рис. 5. Изменение опорных реакций под колесами 
базового шасси: 

1, 2 – изменение опорных реакций под задними пра-
вым и левым колесами соответственно; 

3, 4 – изменение опорных реакций под передними 
правым и левым колесами соответственно 

В соответствии с приведенной зависимо-
стью при переезде единичной неровности пе-
редним левым и задним левым колесами дина-
мическая реакция достигает 17,5 и 30,7 кН со-
ответственно (рис. 5). При преодолении этого 
же препятствия колесами балансирной тележки 
динамическая реакция достигает 21 кН (рис. 6). 

 
 

Рис. 6. Изменение опорных реакций под колесами 
балансирной тележки полуприцепа: 

1, 2 – изменение опорных реакций под задним  
и передним правыми колесами балансира 
соответственно; 3, 4 – изменение опорных 

реакций под задним и передним правым и левым 
колесами соответственно 

Для определения динамической нагружен-
ности рам и отдельных элементов базового 
шасси и полуприцепа при преодолении порого-
вого препятствия целесообразным является 
применение коэффициентов динамичности, ко-
торые определялись отношением максимальной 
динамической реакции при преодолении пре-
пятствия к статической реакции [13–15]. 

В результате моделирования установлено, 
что при переезде препятствия высотой 0,1 м 
левым бортом коэффициенты динамичности 
составили под передним левым колесом базо-
вого шасси – 1,48; задним левым колесом базо-
вого шасси – 1,34; под левыми колесами балан-
сира – 1,59. Под колесами правого борта без 
преодоления препятствия коэффициенты дина-
мичности составили под передним колесом ба-
зового шасси – 1,1; задним колесом базового 
шасси – 1,15; под колесами балансира – 1,1. 

Заключение. Разработана математическая 
модель комплекса машин для сбора и транс-
портировки лесосечных отходов для оценки 
динамической нагруженности в продольной 
и поперечной плоскостях. Она позволяет про-
изводить выбор базового шасси машины для 
сбора лесосечных отходов и оценивать компо-
новочные решения по установке технологиче-
ского оборудования, а также получить данные 
по распределению величин опорных реакций 
при выполнении технологических операций. 
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