
где Ai, Bi, С]. Di находятся тоже методом неопределенных коэф
фициентов.

Два корня действительных, два — комплексных.
Как и в предыдущих случаях, постоянные А2, В2, С2 и £>2 нахо

дятся методом неопределенных коэффициентов. Этот случай — 
синтез двух предыдущих.

Решение имеет вид

Л21п-^^- + В21п4>-^
' 1 — ®1 1 1 — а2

Т, + рТг + Ч 
-Ґ+рТі + ч

(8)

Экспериментальной проверкой установлено, что использование 
полученных решений возможно для пьезотермопластиков толщиной 
не более 3 мм.

Литература

1. М. А. Михеев. Основы теплопередачи. М.—Л., Госэнергоиздат, 1956.

В М. СОБОЛЕВСКИЙ

УПРУГОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ
КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ 

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ И ОСЕСИММЕТРИЧНОГО 
ТЕПЛОВОГО ПОТОКА

Постановка задачи и основные уравнения

Упругое напряженное состояние круговой цилиндрической тру
бы под действием температурного поля t — / (р, z) исследовано по 
методу Б. Г. Галеркина, Г. Н. Маслова [1].

В настоящей работе рассматривается упругое напряженное 
состояние круговой цилиндрической трубы длиной 2/7. Поперечное 
сечение ее ограничено двумя концентрическими окружностями 
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радиусов г и R. I руба находится под действием давления р с вну
тренней стороны и с внешней — давления упругой среды Гука, 
в которую она помещена (с упругими постоянными Е' — модулем 
Юнга и р коэффициентом Пуассона), а также влияния темпера
турного поля t = t (р, z, т) (рис. 1).

Так как по условию внутреннее и внешнее давления, темпера
тура и осевая сила не зависят от 0, то компоненты касательных 
напряжений и компонент тангенциального смещения v
обращаются в нуль, т. е.

> = ” = »■
Компоненты радиального з^, тангенциального з^, 

и .касательного т pz
смещения и, w и компонент осевой деформации є 
в и являются функциями от р и 2. Следовательно, здесь симмет
ричная относительно оси деформация круговой цилиндрической 
трубы.

Компоненты деформации, выраженные через компоненты на
пряжения (обобщенный закон Гука), имеют формы [2]:

£р= 4“ [(1 + ^°р — 3И + а/;

s0== _£г 10 Т" Зрз]

zz= 4~ ю+^az~■ 3fxai+

осевого 3^ и 
напряжений, компоненты радиального и осевого 

не зависят от

(1)

V ’ + Iі , 
‘Рг== Е рг,

3 + з + S
р 0 Z

з •
' уравнения, разрешенные относительно

где з = —

Те же 
пряжений,

. , \ Eat
с г і _ 2и ;

£ + М - ;

і \

компонентов на-

(2)

I

г
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Компоненты деформации 
соотношениями Коши:

связаны с компонентами смещения

(3)

Компоненты 
ниям равновесия

напряжения удовлетворяют известным уравне- 
Коши (объемными силами пренебрегаем):

(4)

Подставляя компоненты напряжения (2) в уравнения равно
весия (4), получаем

(5)

где
3(1 - и) -fc - (1 -2fx) -- ------ = (1 + И)а ,

ое ■ 1 д(ир) tto .
р др ‘ дг ’

dw 
др

Решение задачи в общей форме

(6)

Следуя методу Г. Н. Маслова [1], найдем решение системы (5) 
в виде сумм:

и = Ui+ и2; I
W = W14-W2, I (7)

где «і, Ші — решения системы (5) без правой части, а и2, w2 — 
одно из возможных частных решений системы (5) с правой частою.

Тогда компоненты напряжений также могут быть представле
ны в виде сумм:

хрг~ zpzt + xpza’

(8)
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где
і £ / Зр. , ди \

%+ ттіЦг^61 т):

Е [ Зр. «і \
°е,~ 1 + Ц1_2[л£1 '

3?> 1 + [л (1 —2 р. “* ' дг / ’

- — Е (_dwi , ди2 \
\«i’ 2(1+р) I др + дг Г

, _ Е ( Зр , диг \
°f*'~ 1 +Ц1 _2и ' др ) ~

Eat
1 — 2р ’

Е / Зр а2 \ Eat
На 1 4- р \ 1 — 2р 2 р | 1 — 2р ’

л _ ___Е / \ Eat
г* ] + (X ._ 2(1 ®2 ■ дг ) ~ 1 - 2р ■

Е /ди’2 , ди2 \
Vs ~ 2(1 + р) 1 дг ) ■

)

Для отыскания решений uh ivi воспользуемся методом трех 
независимых функций Б. Г. Галеркина [3]. Положив в форму
лах [3] f = 0, получим:

для компонентов смещения

др дг ’

U1)

для компонентов напряжения
д I , д-о \

\. 
др )'

д--р 
дг* ’

(12)

_ с)
Vi~ др

д\
дг‘- '

где <р = tp(p, z) — бигармоническая функция, удовлетворяющая 
бигармоническому уравнению v V? = О, а символ v2 —оператор 
Лапласа,
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Следуя Г. Н. Маслову, допустим, что =0, тогда система 
(5) 

з(і-н)-^-=(і + н)«-£;

. <5')
3(1-н)-^ =(1 + н)а-^;

Л П-4" ;А 2 отсюда Зе2 — р_2~ц- at, (13)

а система (6)

ди2 dw«
дг др

(U)

Подставив выражение (13) в формулы (10), получим

Е & С
 

to

і

Eat
1 +(х dp 1 - pi

Е «2 Eat
1 + |л Р 1 - H

Е диг _ Е дш2
~'jZt 1 + іл дг 1 + р. др ' і

(15)

Интегрирование системы (14) для общего случая температур
ной функции t — t(p, z, т) составляет сложную математическую 
задачу. Поэтому мы ограничимся интегрированием ее лишь для 
стационарного теплового потока t = t(p, z).

Второе уравнение (14) удовлетворяется, если положить

®2 = Р(?)-^-, (16)

где Р (р) — функция только одного р, a Z(z) — функция только 
одного Z.

Подстановка этих значений в первое уравнение (14) преобра
зует его к виду

ад + у тр] + р(й - (4Н (17)
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Решение задачи для стационарного теплового потока

Температурная функция I удовлетворяет в цилиндрических 
координатах для осесимметричного стационарного теплового пото
ка известному дифференциальному уравнению теплопроводности 
Фурье [2]

др» р др дгг 'J- (18)

Общий интеграл этого уравнения

t = Ci 1 п р + с2 + Е [Ал/0(л„р) + В„ К0('-лр)| cos (X„z), (19)

где Ci, с2, Ап, Вп и — произвольные постоянные интеграции, 
а /о и Ко — функции Бесселя первого и второго рода нулевого 
порядка от мнимого аргумента.

Распределение напряжений и смещений, соответствующее пер
вым двум членам выражения (19), нами исследовано в работе [2], 
поэтому здесь рассмотрим распределение напряжений и смещений, 
соответствующее функции

/ = £ [Д„/0(ллр) + £„K0(X„p)] cos (V). (20)

Постоянные Д„ и Вп определим из граничных условий

= /Ь t = /2 и /
р - r Р=Я
2 = 0 2=0

Е Jo(zZ) + #,Ao(V)l = Л; ]

12 МЛЄ-Л)+ «(/•„/?)] =Z2; J

“ = tt\ |

2и;/0(мо+яХо(М01 =t.A. |

Решая эти системы, найдем постоянные А„, В„ и Д’, В ’:»* ’ її п1 п
Л _  _____ — ^KgQnr)___________ ,

” /о(||'яГЖо(Лп/?) Io(^nR)Ko(^nr)

п ОЛ>РЛ^)

д' _ _____^г^о(^л^) ~ tiKo(hnR)____
' п WMM - /о(>-Л»Ко(ЛЛ/?) ’

D' _  _____ ___________________
п~ ІМКШ] - WnWCM'i ’
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Ьдё
4(М)Л7РЛ) —4(S#)^o(V) ¥= 0 и /0(М?Ло(М)~^МОЛЖЯ) *0

Из выражения (20) и первого уравнения (16) находим, что 
функция Z(z) равна

Z(z) = cos(knz). (22)

Подстановка равенства (22) в уравнение (17) преобразует его 
в обыкновенное дифференциальное уравнение

rfP(P> 1 + t*
1 —И ’• [^Л(кпР) + #Ло(клр)] ■

Этому уравнению удовлетворяет функция

р(р) =4-44-4 “рієлем) - адм] • (23)

Подставляя равенства (22) и (23) в формулы (16), найдем

иг = 4 ’ 4~П7 “р Е ИЛР'лР) + #Ло(клР)1 cos (М);

да, = — J----- 1±Д др £ |Л„/1(Хпр) — B„/(i(knp)] sin (a„z).

Подстановка уравнения (24) в выражение (15) дает

3РЗ= -2-Д) “ f Л«[Ш.Р) ->-npA(SP)l +

+ В„[К0(Хяр) + ^рК1(М] I COS (X„z);

30,= - 2(1°— ;х) “ Ил4(ХлР) + 5л^о(>лр)1 COS (А„г);

- -жЙг 2 M»[2/0(k„p) + КпрА(^лР)І +

+ £n[2/Co(V) - ХлР#1(ХлР)1! cos (X„z);

V2= “ 2ігарЕ{МЛЛ^

(24)

(25)

Для нахождения общих решений системы (5) без правой части 
возьмем функцию напряжений (бигармоническую финкцию) [1] 

? - “ ! |Сп/0(Х„р) + адв(Х„р)] +• Х„р|МпЛ(Хлр) + (V„Ki(Xnp)J} sin (X„z).
(26)
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Подставляя функцию напряжений (26) в формулы Б Г. Га- 
леркина (II) и (12), найдем

“і = - -ЧгЕ (fw-nP) - +

+ клР[МЛ(хлР) - ^Л0(к„р)|) Г cos(Xnz);

W1 = 1+h. Е ((С„/0(Хлр) + D„K0(XnP)] +

+ 'Ч.Р'лрЛ^лр) + 4(1 — р)4(хлр)і +

+ ^лНлРЛ’і^др) - 4(1 — p.)(/f0(Xnp)|) A* sin (a„2);

°pi ~ E Рлр) + ° л І л’оР-лр) + л’і(^лР) I+

+ мп[(1 - 2u) /0(ХлР) + A„p/i(X„p)J + ДЦ- (1 _ 2u)K„(Xnp) +

+ SpKi(X„p)]|x’cos (X„z);

’бі- E { хяр 1^лА(а„Р) — ZVG(*„p)| + (1— 2p.)|A4„/0(X„p) —

— ^„Kft(A„p)| | /7 cos(A„2);

Зг. = * {IC,/0(X„p) + ОДо(Алр)| + /Ил|2(2 - !л)/(,(Алр) +

(27)

+ ХлРЛ(ХлР)І - N„[2(2 — p)/C0(A„p) — >-лрКі(Х„р))) X* cos (a„z);

>.= E {1Сл/,(А„р) - £>„Л\(Хлр)] + /Ц„(2(1 - р)Л(Алр) +

+ ' лРЛ>(клР)1 + /V„I2(1 — р.)К1(Хлр) — ;,лрК0 (Алр)]( X* sin (Anz).

Подставляя выражения (27), (24) и (28), (25) в формулы (7) 
и (8), определим распределение смещений и напряжений в точках 
г-С о </?, — //< z < Н трубы:

«= Е { - І^І^лР) - D„^(V) + X„p(/W„/0(X„p) _

- ^пХ0(Хлр))] \* + 4" ■ 4~7 аР(Л/о('*яр) ■+ ^Ло(^лР))} COS(A„Z); 

w = £ {-^ 1Сп/о(Хяр) + ОлК0(ХлР) 4- Л4л(Х„р/1(Алр) + 

Ь 4(1 - р)/0(Алр)) 4- N„(XnpXl(X„p) - 4(1 - !х)К0(Хлр))]Х“ -

- 4" ’ Т=“7 ЯР(4»Л (s»p) — (sp))j Sin (A„z);

(29)

62



а? = -Ї {[С„(/Ор.яр) -^4(М) + Оп(Хо(АлР)+ 4/нМ) + 

+ М„((] - 2!х)/0(Хлр)+л„р/1(кпр)) + ^(_(1_2а)/(0().пр) +

+ MMV)) к’ + И„(Жр) - к»рА(^р))+

+ В„(К0(а„р) 4->.яг^1(Х„р)))j cos (k„z);

% = — Е С/#лр) — £>„Ki(k„p)) + (1—2p.)(Af„/0(V) —

- МЛ(к„р))) к’ 4- 2(|ag ;x-- (Л„/0(клр) 4-- ВМ~п?))\ cos(k„z); 

ог = - Е { - [Сл/0(клр) + D„K0(k„p) 4- Мл(2(2 - р)/о(клр) 4-

+ >лрЛ(>.яр)) - М,(2(2 - р)Ко(алр) - SpKx^p))] ^ +

+ 2(1°!^ [лл(2/о(>.лр) 4- клрЛ(к„р)) +

4- В„ (2A"0(knp) — k„pKa(k„p))] I cos (k„z);

> = Е{[СлД(клр) - D„KM + /Ил(2(1 - рШМ) + 

>лр/о(М) + N„ (2(1 - 1W„P) -МЯо(Клр))] Ч -

— 2(1 - !>.)' рК« (Л"/о(кЛР) + ^Ло(Х«Р))} sin (Х«2)-

Распределение смещений и напряжений в точках R <^р < <х>, 
— упругой среды Гука определяется по формулам:

= е {_ 1+£ |с;л(к„р) - + МЧ'о(М) -

-AW„P))] x;+4 • a'p (л;/0(хлр) 4-

+ ХЯо(ХлР))| COS (k„z);
(31)

= E {4A'[c;/0(v) 4- £>;, ^(x„p) + ai^p/a.p) 4-

+ 4(1- p')W)) + О-»? Ях(клр) - 4(1 - +)A0(SP)) ] 4 -

- 4" • Г=£аЖ W) - ^'Лі(^Р))} sin (V);
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’р = - E {[Cn А(ХлР))+ D +

+ ^(u - 2u')/0(k„P)+Хяр/^яр))+

+ лг (- (1-.2!/)^(кпР) + ляр^(ллР))] x*n+

+ 2(1 — it’) [Л" ( A)(Xnp) ^nPA(SP)) +

+ B'n (Ko^ + Xnp«,1(Xnp)j] j COS (Xnz);

°e= ~E (!v (w«p) - W)J + (і-2и(лдапр)-
- ЛТ^пР) )| < + 2(Е^й(ЛУо(ХлР) + Я'ЛоМ } COS (X„Z);

3; = - S {- |С;/0(к„р) + DXo(k„p) + М\, (2(2 - И/о(%р)+

+ Хяр/#яр)) - ^(2(2 - H'W„P) -%P/<1(SP))| Х’ +

+ (2/о(Х»Р) + ^РЛ^лР)) + S;(2tfo(Xnp)

— Х„рЛі(Х„р) j] [ cos (Х„г);

£ {[СЖр) - £W«P) + Х(2(1- н')/1(ХЛр) +

+ Хяр/0(Хяр)) + лг(2(1 - И#1(Х„р) - ХЛрЛо(кяр))] Х-п

- 2(Т-[Г) РХ» (Л7<»(М + 5«^o(X„p))} Sin (Х„г),

где индекс ' стоит при обозначении величин, относящихся к упру
гой среде Гука.

Для нахождения постоянных Сп, Dn, М„, N„, С D'n, М', N' 
введем выражения (30), (29), (31) в граничные условия

(33)
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Й, принимая во внимание асимптотические представления функций 
Бесселя [4]

1 + 0(л~>) ,

получим систему

/o(V) - — Л(Хлг) к +[/С0(а„г)+ yL ^(Хлг) Ъ„ +
гпг кпг'•/г кпг

+ [(1—2р.')/0(Хяг) + Хлг/1(Х„г)] М„ + [—(1 —2р)/С0(Х„г) + Хяг^(Хяг)]Л/я = 

2<гкг • 7" ! лЯ1/О(Х„Г) - Хяг/1(Хлг)] +

+ 5Я^О(ХЯГ) + ХЯГ^(ХЯГ)]};

Л(*Л) ]с„ + K0Q.„R) 4- «М Dn+

an
. s

1
Лп/?

+ [(1— 2;а)/0(Хп/?) + Хл/?/і(лп/?)1 Л4Я 4- [ — (1—2р)А"о(ХлА)) +

1

Л>(Ал^)

+ K„R/<M]Nn- /0(KnR)
f-nR лол) q-

— Ло(Ал#) + >nR
«М D'n— [(1 -2|x)Z0(X„/?) + \nRI^KnR)] M'n1

- [ - (1 — 2р.) K0(\„R) + л„/?/Л(лл/?)] М =

= - 2(1^^- Мя[/о(Х„/?)- Хл/?/1(Хя/?)]+Вя[^(Хл/?)+Хя/?^(Хя/?)]) +

+ 2(,^7) • 7г{-4;1[/о(хя/?) -хя/?/1(хя/?)1 + ^^0(лл/?)+хя/?^(ля/?)]};

+ (I-2и)70(Хя/?)7И„ - (1 -2р)/С0(Хл/?)Д(я -

сп+ K1£rR) D'n- (1-2И/о(Ал/?)М;+(1-2р')^(хя/?)^п =hR

1 2(1—р')
Л НМЛ) + W.,,/?)]; 

Ал
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/о(кл/?)бя - A1(k„/?)D„ + [2(1 - а)Л(кя/?) + S»#)!^ +

+ [2(1 - ^m\nR)-}.nRK0(\nR)]Nn - /0(л„/?)С; - /WnR)D'n -

- \nRKM]N'n = -^1— • '/?[Д„/„<).„/?) + ВЛ0(Х„/?)
‘ ' Ап

^-.-L.RIAM^R) + 5;^0(лп/?)1;
V ■ ' An

Е'

1
~ 2

1 + а
1 — a

1
2

1 +
1-й'

-±-а'/?[А;,/о(к„/?)+ВД(кл/?)1;
Ап

а'Е' а’Е'
2(1 — (х'Х1 — 2а')

А'п . 
— »

Ап
ЬдТІ*-*!* Ijr‘n — ~ 2(1 - И ’T"’ Л1'п

/МСЯ -K^.,r)D„ + [2(1 - и)Л(клг) + Х„г/0(клг)]Мл +

+ [2(1 — - \nrK0(K„r)]Nn =

*= - -7- + 1(Аг 4- '•[A„/o(V) + впк0М],

где постоянное а„ определяется по формуле Фурье [4]
н 

а” = 7Г I cos ^K^)dz.
О

Решая систему (34), найдем постоянные Сп, D„, Mn,’N„, С'п, D'n, 
М' А/' п’ п

Что касается постоянной лл, то для ее нахождения рассмотрим 
два случая.

Пусть на торцах трубы осевое напряжения аг отлично от нуля, 
а осевое перемещение w обращается в нуль, т. е.

= 0.¥= О,

(34)
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Тогда, внося сюда значения az по второй формуле (30), найдем

Е 1СЛ('-«р) + £>Ло(клр) + Л4л(ллр/і(л„р) + 4(1 — !i)/0(>',(p)) + 

■Ь Л'п(ХлрЛ;(>.„р) - 4(1 - !лЖ)(х„Р)Ж— 4 • 4~7°Р(Л«А0'Пр) -

- ^,Л,(ллр)) sin (л, 0.

Откуда

sin (л„Н) = 0,
что дает

(35)

Пусть теперь на торцах трубы осевое напряжение а2 обраща
ется в нуль, а осевое перемещение w отлично от нуля, т. е.

а z ¥=0.

Тогда, внося сюда значение а2 по третьей формуле (30), 
найдем

— 2 { - 1Сл/0(ляр) + О„А;,(/-Лр) + /Ил(2(2 — р)/0(к«р) + МЛО^Р)) —

+ MMSP)) + 5Л(2А'О(' ЛР) — А.рА'1(ллР))] } cos (>.„Н) = 0. 
Откуда

cos (1пН) = 0,
что дает

(2т— 1)г.
~2Н (36)
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