
3. Ф. СЛЕЗЕНКО

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВРЕМЕНИ ПРОГРЕВА 
ПЬЕЗОТЕРМОПЛАСТИКОВ

В настоящее время процесс получения ньезотермопластиков 
без связующих основан на том, что предварительно подготовленные 
опилки (с заданной влажностью) сначала подпрессовываются 
в матрице, а затем подвергаются одновременному действию давле
ния и прогрева. Основным условием, определяющим физико-меха
нические свойства пьезотермопластика, является кинетика про
грева. При прогреве под давлением происходят сложные физико
химические превращения, которые и определяют свойства пьезо
термопластика.

Не вдаваясь в кинетику физико-химических процессов, состав
ляющих предмет отдельного исследования, рассмотрим процесс 
теплообмена в находящемся под давлением пьезотермопластике.

Как известно [1], трудность решения подобной задачи обуслов
лена сложностью характера теплообмена и формой изделия. 
Однако в целом ряде случаев изделия имеют правильную геоме
трическую форму (пластины, круги, бруски и т. п.) и столь неболь
шие перепады температур по толщине нагрева, что ими можно 
пренебречь при анализе процесса прогрева.

Рассмотрим случай, когда температура нагревателя остается 
постоянной во все время нагрева. Ради простоты примем бесконеч
ную пластину толщиной I. Процесс теплопередачи от нагревателя 
к поверхности изделия, имеющего температуру t°С, нами будет 
рассматриваться как явление суммарной передачи тепла: 1) от из
лучателя, нагретого до 4зл°С, по закону Стефана — Больцмана; 
2) от нагретого газа, имеющего температуру 7В°С, по закону 
Ньютона и 3) от подставки, на которую опирается изделие, имею
щей температуру tx°С, по закону Фурье. Соответствующие абсо
лютные температуры обозначим Т, Тшл, Тв и Тх. Явлением пере
дачи тепла от изделия к нагревателю пренебрегаем.

Таким образом, количество тепла, получаемое изделием в те
чение элемента времени dr, равно

dQ =  FC 100
(Т_ 
k 100

’ ] dr +  *F(тв -  T)dr +  Щ Т. — 7)dx, (1)

где С — коэффициент излучения; 
а — коэффициент теплоотдачи;
Я — коэффициент теплопроводности; 
т — продолжительность нагрева;
F — тепловоспринимающая поверхность изделия;
Q — количество тепла, идущее на повышение температуры dT 

изделия.
dQ =  Gc-dT, (2>.

где G — вес изделия;
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с\ —средняя теплоемкость изделия в интервале температур oi 
t\  С до t 2°С.

Приравнивая выражения (1) и (2), получаем дифференциалы 
ное уравнение нагрева ■

FC /  Гизл \ 4 / т у п
1 0 0  )

L \  / I H  J
fa  +  aF(TB — T)fa +  Щ Т  — Г) fa  =  GcydJ.

Приведем уравнение (3) к более удобному виду 
100-* Gc 1 dTfa =  - Г4 +  МТ  — .V

(3)

(4)

где М — (а +  X) 100*

N  =
С Т НЭЛ +  аТв 1004 +  Х7\ 1004

Будем считать, что коэффициент излучения С и теплоемкость 
изделия С\ в течение нагрева постоянные. Тогда, интегрируя это 
уравнение в пределах для г от 0 до т и для Т от 0 до Т, получаем

Г,
100* Gc

CF 1 j Tt +dT
MT — N (5)

Г,
При интегрировании уравнения (5) будем иметь три случая, 

когда корни знаменателя подынтегрального выражения будут: все 
действительные, все комплексные и два комплексных и два дей
ствительных.

Рассмотрим решение уравнения (5) для каждого отдельного 
случая.

Все корни знаменателя действительные и простые.
Г2

Gci
CF я ^ + R + Т  — а3 Г — a4J dT ,

где Е, R, Н, Р находим методом неопределенных коэффициентов. 
Произведя интегрирование, получим

Все корни комплексные.
Интегрируя и упрощая полученное выражение, найдем

т Gci
~CF

Al f  T fa p T z  +  q 
тг IП —i----------2 Г+дГх + с/ + arctg
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— arctg
т щ-£- ‘ *+ 2

+
Di—Ci ~2~j

V-

tv
arctg -

pL
4

t %  In -2 7 + p Ti + <7' +

P

I ' ' >I « -  •
arctg

P'

Vr p '2 
' 4

, (7)

где A i, В j, Ci. D\ находятся тоже методом неопределенных коэф
фициентов.

Два корня действительных, два— комплексных.
Как и в предыдущих случаях, постоянные А2, В2, С2 и D2 нахо

дятся методом неопределенных коэффициентов. Этот случай — 
синтез двух предыдущих.

Решение имеет вид

Gci
С Г А 2 1п

Г2 — «х
Ti — a j f  В2 In Гг — аг

Tl — «2 +
С2 , Г +  рТг -f  q 
2 T [ + p T i + q

(8)

Экспериментальной проверкой установлено, что использование 
полученных решений возможно для пьезотермопластиков толщиной 
не более 3 мм.
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В. М. СОБОЛЕВСКИЙ

УПРУГОЕ НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 
КРУГОВОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ТРУБЫ В УПРУГОЙ СРЕДЕ 

ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВНУТРЕННЕГО ДАВЛЕНИЯ И ОСЕСИММЕТРИЧНОГО
ТЕПЛОВОГО ПОТОКА

Постановка задачи и основные уравнения

Упругое напряженное состояние круговой цилиндрической тру
бы под действием температурного поля t — t(р, z) исследовано по 
методу Б. Г. Галеркина, Г. Н. Маслова [1].

В настоящей работе рассматривается упругое напряженное 
состояние круговой цилиндрической трубы длиной 2Н. Поперечное 
сечение ее ограничено двумя концентрическими окружностями
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радиусов г и R. Труба находится под действием давления р с вну 
тренней стороны и с внешней — давления упругой среды Гука 
в которую она помещена (с упругими постоянными Е '— модуле» 
Юнга и р — коэффициентом Пуассона), а также влияния темпера 
турного поля t = t (р, z, т) (рис. 1).

Так как по условию внутреннее и внешнее давления, темпера 
тура и осевая сила не зависят от <9, то компоненты касательны 
напряжений т и компонент тангенциального смещения v
обращаются в нуль, т. е.

ТР0 x0z v  ° ‘
Компоненты радиального а ■ тангенциального 

и касательного т напряжений, компоненты радиального и осевого
осевого а и 2 1

смещения u, w и компонент осевой деформации е не зависят от
в  и являются функциями от р и 2. Следовательно, здесь симмет
ричная относительно оси деформация круговой цилиндрической 
трубы.

Компоненты деформации, выраженные через компоненты на
пряжения (обобщенный закон Гука), имеют формы [2]:

£0=  7Г К1 +  ~  3И  +  at;

,=  -р [(1 +  Г)ай — З Н  - f  at;

1
Е

1 -f- р

Зрл] +  at;

'Р2^  Е рг,

(1)

где а
3 ~4— G 0 2

Те же уравнения, разрешенные относительно компонентов на
пряжений,

1
3 р

Е
1 4 - р

1 -2р. 
Зр

Eat 1

1 —  2р "  +  £0

1 — 2,а
Eat

1 —2а
Е

° 2 ~ " 1 +  р
/  Зр
Г ~2р£ +  £

Eat
;

р2 1 +  р * pz1

(2 )

где £
£ Ва^~ Ер . 0  Z
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Компоненты деформации связаны с компонентами смещения 
соотношениями Коши:

ди и dw
др ’ в" dz ’

,, ди , dw
2 ' 0г =  —  +дг до (3)

Компоненты напряжения удовлетворяют известным уравне
ниям равновесия Коши (объемными силами пренебрегаем):

dzдо
__ К _]--------да ‘ дг

Р2 +

dz
pz

dp +
do zZ , pz
dz ' p

=  0; 

0.

(4)

Подставляя компоненты напряжения (2) в уравнения равно
весия (4), получаем

дыс

где

де 1 д(и0 р)

3s 1 flap)

др 

dw
др "4" dz

(1 +  jx)a
dt
дг

2« > , dz
dw
др

(5)

(6)

Решение задачи в общей форме

Следуя методу Г. Н. Маслова [1], найдем решение системы (5) 
в виде сумм:

и — и,! +  иг\ )
W=W-y-\-Wz, \

где «и w\ — решения системы (5) без правой части, а и2, w2 — 
одно из возможных частных решений системы (5) с правой частью.

Тогда компоненты напряжений также могут быть представле
ны в виде сумм:

°Р =  3Рх+ V  

°0 =  301+ ° 0 3; 
az — aZ!+ °г2;

(8)

V  “  zpz,. cpza’
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где

"г,

1 -f- !*• I 1 — 2р

Е ( Зр
1 - Г  Р U -  2р

Е I Зр

ди
~ ¥ У

-I т и 1
Р

dwi
У

'?z i~ 2(1 +  р) ( dp

Е

( dw, ди2
'  дг

(9

Р2 l + p ( l - 2 p  

За

Зр . диг
s2 ' dp

е.
£  /  Зр и2

1 +  р ^1 -  2р $г +  р

Зр _ , cto2

1 — 2р

Ext

<z2 1 +  р ( l  — 2р ^  ' дг

Е

1 -  2р

Ext
1 -  2р

_ __ [dw2 . ди2
ъРг г 2(1 +  р) ( d p  ' dz

(Ю)

Для отыскания решений щ, W\ воспользуемся методом трех 
независимых функций Б. Г. Галеркина [3]. Положив в форму
лах {3] / =  О, получим:

для компонентов смещения

Ил =  —
1 — р д'2х>

Е dp дг

1 4- р dJa
~д~г?~ 2(1 — р)уг<?

( П )

для компонентов напряжения

(д
°'П ~  дг pV2cp

% = ж [

д*9 \ . 
дГЕ ) '

да

др2 ,

кр 1 
р др Г

_д
d f (2 ц)у2? — £

dp (1 — iHv2*
d*y
dz2

(12)

где tp = tp(p, г ) — бигармоническая функция, удовлетворяющая 
бигармоническому уравнению =  О, а символ у2 — оператор
Лапласа,
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Следуя Г. Н. Маслову, допустим, что «е =0,

3(1 =  (1 +  V)* f

3(1 =  (1 +  !*)a

Q П+ P ,отсюда 3&2 =  у —- at,

а система (6)
1 д(и2р) , dwy_ _  1 +  и 1
р dp r  dz 1 — р

диг dw?,  л
dz др

тогда система
(5)

(5')

03)

(14)

Подставив выражение (13) в формулы (10), получим
E duy Eat

3P2 1 +  P dp 1 — p ’

E Uy Eat
°в 3 1 + P P 1 — p ’

E I duz
+  ? )'‘Zy — 1 + ! x dp ’

E du2 E dwy
Cpz2 — 1 -fix dz ' 1 + P dp

Интегрирование системы (14) для общего случая температур
ной функции t — t(р, z, х) составляет сложную математическую 
задачу. Поэтому мы ограничимся интегрированием ее лишь для 
стационарного теплового потока t = t(,p, z).

Второе уравнение (14) удовлетворяется, если положить

и 2 =  2(2 ) rfp(p) .
dp ’

Wy =  Р(р) dZ(z)
dz (16)

где P (p) — функция только одного р, a Z(z) — функция только 
одного Z.

Подстановка этих значений в первое уравнение (14) преобра
зует его к виду

Z(z) [tf*p(p) , .JL ^р(р)
rfpa ' о dp

i D/.\ d-'-ZiZ)
+  p (p) - * * -

1 4-1 at. (17)
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Решение задачи для стационарною теплового потока

Температурная функция t удовлетворяет в цилиндрических 
координатах для осесимметричного стационарного теплового поточ 
ка известному дифференциальному уравнению теплопроводности 
Фурье [2].

d-t
~fh^

dt
I p + (18)

Общий интеграл этого уравнения

t =  О In f> ф- с2 +  2 И „/0(ХПР) +  ВаКo('-«p)] cos (V ), (19)

где Ci, сг, Ап, Вп и — произвольные постоянные интеграции,! 
а /0 и /Со — функции Бесселя первого и второго рода нулевого 
порядка от мнимого аргумента.

Распределение напряжений и смещений, соответствующее пер
вым двум членам выражения (19), нами исследовано в работе [2],! 
поэтому здесь рассмотрим распределение напряжений и смещений, 
соответствующее функции

t =  Е ИЛР-лР) +  ВпКп(/.пр)\ cos (V). (20)

Постоянные Ап и Вп определим из граничных условий

*1 =  h, t\ = t 9 l i tP = r \p =  R  p|z =  0 jz = 0 г

S [ A J M  +  BnK0(>.nr)} = t i ,  |
-  [A nI0(lnR) +  5„/C0(>.„/?)] =  t2] J

-  \A jA riM) +  BnKnQ-nR)\ =  t2\ | 
S \ A ' M - nb) + B nK 0{Kb)}  =  t 3.

Решая эти системы, найдем постоянные А„, В,, и А , В :•I’ н П' П
л   _____ tlKoftnR) — t2Ko(Ъпг)_____ .
" ~  W * r)K o M  ~  W n R W n r)  ’

п   ____ОА>(Уу;Г) - ЩКпЯ)_____
п ~~ UKr)Ko(tnR) -  Io(KR)Ko(Kr) ’

л ' ___ hKoQ-nb) — t2KoQ.nR)____
п~  W n R W n b )-  1орпЪ)КМ)  ’

o ' ______ ш т  — _____
n~  loQnmoO-nb) -  hQ.nb)K0a nR) ’ .

(21)

60



>*дё
/o('Knr )Ko(knR) —  Io(f'nR)Ko(Knr ) = £ 0  И / 0(М?)АГ0( М )  - -  Io (K b )K 0( K R )

Из выражения (20) и первого уравнения (16) находим, что 
функция Z(z) равна

Z(z) =  cos (V ). (22)

Подстановка равенства (22) в уравнение (17) преобразует его 
в обыкновенное дифференциальное уравнение

^  +  - К р (р)= [ Л Л М + М Л Л -

Этому уравнению удовлетворяет функция

Р (Р) = ар[Л Л (М  — 5„Ki(xnP)] • (23)

Подставляя равенства (22) и (23) в формулы (16), найдем

г =  - j-  ■ -утт" аР Е [ЛЛОяР) +  ВпКо(кп?)} cos (V );
(24)

w, =  — 4 -----яр s  [ Д Д М  — ДДДяР)! sin (X„z).

Подстановка уравнения (24) в выражение (15) дает

-2 (Щ Г )Е {^n[ / o ( v ) - 'v A ( v ) ]  +

+  В п[К 0(1пр) +  1 М К ?)}} COS (Х„г);

Зв2=  -  2(1 - ~ц)-д И А (ЕяР) +  5,До(Х„р)] cos М ;

э 2=  -  ■ 2(ia5 .y  Е {Л„[2/0(Х„Р) +  Х„рЛДяР)1 +

+  Я л[2/С0(Хпр) ~  x« p A i( M l 1 c o s  ( V ) ;

V * =  ~  2ТГ=ф)рЕ {ХяИп7о((-яР) +  Д Д 0('.„р)1sin ( М ) •

Для нахождения общих решений системы (5) без правой части 
возьмем функцию напряжений (бигармоническую финкцию) [1]

? ~ -  {I CnAi('viP) +  АЛо(Еп1р)1 +• t'jAMJiQ'np) +  NnK M \ ) sin Qnz )-
(26)

(25)
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Подставляя функцию напряжений (26) в формулы Б. Г. Га- 
леркина (11) и (12), найдем

1 +  я
«1 =  -  - г -  Z{[CMK9) -  A A i(M ] +

+  KvlMJoiK?) -  NnKо(ХяР)1} К  cos(/.„2);

w 1 -f- jx
Y ~  ^ f iCJo(Kp) +  Dn К о(̂ яР)] +

+  M n\K?h(K9) +  4(1 — P)/0(V )] +
+  -  4(1 — р.)(А0(ллр)|) X* sin (V );

(27)

D, K oC ^+ T ^K iiK ?)1 п М - т - й UK?)Г'П?

+  M n\( 1 -  2a) /0(Х„р) +  >.лрЛ(Ляр)] +  Nn[ -  (1 -  2а)А0(А„р) +  

+  ^pA,(^p)]b-;cos(/v,2);

4“

v — Е
I

}-п? [C J iK Р) -  З Д М ]  +  (1—2p)(7W„/0(Xnp)

(28)
— yVn/Co(/-„p)l j К  cos (/.„2);

°z, -  s  I [C„/0(V ) +  7)До(>-яР)] +  12(2 -  а)/0(л„р) +

+  '*pA(VJ)l - ■Ч,!2(2 — а)АГ0(/-„р) — 7np/(i(X„p)]) V  cos (Х„г);

•?2l =  E {[СЛ(КP) -  0 / . ( У ]  +  7W„[2(1 -  а)Л(/.пр) +

+  X„p/0(X„p)] +  /V„[2(l — ix)Ki(X„p) /.„pAn (X„p)]} x; sin (Хлг).
Подставляя выражения (27), (24) и (28), (25) в формулы (7) 

и (8), определим распределение смещений и напряжений в точках 
r - ^  p <  R ,—H  <  z <  Н  трубы:

« =  S { -  -ЦИ- 1^А(Х„Р) -  0 ,Д 1(Хлр) +  Хлр(Жл/0(Хлр) -  

/V„K0(X„p))] ХП -)- “р(^„/0(Хпр) 4 А,Д0(Хлр))| cos(Xnz);

^ j ‘ IГ-'„/0(7'„р) +  D„K0(KP) +  7И„(Хлр/1(Хлр) -f-w

ь 4(1 — !1)70(Х„р» -г Nn(X„p/Ci(X„p) -  4(1 -  рЖ 0(/.„р))] X; — 

---- 4“ ‘ Т=П7 а9(Ап!\ (Х„р) — А Д , (Хлр))| sin (Хлг);

(29)
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=  - s  {[c„ ( /o M  -  x~A(x„p)) +  O n(/<o(^)+  ^ W )  +  

+  M n((l -  2!x)/,(X„p)+X„p/1(X„p)) +  yv„(-(i-2!x)/Co(>-np) +

K?Ki(.K?)) A3 +n 1
aE И„(/0(Х„р) -  >'„°Л(Л,р))+

2(1-11)

+  5„(/Co(%p)+>-„pXi(^p))}j cos (/.„2);

= — 2 ( j i  ( CBA M  -  £>̂ i(>-np)) +  О - 2 f ) W . M -

А^До(^Р)) I >■;, Ч- V = 7 T  <A»/o ^ )  +  cos (V);

=  -  E { -  ICJoQ-nP) +  O„K0(X„p) +  Af„(2(2 -  u)/0(/VlP) +  

+  W r f ) )  -  A/„(2(2 -  M K ,o )  -  ^p/Cx^p))]
aE

+  '-jjj 3 ; y j I Л„(2/0(>„Р) +  W M )  + 

+  В„{2Ко('кпр) — Xnp/C2(X„p))]] cos (/-„г);

(30)

'p2 =  E {[ C„Ii(X„p) -  DnK M  +  M„(2(1 -  !x)/x(X„p) +

X„p/o(X„P)) +  .V„ (2(1 -  M K ? )  -  >-„p/Co(>-„p))] >2 -

---- 2(1 — ,л'Г pA-n (^nA(^nP) +  ^лДо(^лР))} sin (V)-

Распределение смещений и напряжений в точках /?-< р<  оо,
упругой среды Гука определяется по формулам:

и' =  е { -  ! ± £  |с;/х(х„Р) -  о;Дх(хяр) +  хлР(М' /0(х„р) -

-  А̂ ;л-0(х„Р))] х ;+  • { ± £  «'Р и ; / 0(хпР) +

+  5„^0(Xnp))}cOS(X„z);

=  v |4 ^ [ с ; / 0(х„р) +  d ; я 0(хлР) +  ж;(хпр/1(А„р) +

+  4(1 -  +)/и(Алр)) +  Л̂ ;(Х„Р Лх(х„р) -  4(1 -  а')Ло(А„р)) ] х; 

- 4 - -  -  я ;зд«р))}  Sin (Х„2);

(31)
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а' =  — £р с;, (/о(М  ^  А(Др))+ Dn(KnQ.„'j) -f-

J^-^lQ-nP)) +  ^„((1  — 2fi/)/0(Xnp) +  A„p/i(>-np)| +

+ N n( -  (1- w m  +  W r f ) )] >-;+

+
a'£'

2(1 a') |/4« ( A ( A p) V A ( xnP)) +

+  B'n (Д>(Др) +  W „P ))]}cos(X „z);

° e =  -  £  { [ ^ -  -  D 'nK M )  +  ( 1 - 2 ix0 ( ^ ; / o(x„p) -

-  к ' к м )] x; +  ^ ^ ( л ; / 0(/.лр) +  5;л-0(хлР)) } cos (x„z);

=  -  2 { -  [c; /o(x„p) +  Д'1/Со(хлр) +  м ;  (2(2 -  p/)/0(x„p)+

+  ХпрЛ(Хлр)) -  /V'(2(2 -  р/)Д (а„р) - X ^ X r f ) ) ]  X» +

+  Ж Д Г т И »  (2/o(v>) +  kn?iiQ-n?)) +  B’n[ 2 K M  - 

— л«?Д(А«р) ) | } cos (X„2);

v =  S J[C7t(X„p) -  D 'K ^n?)  +  M'n( 2 ( \ -  / ) / г(ХлР) +  

+  ^p/o(x„p)) +  /V'(2(1 -  x„p/c0(x„p)j] x;

-  2(1° - ^ )  Px« (Л,7о(Х„р) +  В Д (Д р))} sin (Хяг),

(32)

где индекс ' стоит при обозначении величин, относящихся к упру
гой среде Гука.

Для нахождения постоянных Сл, Dn, М п, N С'п< D'n, М'п, N ' 
введем выражения (30), (29), (31) в граничные условия "

=  —/>(z), а
Р=Г

p—R p=R

?}?=R 4 °  -/? "е

;0, o'

?—R 0| p=R Рг|р=Я

=  0,
P= ‘

0, t '’ pz

?=R
(33)

p— 00
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и, принимая во внимание асимптотические представления функций 
Бесселя [4]

ш -  V 4 r
COS X

2п + 1гс ) +  о ( х

к м  -  - i r e' 1 +  0 ( x - J)

получим систему

/о(Кг) -  —  Л М'пг
С  4- "̂о(/-яг)+  Y T  К М D’п +

[(1 -2{х')!0(кпг) +  Knrh(Knr)] М п +  [—■(1 - 2 v)K0{\nr) +  KnrKi(t.nr)\Nn = 

=  f ” -  i ( Г ^ Г  ‘ Т~ И п [/о М  -  Хлг/т(Хяг)1 +

Вп[К0(1пг) +  ХдгЛ-1(Хлг)]};

А .М ) с„ Ai +

+  [(1—2*i)/0(X„/?) +  ХяЯ/,(ЬпЯ)] Мл 4- [ -  ( l-2v)K JknR) +
1■ k.R K ^ R ) ]  N n

KoiKR) +  Ki(KR)

/о (KR) KR /,(>■«/?) C'

d ; -  [(i - 2rt/0(x„/?) +  х„/?/1(хя/?)] /и ;

a£ 1
-  ( i -  2|*) w ; -

=  -  -^т-----т - - , - { Л „ [ / о М ) -  /.„/?/:(/■„/?)]+ B n[K0{ l nR ) + \ nR K 1(KnR )]} +

+ y r ^ ? j  ■ Y { A k [ f & M - K W i ( K W + B ^ K R ) + K W i № ) l h  

Cn -  Kf nf  Dn +  (1 -2 а )/0(Х„/?)Ж„ -  (1 -2y)K n{\,R)Nn 

— ir fw L c n + J^ L D n -  ( 1 - 2 ^ д а ; + ( 1 - 2 ю а д ^  =

lE  _j_
2(1 - 1 -о ‘ л: Ш , Л ) + Ш Л +

-r 2 ( T q ? r  Y- I W . * >  +  В Д > ^ ) ] ;
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h(KR)Cn -  л щ  +  [2(1 -  v ) K M )  +  ’-nRh{KR)\M n +

+  [2(1 -  г Ш К К )  -  KRK0(\nR)]Nn -  I0(lnR)C'n -  K M D '  -  

-  [2(1 -  иОЛ(х„/?) +  хя/?/0(хп/?)]ж ;-[2(1 -  '/)Kr(KR) -

аЕ
-  KRi<o(KR)]K =  2n i , x) • — RlAM-nR) +  BnH0Q.nR)

l
2(1 — .«*') X*

■RlA'MKR) +  B'nK0(knR)]-,

\ 4* [A i¥ ^ [ I l(lnR)Cn- K l().„R)Dn +  l nRI0(\nR)M n - anRK0(lnR)N 'n

1 + U.'ТГ~ т ^ ) С ' п- К М ) 0 ’+ XnRI0(XnR ) M '- X nRK0(hnR)Nn]

l 1 -f- p- 1
2 1 - Ц

1 1 +  1*' 1 ,

*R[AJ0(knR) +  B„K()(,nR)}

2 1 — ! R[A'n/0(inR) +  B'nK0(KR)h

a’E’
2(1 — ;j/)(1 — 2u/)

h iK r)C„ — Q-nr)Rn +  [2(1 — V-)hQ-„f) +  XnrI0(lnr)]Mn 

+  [2(1 -  v ) K i M  -  KrK0{\nr))Nn =

_  bn- Г Т  + Ж ^ Г  т г  r \ K h M  +  ВпК0(кпг)], (34)

где постоянное ап определяется по формуле Фурье [4]
н

ап =  - j f  J  P(z) cos Q~nz)dz.

Решая систему (34), найдем постоянные С„, Dп, M n,'N„, С', D'v
к ,  к -

Что касается постоянной Х„, то для ее нахождения рассмотрим 
два случая.

Пусть на торцах трубы осевое напряжения аг отлично от нуля, - 
а осевое перемещение w обращается в нуль, т. е.

' г=Н
Ф  О, w =  0.

Z—H
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Тогда, внося сюда значения oz по второй формуле (30), найдем

^ |  £ Х {Cn/(iQnp) 4 DnK0(Kn[j) 4- Л1 nQ.n(tIiQ.np) 4(1 — )/„(/,tr0) +  

f  N n(Knph\(KnP) -  4(1 -  ^ 0(X„P))]>4- ~  • ~ 7 « p ( ^ / i ( XnP) “

— £,A,(a„p))J sin (lnH) == 0.

Откуда
sin (X„//) =  0,

что дает

~п ~  ц  • (35)

Пусть теперь на торцах трубы осевое напряжение <зг обраща
ется в нуль, а осевое перемещение w  отлично от нуля, т. е.

О =  0 , 7£>| ф  0.
г z=H  j г=Н

Тогда, внося сюда значение oz по третьей формуле (30), 
найдем

— S { -  lCnI0(knр) -f  DnK0(knp) 4- М п(2(2 — р-)/0(а„р) +  K ?h(кпР)) —

-  N n(2(2 ~  p)/60(X„p) -  Xnp/rl(/.„p))]/; +  [An(2/0(X„p) +

+  X„p/i(X„p)) +  Bn(2K0(knp) — ХлрЛ'1(Хяр))]} cos (AnH) =  0. 
Откуда

cos (а„Я) =  0,
что дает

(2да —  l)r .
« _  2H (36)
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