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РЕШЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  
ДЛЯ ПОТЕНЦИАЛОВ СРЕДНИХ СИЛ И РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ  

ФАЗОВЫХ ПЕРЕХОДОВ В ГЕТЕРОГЕННЫХ СИСТЕМАХ,  
СОДЕРЖАЩИХ КРИСТАЛЛИЧЕСКИЕ НАНОЧАСТИЦЫ 

В работе используется ранее полученная замкнутая система статистических уравнений и фор-
мул, определяющая структурные и термодинамические характеристики неоднородных, в частно-
сти, гетерогенных молекулярных систем. Она получена в рамках двухуровневого статистического 
метода, который является симбиозом метода коррелятивных функций Боголюбова – Борна – Гри-
на – Кирквуда – Ивона (ББГКИ), метода условных коррелятивных функций Ротта и метода тер-
модинамических функционалов плотности. 

В двухуровневом статистическом методе описание равновесных свойств осуществляется с 
помощью потенциалов средних сил, которые вследствие неоднородности молекулярных систем 
являются функционалами искомого поля плотности. Это поле задается полем чисел заполнения 
молекулами микроячеек, которые принадлежат координационным сферам ГЦК решетки, исполь-
зуемой при описании свойств простых молекулярных систем. При статистическом описании ге-
терогенных систем, содержащих наночастицы, центры координационных сфер совпадают с цен-
тром сферической кристаллической наночастицы, находящейся в термодинамическом равнове-
сии с окружающей ее флюидной средой (жидкой либо газовой). 

В данной работе с помощью ранее разработанной модернизированной компьютерной про-
граммы решена полная система преобразованных интегральных и алгебраических уравнений для 
гетерогенной системы, содержащей кристаллическую наночастицу внутри флюидной среды. 
По результатам расчетов построены изотермы свободной энергии однородной молекулярной си-
стемы в широкой области молекулярных объемов, включающей области существования кристал-
лического, жидкого и газообразного состояний вещества. С их помощью численно-геометриче-
ским методом решена задача по определению термодинамических параметров фазовых переходов 
кристалл – газ, кристалл – жидкость и жидкость – газ при соответствующих температурах. По-
строенная фазовая диаграмма простых веществ позволит приступить к расчетам по определению 
полей плотности в межфазных областях гетерогенных систем и в задачах адсорбции на плоских и 
сферических поверхностях. 

Ключевые слова: двухуровневый статистический метод, потенциал средних сил, гетероген-
ная система, наночастица, фазовый переход, фазовая диаграмма. 
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SOLUTION OF THE MODIFIED INTEGRAL EQUATION  
FOR POTENTIALS OF AVERAGE FORCES AND CALCULATION  

OF PHASE TRANSITION PARAMETERS IN HETEROGENEOUS SYSTEMS  
CONTAINING CRYSTALLINE NANOPARTICLES 

The paper uses a closed system of statistical equations and formulas that determines the structural 
and thermodynamic characteristics of heterogeneous, in particular, heterogeneous molecular systems. 
It has been obtained using the two-level statistical method, which is a symbiosis of the Bogolyubov – 
Born – Green – Kirkwood – Ivon (BBGKI) method of correlation, the Rott conditional distribution 
method, and the density thermodynamic functionals method. 

In the two-level statistical method, the description of equilibrium properties is carried out using po-
tential of average forces, which, due to the heterogeneity of molecular systems, are functionals of the 
desired density field. This field is specified by the field of numbers of filling with molecules of microcells 
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that belong to the coordination spheres of the FCC lattice used to describe the properties of simple mo-
lecular systems. In the statistical description of heterogeneous systems containing nanoparticles, the cen-
ters of the coordination spheres coincide with the center of a spherical crystalline nanoparticle, which is 
in thermodynamic equilibrium with its surrounding fluid medium (liquid or gas). 

In this work, we have solved the complete system of transformed integral and algebraic equations for 
a heterogeneous system containing a crystalline nanoparticle inside a fluid medium, using the previously 
developed modernized computer program. Based on the calculation results, free energy isotherms of a ho-
mogeneous molecular system are constructed in a wide range of molecular volumes, which contain regions 
of the existence of crystalline, liquid and gaseous states of matter. With their help, the problem of determi-
ning the thermodynamic parameters of the crystal – gas, crystal – liquid, and liquid – gas phase transitions 
at the corresponding temperatures has been solved. The constructed phase diagram of simple substances 
will allow us to start the calculations to determine the density fields in the interfacial regions of heterogene-
ous systems and in the problems of adsorption on flat and spherical surfaces. 

Key words: two-level statistical method, potential of average forces, heterogeneous system, nano-
particle, phase transition, phase diagram. 

Введение. Ранее в работах [1, 2] была опуб-
ликована статистическая теория и методика рас-
чета структурных и термодинамических харак-
теристик кристаллических наночастиц разных 
размеров с использованием двухуровневого ста-
тистического метода, подробно изложенного в 
монографии [3]. Он базируется на использова-
нии метода коррелятивных функций Боголю-
бова – Борна – Грина – Кирквуда – Ивона 
(ББГКИ), метода условных распределений Рот-
та [4] и метода термодинамических потенциа-
лов, которые в случае неоднородных систем яв-
ляются функционалами поля плотности среды. 
Двухуровневый молекулярно-статистический 
подход реализует учет неоднородного распреде-
ления чисел заполнения ni  микроячеек объемами 
ωi (i = 1, 2, …, M), на которые в соответствии с 
основной идеей метода условных распределе-
ний Л. А. Ротта мысленно разделен весь объем V 
системы. Эти ячейки в случае флюидных (теку-
чих) сред образуют гипотетическую кристалли-
ческую решетку, а их форма и размеры в обла-
сти кристалла претерпевают существенные  
изменения вблизи границ кристаллических на-
ночастиц, т. е. наблюдается пространственная 
релаксация реальной кристаллической решет-
ки. Для описания таких систем используется  
F11-приближение, учитывающее множество наи-
более вероятных состояний конденсированной 
системы из N молекул в объеме V, где в каждой 
микроячейке может содержаться не более одной 
частицы. Количество микроячеек М превышает 
число N частиц в объеме V, поэтому некоторые 
микроячейки с определенной вероятностью мо-
гут быть вакантными. В результате поле распре-
деления чисел заполнения ячеек по объему на-
ночастицы и окружающей среды отражает неод-
нородность распределения плотности в объеме 
гетерогенной системы. 

В двухуровневом статистическом методе по-
ле плотности в системе с наночастицами зада-
ется соответствующим полем чисел заполнения 

ячеек, принадлежащих координационным сфе-
рам с номерами p (p = 1, 2, …, P), образующих 
сферическую кристаллическую наночастицу и 
окружающую ее флюидную, т. е. жидкую либо 
газовую, среду. Центр координационных сфер 
совпадает с центром сферической наночастицы. 

Основная трудность практической реализа-
ции этого подхода связана с тем, что функцио-
нал свободной энергии неоднородной системы 
зависит от искомого профиля плотности через 
потенциалы средних сил φij, которые можно рас-
считать только численно в результате решения 
сложной системы интегральных уравнений. 
Усреднение парного межмолекулярного потен-
циала Леннард-Джонса Ф(r) в модифициро- 
ванном интегральном уравнении проводится с 
помощью вспомогательной унарной функции 

распределения *
11F̂ , которая имеет четко выра-

женную локализацию в окрестности узлов ре-
шетки в кристаллическом состоянии [5, 6]. 
В связи с этим макроструктура сферической 
кристаллической наночастицы с неоднородным 
радиальным профилем плотности описывается 
дискретными наборами чисел заполнения np и 
радиусов bp сфер объемами υi, внутри которых 

вспомогательные унарные функции *
11F̂  распре-

деления считаются постоянными. Аналогичный 
прием используется и при описании структуры 
флюидной среды. Поэтому искомые потенци-
алы средних сил φij оказываются зависящими от 
значений чисел np и радиусов bp сфер в ячейках, 
центры которых принадлежат соответствую-
щим координационным сферам в объеме нано-
частицы и окружающей ее среды. В связи с этим 
все исходные статистические уравнения упро-
щаются, т. е. модифицируются так, чтобы по-
явилась возможность осуществить их численное 
решение с использованием системы компьютер-
ного проектирования Mathcad. 



50 Ðåøåíèå ìîäèôèöèðîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ñðåäíèõ ñèë 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 2   2020 

Основная часть. Для однокомпонентной 
системы с вакансиями исходное интегральное 
уравнение для потенциалов средних сил 

( ,{ })ij i lq nϕ 
 имеет следующий вид [7, 8]: 

( )( , { }) ( , { })
aa
ij a

ij i l ij i l
i

n
f q n f q n

n
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f n
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Здесь ijnμν  – двухъячеечные числа заполнения 

всевозможных пар ячеек объемами ωi и ωj, кото-
рые определяют вероятность нахождения ча-
стицы сорта μ в ячейке ωi и частицы сорта ν в 
ячейке ωj (μ, ν = а, v; индекс а используется для 
реальных молекул или атомов, а индекс v – для 
вакантных ячеек, в которых находятся фиктив-
ные частицы, которые не взаимодействуют 
между собой и с реальными молекулами). Функ-
ционал ( ),{ }ij i lf q n

 ( ){ }exp ,{ } ,ij i lq n= −βϕ 
 а до-

полнительные функционалы ( )( ) ,{ }a
ij i lf q n


 и 

{ }ij lf n  находятся в результате усреднения, вы-

полняемого с помощью вспомогательных нор-
мированных на единицу унарных функций 
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 соответственно (β = 1 / θ – об-

ратная безразмерная температура, θ = kT): 
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где ( )i jq qΦ − 
 – парный межмолекулярный по-

тенциал Леннард-Джонса, описывающий взаи-
модействия двух реальных частиц (атомов либо 
молекул), находящихся в двух разных ячейках с 
номерами i и j ( iq


 и jq


 – радиус-векторы этих 

частиц). 
В интегральных уравнениях (1) числа запол-

нения всевозможных пар ячеек определяются 
следующими соотношениями [7]: 

 v{ } { },aa a
ij l i ij ln n n n n= −  (5) 
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Из физических соображений ясно, и это под-
тверждается структурой уравнений (1), что в 
связи с короткодействующим межмолекуляр-

ным потенциалом ( )i jq qΦ − 
 все потенциалы 

средних сил ϕij в неоднородной среде должны 
наиболее сильно зависеть от плотности в бли-
жайших ячейках, окружающих выделенную 
пару ячеек ωi и ωj. В связи с этим достаточно 
учесть зависимость потенциалов ( ,{ })ij i lq nϕ 

только от чисел заполнения в ячейках ωi, ωj, а в 
численных расчетах при выполнении суммиро-
вания по k ≠ i, j в формуле (4) можно ограни-
читься вкладами от взаимодействия с ячейками, 
принадлежащими первым трем концентриче-
ским координационным сферам (l = 1, 2, 3) с 
центрами в центре ячейки ωi.  

Учитывая вышесказанное, выпишем все со-
отношения и уравнения, образующие замкну-
тую систему модифицированных интегральных 
и алгебраических уравнений. Все формулы и 
уравнения далее записаны в безразмерном виде, 
когда геометрические размеры определены в 
единицах линейного параметра σ потенциала 
Леннард-Джонса, а все величины, имеющие раз-
мерность энергии, найдены в единицах энерге-
тического параметра ε этого же потенциала. 

Принимая во внимание вышеизложенное, 
модифицированное интегральное уравнение 
для потенциалов средних сил неоднородной 
однокомпонентной системы приобретает сле-
дующий вид [7]: 

( )( , ) ( , , ) ( , )a
ij i j j ij i ij j ij i jf b n g b b f bρ = ρ ρ +

 
 ( )(1 ( , , )) ( , , ).a

j ij i ij j ij i ij jn g b b f b b+ − ρ ρ  (9) 

Здесь ( , )( , ) ,ij i jb

ij i jf b e−βϕ ρρ =  а ( , )ij i jbϕ ρ  – потен-

циал средней силы, действующий на молекулу 
в ячейке ωi со стороны молекулы, равномерно 
распределенной внутри сферы радиуса bj объе-
мом υj внутри ячейки ωj; ρi – безразмерное рас-
стояние от молекулы в объеме υi до центра  

(1)

(2)
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объема υj; gij – аналог радиальной функции для  
гетерогенной системы, мысленно разделенной 
на микроячейки, образующие кристалличе-
скую решетку (реальную в объеме наноча-
стицы и гипотетическую в объеме окружающей 
ее флюидной среды): 

 ,ij
ij

i j

n
g

n n
=  v,a

ij i ijn n n= −  (10) 

1
( ) ,ij i j

ij

B n n
A

= − −  ( )( ) , , 1,a
ij ij i ij jA f b b= ρ −  (11) 

 ( )v 2 10,5 0,5 4 1 ,a
ij ij ij i j ijn B B n n A−= + + −  (12) 

где ρij – безразмерное расстояние между цен-
трами объемов υi и υj в ячейках ωi и ωj соответ-
ственно. 

Функционалы ( ) ( , )a
ij i jf bρ  и ( ) ( , , )a

ij i ij jf b bρ  

определяются следующими выражениями: 
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Функционалы энтропии S, внутренней энер-
гии U и свободной энергии F сферической нано-
частицы и окружающей ее флюидной среды рас-
считываются по следующим формулам: 

1
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Здесь Zp – число узлов, принадлежащих коорди-
национной сфере с номером p; J = 42 – число уз-
лов, принадлежащих трем координационным 
сферам с центрами, совпадающими с центром 
ячейки ωp, по узлам которых выполняется сум-
мирование в уравнениях (15), (16); 
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Для решения системы интегральных и ал-
гебраических уравнений (9)–(19) для гетеро-
генной системы, состоящей из однородной 
кристаллической наночастицы и окружающей 
ее флюидной среды, проведена модернизация 
компьютерной программы, которая разрабо-
тана с использованием системы компьютер-
ного проектирования Mathcad. 

В качестве первого шага выполнены расчеты 
по численному построению изотерм свободной 
энергии однородной молекулярной системы в 
широкой области молекулярных объемов, вклю-
чающей области кристаллического, жидкого и 
газообразного состояний. С их помощью чис-
ленно-геометрическим методом решена задача 
по определению термодинамических парамет-
ров фазовых переходов кристалл – газ, кри-
сталл – жидкость и жидкость – газ при соответ-
ствующих температурах. 

На рис. 1 изображены участки изотерм сво-
бодной энергии, соответствующие кристалличе-
скому (рис. 1, а) и гетерогенному (рис. 1, б) со-
стояниям системы в фазовых переходах кри-
сталл – жидкость (θ = 1–2) и кристалл – газ 
(θ = 0,6). Гетерогенная область определена с по-
мощью построения общих касательных к изо-
термам, определяющих точки a и b фазового пе-
рехода, для которых выполняются три условия 
равновесия сосуществующих фаз для темпера-
тур θ, давления p и химического потенциала μ 
(θа = θb, pа = pb, μа = μb). 

Изображенная на рис. 2 изотерма свободной 
энергии при температуре θ = 0,6 указывает на 
отсутствие фазового перехода кристалл – жид-
кость и наличие только фазового перехода кри-
сталл – газ между точками а (υа ≈ 0,84) и d 
(υd ≈ 1,35 ⋅ 105), что соответствует температуре, 
которая находится ниже тройной точки. 

Участки изотерм свободной энергии, пред-
ставленные на рис. 3–6, относятся к температур-
ному интервалу между критической и тройной 
точками и определяют гетерогенные участки 
между точками c и d, соответствующие фазо-
вому переходу жидкость – газ. Температура кри-
тической точки несколько выше значения, рав-
ного 3 (ориентировочно θ ≈ 3,1). 

На рис. 7 изображена фазовая диаграмма 
θ – υ в области фазового перехода жидкость – 
газ с соответствующими приближенными значе-
ниями параметров тройной и критической точек 
для простых веществ. 
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                                                а                                                                                              б 

Рис. 1. Изотермы свободной энергии: 
а – область кристаллического состояния; 

 б – область двухфазного равновесия 

 
Рис. 2. Изотерма свободной энергии  

при температуре θ = 0,6 

 
Рис. 3. Изотерма свободной энергии  

при температуре θ = 1,0 
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Рис. 4. Изотерма свободной энергии  
при температуре θ = 1,5 

 

Рис. 5. Изотерма свободной энергии 
 при температуре θ = 2,0 

 

Рис. 6. Изотерма свободной энергии 
 при температуре θ = 3,0 
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Рис. 7. Фазовая диаграмма для простых веществ 

Заключение. С помощью разработанной 
модернизированной компьютерной программы 
решена замкнутая система модифицированных 
интегральных и алгебраических уравнений для 
гетерогенной системы, содержащей кристалли-
ческую наночастицу внутри флюидной среды. 
По результатам расчетов построены изотермы 
свободной энергии однородной молекулярной 
системы в широкой области молекулярных 
объемов, включающей области существования 
кристаллического, жидкого и газообразного со

стояний вещества. С их помощью численно-
геометрическим методом решена задача по 
определению термодинамических параметров 
фазовых переходов кристалл – газ, кристалл – 
жидкость и жидкость – газ при соответствую-
щих температурах. Построенная фазовая диа-  
грамма простых веществ позволит приступить 
к расчетам по определению полей плотности в 
межфазных областях гетерогенных систем и в 
задачах адсорбции на плоских и сферических 
поверхностях. 
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