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КРИТЕРИЙ КОЛИЧЕСТВА РАБОТНИКОВ В СЕТИ 
ДЛЯ ВЫПОЛНЕНИЯ ПРОЕКТА БЕЗ ПРОСТОЕВ РАБОТ 

В классической задаче сетевого планирования длительность выполнения проекта равна длине 
критического пути в соответствующем графе-сети. Критические пути могут быть разными для 
одного и того же графа в зависимости от значений весов дуг. На практике это соответствует тому, 
что над одинаковыми проектами могут работать люди с разной производительностью труда. 
От способа их расстановки на соответствующие работы будет зависеть длительность выполнения 
проекта (длина критического пути). 

Работы, лежащие на одном пути, могут выполняться лишь последовательно, поэтому для их 
реализации необходимо и даже достаточно одного работника. Работы, не лежащие на одном пути, 
могут выполняться одновременно, при условии наличия незанятых на других работах работников. 
Возможность начала очередной работы зависит от того, как быстро завершены предшествующие 
ей работы. Менеджеру проекта важно знать, сколько нужно иметь в наличии работников в каждый 
момент времени для того, чтобы, во-первых, работы не простаивали и критический путь не удли-
нился; а во-вторых, чтобы не держать в резерве работников, которые не понадобятся. 

В статье доказана теорема о том, какое количество работников необходимо и достаточно для 
того, чтобы любой проект в зависимости от структуры соответствующего графа-сети выполнялся 
без простоев работ. 
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CRITERION FOR THE NUMBER OF EMPLOYEES IN THE NETWORK 
FOR PROJECT IMPLEMENTATION WITHOUT DOWNTIME JOBS 

In the classical problem of network planning the project duration is equal to the critical path length 
in the corresponding graph network. The critical paths can be different for the same graph, depending on 
the values of the arcs weights. In practice this corresponds to the fact that employees with different labor 
productivity can work on the same projects. The project duration (the length of the critical path) will 
depend on the way as employees are placed on the corresponding jobs. 

Jobs lying on the same path can only be performed sequentially; therefore, one employee is necessary 
and sufficient for their implementation. Jobs that do not lie on the same path can be performed simulta-
neously, provided that there are employees not employed in other jobs. The possibility of starting the 
next job depends on how quickly the previous job is completed. It is important for the project manager 
to know how many employees must be available at each moment of time in order to: firstly, the jobs do 
not stand idle and the critical path does not lengthen; and secondly, so as not to keep in reserve employees 
who are not needed. 

The article proves a theorem about how many employees are necessary and sufficient for any project, 
depending on the structure of the corresponding graph-network, to be carried out without downtime. 
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Введение. В классической задаче сетевого 
планирования задана последовательность вы-
полнения работ некоторого проекта и их дли-
тельность [1]. В соответствующем ориентиро-
ванном взвешенном по дугам графе (сети) отыс-
кивается наиболее длинный путь из исходного 
узла (источника) в завершающий узел (сток). 
Этот путь называется критическим и задает 
время выполнения всего проекта. Критические 
пути могут быть разными для одного и того же 
графа в зависимости от значений весов дуг. 
На практике это соответствует тому, что над 
одинаковыми проектами могут работать работ-
ники с разной производительностью труда. 
От способа их расстановки на соответствующие 
работы будет зависеть длительность выполне-
ния проекта (длина критического пути). 

Основная часть. При применении алго-
ритма построения критического пути [2] нахо-
дят резервы времени для некритических работ 
(не принадлежащих критическим путям); крити-
ческих путей может быть несколько. В случае 
превышения резерва времени соответствующая 
работа будет начата с опозданием и в итоге про-
ект будет завершен позже времени, определен-
ного критическим путем. 

Работы, лежащие на одном пути, могут вы-
полняться лишь последовательно, поэтому для 
их реализации необходимо и достаточно одного 
работника. Работы, не лежащие на одном пути, 
могут выполняться одновременно. Их будем 
называть параллельными; несколько взаимно па-
раллельных работ могут одновременно выпол-
няться таким же количеством работников. Воз-
можность начала очередной работы зависит от 
того, как быстро завершены предшествующие 
ей работы. 

Введем следующие обозначения: 
G – граф-сеть проекта; дуги соответствуют 

работам, узлы – событиям окончания одних ра-
бот и начала других; 

V = (v0, v1, v2, …, vz) – упорядоченное множе-
ство событий начала и окончания работ; v0 – ис-
точник; vz – сток; 

Θ – оптимальная длительность выполнения 
проекта; 

K – критический путь. Т(K) – длительность 
критического пути; 

g – наибольшее количество попарно парал-
лельных работ в сети; 

gk – количество параллельных работ после 
наступления события vk; 

m – количество работников; 
( )id v  – степень узла vi; 

( )id v+  (для краткости id + ) – полустепень за-
хода узла ( ),iv  означает, сколько работ закончи-
лось и работников освободилось в момент 
наступления события vi; 

( )id v−  (для краткости id − ) – полустепень ис- 
хода узла vi, означает, сколько работ может на- 
чать выполняться одновременно; 

i
i id d d− +Δ = −  – задает минимальное (по мо- 

дулю) изменение требуемого количества работ-
ников в момент события vi для того, чтобы ра-
боты не простаивали. 

Путь, соединяющий источник со стоком, 
назовем полным. 

Количество работников для выполнения 
проекта назовем достаточным, если все работы 
проекта могут быть выполнены этими работни-
ками без простоев работ. Другими словами, каж-
дая работа может быть начата сразу же после 
выполнения всех предшествующих событию ра-
бот. В таком случае Θ = Т(K). 

Можно построить сеть, в которой все пол-
ные пути критические, их g штук (g – целое по-
ложительное число) и они попарно не пересека-
ются за исключением источника и стока. 
Для упрощения решения задачи на графах от-
ступим от определения классической сети пла-
нирования и допустим существование мульти-
дуг. Тогда предложенный выше пример будет 
выглядеть как сеть из двух узлов (источник и 
сток), соединенных g дугами одинакового веса. 

Лемма 1. В любой сети можно задать веса дуг 
так, что все полные пути будут критическими. 

Доказательство. Приведем алгоритм присво-
ения весов дугам. Вначале присвоим всем дугам 
веса, равные единице, и воспользуемся алгорит-
мом нахождения критических путей [2]. Это бу-
дут полные пути, содержащие наибольшее коли-
чество дуг (число k). В результате применения 
алгоритма у некритических дуг будут найдены 
положительные резервы времени. Поочередно 
(в любой последовательности) увеличивая вес 
некритической дуги на величину резерва и пере-
считывая критические пути, в конечном итоге за 
время, не превышающее O(n), мы присвоим ду-
гам такие веса, что у них не останется положи-
тельных резервов времени, т. е. все пути станут 
критическими и длины k. Лемма доказана. 

В источнике [3] сформулировано утвер-
ждение о том, что минимальное достаточное 
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количество работников m не превышает g, где 
g – максимальное для данной сети количество 
параллельных дуг. 

Покажем, что условие m = g является необхо-
димым. Если у некоторых работ есть резерв вре-
мени, то они могут заканчиваться не одновре-
менно с другими предшествующими тому же со-
бытию работами; также они могут не начинаться 
одновременно с другими работами, следую-
щими за данным событием. Но если веса дугам 
сети присвоены в соответствии с алгоритмом 
леммы 1, то резерва времени у работ нет и все 
предшествующие событию работы заканчиваются 
одномоментно; в этот же момент начинается вы-
полнение всех следующих за событием работ. 

Занумеруем узлы сети в соответствии с по-
рядком наступления соответствующих событий 
v0, v1, …, vz. Подсчитаем количество одновре-
менно выполняемых работ в сети, взвешенной 
по правилу леммы 1, в момент наступления каж-
дого события. 

Лемма 2. Количество параллельных работ gk = 

= 0 dk i
i− Δ  в момент события vk. 
Доказательство. Методом математической 

индукции. В момент v0 имеем g0 = 0 0( ) ( ).d v d v−=  
Пусть в момент vk–1 справедливо равенство 
gk–1 = 1

0 .k i
i d−
= Δ  В момент k kv d +  работы закончи-

лись, kd −  работ могут начаться одновременно, 
поэтому количество параллельных работ в мо-
мент vk меняется на величину kdΔ . В момент со-

бытия 1 k
0 0 .k i k i

k k i iv g d d d−
= ==  Δ + Δ − Δ  Лемма 

доказана. 

Величина 0
1

max, max k i
k i

k z
g g d=≤ ≤

= =  Δ  есть 

максимальное количество параллельных работ 
в сети G при заданных весах дуг. При других ве-
сах эта величина может принимать иные значе-
ния. На рис. 1 и 2 приведены примеры одной 
и той же сети, в которой все пути – критические, 
но в зависимости от весов дуг в одном случае 
m = g = 4, а в другом случае m = g = 3. 
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Рис. 1. Сеть для случая m = g = 4 

Веса дуг проставлены на рисунках возле со-
ответствующих дуг. На первом рисунке все веса 
равны 1. 

На втором рисунке в каждом из критиче-
ских путей по одной дуге имеют вес, равный 2, 
и эти дуги не параллельны при упорядочении 
событий в соответствии со временем их 
наступления. 
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Рис. 2. Сеть для случая m = g = 3 

Для рис. 1 Т(K) = 3, g = 4. Если m = 2 или 
m = 3, то Θ = 4, т. е. Θ > Т(K). Если m = 4, 
то Θ = Т(K). 

Для рисунка 2 Т(K) = 4, g = 3. Если m = 2, 
то Θ = 5, т. е. Θ > Т(K). Если m = 3, то Θ = Т(K). 

Любой сети независимо от значений весов 
дуг присуща частичная упорядоченность ее уз-
лов. Эта частичная упорядоченность определя-
ется путями из источника в сток. Вычисляя зна-
чения величины gk в соответствии с частичной 
упорядоченностью узлов, можно получать раз-
ные значения gk для одного и того же kv . В со-
ответствии с частичной упорядоченностью 
можно разными способами получить топологи-
ческую сортировку всех узлов сети. И для раз-
личных топологических сортировок могут ока-
заться разными значения параметра g. 

Из лемм 1 и 2 следует критерий количества 
работников для работы над проектом, чтобы ра-
боты не простаивали и не было лишних работ-
ников. 

Теорема. Для того чтобы время выполнения 
проекта равнялось длине критического пути со-
ответствующей сети, необходимо и достаточно 
m = g работников. 

Доказательство. Необходимость. Просле-
дим ход выполнения работ проекта. Пока выпол-
няется условие ,m g≥  проект выполняется опти-
мальным образом (без простоев), т. е. Θ = Т(K). 

Пусть в момент наступления события vk вы-

полнено условие 
1

k

i
i

d m
=

Δ > , тогда gk – m работ 

в этот момент будут простаивать и начнут вы-
полняться позже. С учетом леммы 1 получаем 
Θ > Т(K). 

Достаточность. Поскольку в любой момент 
времени не возникнет необходимости выпол-
нять одновременно более g работ, то m = g ра-
ботников достаточно для работы без простоев. 
В случае m > g один или более работников 
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будут простаивать и без их участия продолжи-
тельность выполнения проекта не увеличится, 
т. е. Θ = Т(K). Теорема доказана. 

Замечание. На практике, если работы имеют 
резерв времени, некоторые из них можно распа-
раллелить и таким образом уменьшить количе-
ство параллельных работ [4]. 

Заключение. Рассмотренная теорема позво-
ляет по структуре сети оценить количество ра-
ботников для выполнения проекта при условии, 
что критический путь не удлинился из-за про-
стоев части работ в какой-то промежуток вре-
мени в связи с занятостью всех исполнителей 

на других работах. Также теорема позволяет 
оценить это количество таким образом, чтобы 
каждый запланированный исполнитель принял 
участие в выполнении проекта, т. е. чтобы не 
оказалось незадействованных работников. 

Количество параллельных работ в проекте, 
т. е. работ, которые можно выполнять одно-
временно, влияет на общую численность при-
влекаемых к работе над проектом исполните-
лей. Это количество зависит как от очередно-
сти выполнения работ (структуры сети), так 
и от производительностей труда работников 
(весов дуг графа). 
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