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SALR-СИСТЕМЫ В ГЕКСАГОНАЛЬНОМ ОКРУЖЕНИИ 

Рассматриваются системы частиц с конкурирующим взаимодействием, проявляющих притяже-
ние на близких дистанциях в сочетании с отталкиванием на дальних (SALR-системы), моделирующие 
растворы полимеров и различного рода коллоидных частиц, что приводит к спонтанным образованиям 
структурных фаз. Исходя из анализа большого термодинамического потенциала, определены диапа-
зоны возможных значений химического потенциала и типы полосчатых структур для систем с конку-
рирующим взаимодействием на треугольной решетке с пространственным ограничением шестиуголь-
ной формы в основном состоянии без учета взаимодействия границы, а также найдены такие 
параметры, как число частиц и внутренняя энергия системы для этих структур. 
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Введение. Самосборка частиц с SALR-потен-
циалом в объеме приводит к образованию раз-
личных периодических упорядоченных фаз кла-
стеров, полос и пустот. Нагрев системы вызывает 
уменьшение параметра порядка и разрушение 
структурных элементов. Отдельные кластеры и 
сегменты продолжают свое существование в 
виде лабиринтных структур вплоть до критиче-
ской температуры, выше которой вырождаются в 
однородную неупорядоченную фазу. 

Ожидается, что в обратном процессе вместо 
охлаждения системы для ограничения количества 

топологических дефектов, нарушающих струк-
турный порядок и восстановление упорядочен-
ного рисунка, можно наложить граничные усло-
вия, удовлетворяющие определенным требова-
ниям симметрии. Авторами работы [1] было пока-
зано, что действительно в щелевой геометрии ко-
личество топологических дефектов в SALR-си-
стеме, образующей полосы, может быть снижено 
либо за счет снижения температуры, либо за счет 
уменьшения расстояния между параллельными ог-
раничивающими стенками. Однако это расстояние 
должно быть соизмеримо с периодом структурных 
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элементов в объемной системе. В противном 
случае низкотемпературные структуры будут 
подвержены периодическим неоднородностям, 
распространяющимся по всей щели в перпенди-
кулярном направлении. 

Наличие структур, образующихся в щели, но 
отсутствующих в неограниченной системе, 
наталкивает на мысль о возможности создания 
новых желаемых структур в самоорганизую-
щихся системах путем заключения их в контей-
неры соответствующих размеров и форм. Можно 
ожидать новых закономерностей, особенно когда 
симметрия границ отличается от симметрии фаз, 
присутствующих в неограниченной самооргани-
зующейся системе. Несмотря на ожидаемое зна-
чительное влияние ограниченности системы [2, 
3] в целом, мало что известно о влиянии про-
странственных ограничений на упорядочение 
монослоев SALR-систем. Ламеллярные двумер-
ные структуры в SALR-системе исследовались 
только в щелевой геометрии [1, 4] или на по-
верхности сферы [5, 6], на которой топологиче-
ские дефекты обусловлены топологией си-
стемы. В трехмерных системах были изучены 
эффекты наложения периодического или замк-
нутого цилиндрического ограничения на гекса-
гональную цилиндрическую фазу [7], показав 
стабильность спиральных структур, аналогич-
ных тем, которые наблюдались для систем блок-
сополимеров [8]. 

Ранее в работе [9] были рассмотрены основ-
ные состояния системы частиц с конкурирую-
щими взаимодействиями в правильном шести-
угольнике в виде концентрических колец. 
Однако в неограниченной системе при решеточ-
ной концентрации частиц, близкой к 0,5, при 
низких температурах существует фаза ламелей  
в виде параллельных полос [1, 6], состоящих  
из двух заполненных и двух вакантных рядов.  
В данной работе рассматриваются условия су-
ществования такой фазы при наличии простран-
ственного ограничения в виде правильного ше-
стиугольника.  

Основная часть. Состояние исследуемой 
термодинамической системы является более 
предпочтительным при меньшем значении 
большого термодинамического потенциала Ω по 
сравнению с альтернативной. В основном состо-
янии при Т = 0 большой термодинамический по-
тенциал определяется следующим образом: 

 .Ω = − μE N  (1) 

Определим число частиц в шестиугольнике, 
который заполнен параллельными полосами. 
Старт чередования полос можно задать сверху с 
двух заполненных рядов (случай А) или с двух 
пустых (случай B), причем распределение частиц 
по узлам случая B соответствует распределению 

свободных узлов (вакансий) случая А. В силу 
симметрии начало с одного пустого или запол-
ненного ряда тождественно соответственно слу-
чаям А или B, получающимся из них зеркальным 
отражением относительно горизонтальной диа-
гонали шестиугольника. Число частиц N в дву-
мерной системе зависит от кратности четырем 
размера M стороны шестиугольника и отличается 
для случаев А и B. Исходя из значения остатка r 
от деления М на 4 (r = 0, 1, 2, 3) для обоих случаев 
А и B выделяются по 4 конфигурации. 

Для определения числа частиц в рассматри-
ваемом типе замкнутого окружения предлага-
ется вариант через отсечения лишних частей в 
ромбовидном окружении. Отметим, что сумма 
числа частиц обоих вариантов А и B равна сум-
марному числу узлов системы S = 3M2 – 3М + 1 
согласно работе [9], в силу чего необязательно 
определять число частиц для обоих случаев в от-
дельности, достаточно остановиться на расчетах 
для случая A. 

Рассмотрим на треугольной решетке ромб с 
числом узлов L на его стороне (рис. 1).  

 
a 

 

б 

Рис. 1. Примеры основных состояний полосчатых 
структур в гексагональном окружении для случая А 

при a) M = 8, r = 0 и б) M = 9, r = 1 
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Этот ромб состоит из равностороннего ше-
стиугольника с числом узлов M на стороне и 
двух равносторонних треугольников со сторо-
нами (M – 1), т. е. L = 2M – 1. В конфигурации 
частиц в ромбе, соответствующей варианту А, 
присутствует M рядов по 2M – 1 частиц в ряду 
так, что число частиц в ромбе равно M(2M – 1), 
число вакантных узлов – (M – 1)(2M – 1), а 
сумма числа вакантных и заполненных узлов 
равна L2, что подтверждает правильность вы-
числений.  

Число частиц в треугольниках равно сумме 
числа частиц в каждом из его (М – 1) рядов и 
представляет собой сумму двух арифметиче-
ских прогрессий с разностями, равными 4 (пе-
риод полосчатой структуры). При r = 0 или 2 эти 
две убывающие прогрессии рассчитываем с пер-
вого (i = 1) и второго (i = 2) рядов от основания, 
параллельного чередующимся полосам верх-
него треугольника, и, соответственно, от вто-
рого и третьего рядов от основания нижнего тре-
угольника. Для формирования рядов удобно 
воспользоваться δ-символами Кронекера. Вычи-
тая из суммарного числа частиц, принадлежащих 
ромбу, частицы, принадлежащие треугольникам, 
находим число частиц N0 в шестиугольнике при 
r = 0 или 2: 

0 2

1
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где i – номер ряда в треугольниках. 
При r = 1 или 3 суммирование начинается, 

как и в предыдущем случае, с первого и второго 
рядов для верхнего треугольника, но первого и 
четвертого рядов для нижнего треугольника. 
Следовательно, число частиц 
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Выполняя суммирование в (2) и (3), получим 
следующие выражения: 
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Полученные выражения для различных зна-
чений r преобразуем с учетом следующих соот-
ношений: 

при r = 0  все […] равны (M – 4) / 4; 
при r = 1 [(M – 1) / 4] равны (M – 1) / 4, 

остальные (M – 5) / 4; 
при r = 2  [(M – 2) / 4] равны (M – 2) / 4, 

остальные (M – 6) / 4; 
при r = 3  [(M – 4) / 4] равны (M – 7) / 4, 

остальные (M – 3) / 4. 
В результате числа частиц для случая А в за-

висимости от размера M стороны шестиуголь-
ника при различных r можно представить в виде 
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или в более компактной форме 
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При расчете числа частиц для случая В сле-
дует из суммарного числа узлов S в шестиуголь-
нике вычесть число частиц для случая А. Тогда 
получим 
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Далее рассчитаем внутреннюю энергию E 
системы частиц в выделенном шестиугольнике, 
которую представим как сумму энергий Ei групп 
частиц: 

 
4

1
,

=
= i ii

E E N  (10) 

где Ni – число групп частиц, обладающих энер-
гией Ei.  

Отметим, что, как и в работах [1, 6, 9], рас-
сматривается система частиц с притяжением 
ближайших и отталкиванием третьих соседей, 
причем энергия рассматривается в единицах мо-
дуля взаимодействия первых соседей. В этом 
случае энергия взаимодействия первых соседей 
равна минус 1, а третьих соседей J (J > 0). 

Для случаев А и B, в зависимости от r (всего  
8 разных конфигураций) значения Ni оказыва-
ются разными, тогда как энергии групп Ei 
остаются одинаковыми и имеют следующие 
значения: 

1) каждая частица в глубине сдвоенной по-
лосы имеет четыре первых и два третьих соседа, 
поэтому 
 1 2 ;= − +E J  

2) сдвоенная полоса у стенки имеет группу 
(ромб) из четырех частиц, образующих между со-
бой пять связей между первыми соседями и еще 
три связи ближайших соседей с частицами пер-
вого типа (вклад которых должен быть разделен 
на 2), а также каждая из них по одной связи  
с третьими соседями в глубине полосы, так что 

 2

13
2 ;

2
= − +E J  

3) у одиночной полосы у стенки следует 
выделить группу из двух частиц, энергия ко-
торой  

 3

3
;

2
= − +E J  

4) энергия не угловых частиц в одиночной 
полосе 

 4 1 .= − +E J  

В общем виде выражение (10) для внутрен-
них энергий EA и EB имеет следующий вид: 
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где kA,B(M, r) – число двойных полос в шестиуголь-
нике; γA,B(r) = 1 при наличии одиночной замыкаю-
щей (последней) полосы в шестиугольнике. 

Ниже приведем окончательные выражения 
для всех восьми конфигураций распределения 
частиц в шестиугольниках. 
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r = 1 или 3. 
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Случай B 
r = 0 или 2. 
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  (15) 

Определим те значения химического потен-
циала μ, при которых термодинамически более 



Ý. Ý. Áèëüäàíîâ 23 

Òðóäû ÁÃÒÓ   Ñåðèÿ 3   № 1   2021 

выгодной оказывается та или другая конфигура-
ция для случаев А или B.  

В результате сравнения находим, что для 
различных значений r неравенство ΩA < ΩB вы-
полняется при  
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r

r

r
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M
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 (16) 

Из (16) следует, что при M→∞, конфигурации, 
соответствующие случаю А, более предпочти-
тельны для положительных значений химичес-
кого потенциала, если остаток r – четное число, 
или при μ > 2, если r – нечетное.  

Далее определим значения химического по-
тенциала μ, при которых рассмотренная здесь 
ламеллярная структура системы оказывается 
термодинамически более выгодной по сравне-
нию с кольцевой структурой, которая исследо-
вана в работе [9]. Проведенное сопоставление 
показывает, что кольцевая структура предпо-
чтительнее при химических потенциалах выше 
некоторого его критического значения μкр. 
Наличие дефектов в центральной части кольце-
вой структуры и замыкающего ряда ламелляр-
ной структуры приводит к зависимости μкр  

от размера системы M. В таблице приведены 
рассчитанные значения μкр при J = 3 и разных 
значениях r, где левые границы найденных ин-
тервалов значений μкр соответствуют мини-
мальным значениям М (4, 5, 6, 7 при r равном 
соответственно 0, 1, 2, 3), а правая граница – 
максимальному М (M→∞). При отсутствии ка-
ких-либо дефектов в кольцевой и ламеллярной 
структурах значение μкр не зависит от размера 
системы.  

В большом каноническом ансамбле измене-
ние химического потенциала μ связано с изме-
нением числа частиц в термодинамической си-
стеме. Устойчивость исследованных в работе 
ламеллярных структур в основном состоянии 

проверим, рассчитывая изменение потенциала 
Ω при добавлении или изъятии частицы в си-
стеме. Так, добавление частицы на плоскость  
со структурой полос вдали от границ изменяет 
термодинамический потенциал на величину  
ΔΩ = (–2 + 4J – μ), а при изъятии частицы на  
ΔΩ = (4 – 2J + μ), что при J = 3 определяет воз-
можные значения химического потенциала, 
обеспечивающие устойчивое существование  
ламеллярной структуры, в интервале μ ϵ (2;10). 

 
Значение либо интервалы химических  

потенциалов μкр 

 μкр 

r A B 
0 2,80 (1,92;2,00) 
1 (2,50;2,40) (2,06;2,29) 
2 (2,93;2,80) (1,81;2,00) 
3 (2,39;2,40) (2,17,2,29) 

 
С учетом конкуренции со стороны кольце-

вых структур области существования ламелляр-
ных структур вырождаются в узкие полосы 
между μ = 2 и границами, указанными в таблице 
в колонке А, так как структуры случая А оказы-
ваются более предпочтительны по сравнению со 
структурами случая В.  

Заключение. В работе получены и проана-
лизированы условия существования ламелляр-
ной структуры для системы с конкурирующим 
взаимодействием при наличии границ шести-
угольной формы. Определены аналитические 
выражения числа частиц N, внутренней энергии 
E и потенциала Ω для такой системы. Установ-
лено, что возникновение ламеллярной струк-
туры в основном состоянии (при T = 0) воз-
можно в узкой области изменения химического 
потенциала, так как образование кольцевой 
структуры является энергетически более выгод-
ным, поскольку изгибы полос приводят к мень-
шим энергетическим затратам по сравнению с 
обрывами полос в приграничных областях. 

Условия возникновения ламеллярных струк-
тур демонстрируют их зависимость от размера 
М системы, а также от ее кратности 4 (период 
ламеллярной структуры), в результате чего воз-
можен дефект в виде одиночной полосы. 
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