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С ПОЧТИ СИМПЛЕКТИЧЕСКОЙ СТРУКТУРОЙ. КОМПЛЕКСНЫЙ СЛУЧАЙ 

Симплектическая геометрия – важный раздел современной дифференциальной геометрии. 
Целью данной работы является описание четырехмерных изотропно-точных однородных про-
странств с инвариантной невырожденной почти симплектической структурой над полем .  В ра-
боте определены основные понятия: почти симплектическая структура, обобщенный модуль, вир-
туальная пара, изотропное представление, изотропно-точная пара, виртуальная структура. 
Приведен алгоритм классификации изотропно-точных однородных пространств с инвариантной 
невырожденной почти симплектической структурой. С применением этого алгоритма проведено 
в явном виде описание четырехмерных изотропно-точных почти симплектических однородных 
пространств в комплексном случае. Алгоритмы, данные в работе, могут быть компьютеризованы 
и использованы для решения аналогичных задач в больших размерностях, а результаты, получен-
ные в работе, могут найти приложения в различных отраслях математики и физики, в частности, 
симплектическое многообразие позволяет естественным геометрическим образом ввести гамиль-
тонову механику и дает наглядное толкование многим ее свойствам, также аппарат симплектиче-
ской геометрии переносится с геометрической оптики и классической механики и на квантовую 
механику. 
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Введение. Симплектическая геометрия – 
важный раздел современной дифференциальной 
геометрии. Повышенный интерес к симплекти-
ческим многообразиям первоначально мотиви-
руется важной ролью пуассоновских структур в 

гамильтоновой динамике, этот интерес возрож-
дается после публикации фундаментальных тру-
дов А. Лихнеровича [1], А. Кириллова [2], 
А. Вайнштейна [3] и др. Симплектическое мно-
гообразие – это многообразие с заданной на нем 
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симплектической формой (замкнутой невырож-
денной дифференциальной 2-формой), оно поз-
воляет естественным геометрическим образом 
ввести гамильтонову механику и дает наглядное 
толкование многим ее свойствам. Любая гладкая 
функция на симплектическом многообразии мо-
жет использоваться для определения гамильто-
новой системы. Соответствующая функция из-
вестна как гамильтониан, или энергетическая 
функция, а симплектическое многообразие назы-
вают фазовым пространством. Гамильтониан по-
рождает специальное векторное поле на сим-
плектическом многообразии – симплектическое 
векторное поле (также называется гамильтоно-
вым векторным полем), оно порождает гамиль-
тонов поток на многообразии. Интегральные 
кривые векторного поля являются однопарамет-
рическим семейством преобразований многооб-
разия с параметром времени, эволюция во вре-
мени задается симплектоморфизмами. Каждый 
симплектоморфизм сохраняет форму объема в 
фазовом пространстве (это следует из теоремы 
Лиувилля), множество симплектоморфизмов, 
порождаемых гамильтоновым потоком, и назы-
вают гамильтоновой механикой системы. Га-
мильтоново векторное поле также порождает 
специальную операцию – скобку Пуассона, ко-
торая действует на функции на симплектиче-
ском многообразии, таким образом придавая 
пространству функций на многообразии струк-
туру алгебры Ли. Аппарат симплектической гео-
метрии переносится с геометрической оптики и 
классической механики на квантовую механику. 

Целью данной работы является классифика-
ция четырехмерных изотропно-точных одно-
родных пространств с инвариантной невырож-
денной почти симплектической структурой над 
полем .  В работе [4] автором проделан первый 
шаг такой классификации, а именно описаны 
подалгебры алгебры Ли ,)(4,sp  там же даны 
основные определения и приведено более по-
дробное обоснование применяемых методов.  

Основная часть. Пусть ),( MG  – четырех-
мерное однородное пространство, а xGG =  – 
стабилизатор произвольной точки Mx∈ . Паре 

),( GG  поставим в соответствие пару ,),( gg  где 
g  – алгебра Ли группы Ли G  и g  – подалгебра 
в ,g  соответствующая подгруппе Ли .G  

Рассмотрим задачу классификации для за-
данной подалгебры g  с точностью до эквива-
лентности пар ,),( gg  у которых изотропное 
представление является инъекцией и сопряжено 
подалгебре .g  

Назовем обобщенным модулем пару ( , ),Ug  где 
g  – алгебра Ли, а U – g-модуль. Обобщенный мо-
дуль ( , )Ug  является точным, если g-модуль U то-
чен. Размерностью обобщенного модуля ( , )Ug  
считаем размерность векторного пространства U. 

Пусть V  – векторное пространство, а g  – 
подпространство в .V  Пару ( , )V g  вместе с би-
линейной формой : , ( , ) .B V V x v x v× → g  
назовем виртуальной парой, если . ,⊂g g g  огра-
ничение B  на ×g g  задает на g  структуру ал-
гебры Ли ([ , ] = . )x y x y  и V  – g -модуль относи-
тельно .B  Любой виртуальной паре ( , )V g  
можно сопоставить обобщенный модуль 
( , / ),Vg g  который будем называть ассоцииро-
ванным с виртуальной парой ( , ).V g  Изотропное 
представление виртуальной пары ( , )V g  – это 
отображение : ( / ),Vρ →g gl g  определенное 

( )( ) = . , , .x v x v v V xρ + + ∈ ∈g g g  Виртуальная 
пара ( , )V g  является изотропно-точной, если го-
моморфизм ρ  – инъекция. Очевидно, что вирту-
альная пара ( , )V g  изотропно-точная тогда и 
только тогда, когда ассоциированный обобщен-
ный модуль ( , / )Vg g  точен. Любая пара ( , )g g  
может быть рассмотрена как виртуальная с 
обычным умножением, ограниченным на .×g g  
Изотропное представление ( , )g g  совпадает с 
изотропным представлением соответствующей 
виртуальной пары. Пара ( , )g g  является изо-
тропно-точной, если ее изотропное представле-
ние – инъекция. В дальнейшем рассматриваются 
только такие пары. Будем называть однородное 
пространство (M, G ) изотропно-точным, если 
это можно сказать про пару ( , ).g g  С геометри-
ческой точки зрения это означает, что естествен-
ное действие стабилизатора xG  произвольной 
точки x∈M на xT M  имеет нулевое ядро. 

Предположим, что ( , )Ug  – обобщенный мо-
дуль и : ( , )q L U→g g  – линейное отображение, 
такое, что  

([ , ]) = . ( ) . ( ), , .q x y x q y y q x x y− ∈g  

Отображение q  назовем виртуальной структу-
рой на обобщенном модуле ( , ).Ug  

Для дальнейшей классификации потребу-
ются некоторые утверждения. 

Пусть q  – виртуальная структура на обоб-
щенном модуле ( , ).Ug  Положим = .qV U×g  Тогда 
билинейное отображение ,q qV V× →g  заданное  

.( , ) = ([ , ] ( )( ), . ), , , ,x y u x y q x u x u x y u U+ ∈ ∈g  

определяет виртуальную пару ( , ).qV g  
Любой виртуальной структуре на обобщен-

ном модуле ( , )Ug  сопоставим указанную вирту-
альную пару ( , ).U×g g  Более того, любая вирту-
альная пара ( , ),V g  ассоциированная с 
обобщенным модулем ( , ),Ug  может быть полу-
чена таким способом. Пусть 1q  и 2q  – виртуаль-
ные структуры на обобщенном модуле ( , ).Ug  Бу-
дем говорить, что 1q  и 2q  эквивалентны, если 
виртуальные пары 

1
( , )qV g  и 

2
( , )qV g  изоморфны, 

т. е. если существует изоморфизм векторных про-
странств 

1 2
: q qH V V→  такой, что ( ) =H g g  и 

( . ) = ( ). ( )H x v H x H v  для всех 
1

, .qx v V∈ ∈g  
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Пусть 1q  и 2q  – виртуальные структуры на 
обобщенном модуле ( , )Ug  и существует отобра-
жение ( , )h L U∈ g  такое, что 1 2( ) ( ) = .q x q x x h−  
для всех .x ∈g  Тогда виртуальные структуры 

1q  и 2q  эквивалентны. 
Получаем, что классификация (с точностью 

до изоморфизма) всех виртуальных пар ( , )V g  
для данного обобщенного модуля ( , )Ug  сво-
дится к классификации всех виртуальных струк-
тур на обобщенном модуле ( , )Ug  (с точностью 
до эквивалентности). 

Пусть ( , )Ug  – точный четырехмерный обоб-
щенный модуль, 1{ , , }nE e e=   – базис алгебры 
Ли g  ( = dim )n g  и 1 2 3 4{ , , , }u u u u  – базис вектор-
ного пространства .U  Для x ∈g  через ( )A x  и 

( )B x  обозначим матрицы отображений 
: и :Uadx x U U→ →g g �  в базисах E  и U  соот-

ветственно. Тогда отображение : (4, ), ρ →g gl   
( )x B x  – инъекция. Это позволяет отожде-

ствить алгебру Ли g  с некоторой подалгеброй ал-
гебры Ли (4, ).gl  Можно отождествить множе-
ство отображений : ( , )q L U→g g  со множеством 
отображений 4: ( ),nC Mat ×→ g  где ( )C x  – мат-
рица отображения ( )q x  в базисе, зафиксирован-
ном ранее. Отображение 4: ( )nC Mat ×→ g  также 
будем называть виртуальной структурой на обоб-
щенном модуле ( , ),Ug  если соответствующее 
отображение q  – виртуальная структура. 

Чтобы отображение 4: ( )nC Mat ×→ g  
было виртуальной структурой на обобщенном 
модуле ( , )Ug , необходимо и достаточно  

([ , ]) = ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ), , .

C x y A x C y C y B x

A y C x C x B y x y

− −
− + ∈g

 

Пусть 1C  и 2C  – виртуальные структуры на 
обобщенном модуле ( , )Ug  и существует мат-
рица 4 ( )nH Mat ×∈   такая, что для всех x ∈g  
выполняется условие  

1 2( ) ( ) = ( ) ( ).C x C x A x H HB x− −  

Тогда 1C  и 2C  эквивалентны. 
Отметим, что все выписанные выражения 

линейны по , .x y ∈g  Поэтому, чтобы гарантиро-
вать, что эти условия выполняются для всех 

, ,x y ∈g  достаточно проверить, что они выпол-
няются для 1, = { , , }.nx y E e e∈   

Пусть ( , )V g  – виртуальная пара и ( , )Ug , где 
= /U V g – обобщенный модуль, ассоциирован-

ный с ( , ).V g  
Пусть h  – нильпотентная подалгебра в .g  

Чтобы h -модуль V  был прямой суммой при-
марных компонент, необходимо и достаточно, 
чтобы h -модули g  и U  являлись прямой сум-
мой примарных компонент; существует сече-
ние :s U V→  канонической сюръекции :V Uπ →  
такое, что для любого *α ∈h  выполняется 

( ( )) ( ).s U Vα α⊂h h  

Пусть s  – сечение канонической сюръекции 
: .V Uπ →  Будем говорить, что s  соответ-

ствует подалгебре h , если ( ( )) ( )s U Vα α⊂h h  для 
всех *.α ∈h  Из предыдущего утверждения сле-
дует, что такое сечение всегда существует. 

Предположим, что s  (сечение канонической 
сюръекции :V Uπ → ) соответствует подал-
гебре .h  Тогда соответствующая виртуальная 
структура : ( , )sq L U→g g  на обобщенном мо-
дуле ( , )Ug  удовлетворяет условию 

*( ( ))( ( )) ( ), , .sq Uα β α+β⊂ α β∈g h h g h h  

Будем говорить, что виртуальная структура 
q  на ( , )Ug  примарна (относительно h ), если q  
удовлетворяет этому условию. Из двух преды-
дущих утверждений следует, что любая вирту-
альная структура эквивалентна некоторой при-
марной виртуальной структуре. 

Пусть q  – примарная (относительно h ) вир-
туальная структура на обобщенном модуле 
( , )Ug  и ( , )qV g  – соответствующая виртуальная 
пара. Тогда *( ) = ( ) ( ), .qV Uα α α× α ∈h g h h h  

Виртуальную пару ( , )V g  называем триви-
альной, если существует подмодуль U  g -мо-
дуля V  такой, что = .V U ⊕ g  Тривиальная вир-
туальная пара ( , )V g  однозначно определяется  
(с точностью до изоморфизма) соответствую-
щим обобщенным модулем ( , / ).Vg g  

Пусть q – виртуальная структура на обобщен-
ном модуле ( , ).Ug  Чтобы виртуальная пара ( , )qV g  
была тривиальной, необходимо и достаточно, 
чтобы q  было эквивалентно нулевому отображе-
нию g  в ( , ).L U g  Если g  – полупростая алгебра Ли, 
то любая виртуальная пара ( , )V g  тривиальна. 

Пару ( , )g g  называем тривиальной, если су-
ществует коммутативный идеал a  алгебры Ли 
g  такой, что = .⊕g a g  Если ( , )g g  – тривиаль-
ная пара, то соответствующая виртуальная пара 
( , )g g  также тривиальна, но не наоборот. Триви-
альная пара определяется однозначно (с точно-
стью до эквивалентности) соответствующим 
обобщенным модулем ( , / ).g g g  

Пусть gg/=V  – g -модуль, соответствующий 
изотропному представлению. Пространство ( )B V  
билинейных форм на V  естественным образом 
становится g -модулем, если положить  

1 2 1 2 1 2( . )( , ) = ( . , ) ( , . ),x b v v b x v v b v x v− −  

где g∈x , 1 2,v v V∈ , ( ).b B V∈  Почти симплек-
тической структурой на g -модуле V  называ-
ется невырожденная, кососимметрическая били-
нейная форма ( )b B V∈  такая, что . = 0x b  для 
всех .g∈x  Другими словами, g.)(VBb ∈  

Пусть B  – матрица симплектической струк-
туры в базисе пространства ,V  а xA  – матрица 
элемента )(gρ∈x  в том же базисе. Пара ),( gg  
допускает почти симплектическую структуру, 
если выполняется следующее свойство:  
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).(0,= gρ∈∀⋅+⋅ xABBA x
t
x          (1) 

Существует единственная (с точностью до 
сопряженности) невырожденная кососимметри-
ческая билинейная форма b  [5]. Множество 
всех эндоморфизмов пространства ,V  сохраня-
ющих невырожденную кососимметрическую 
билинейную форму ,b  является алгеброй Ли. 
Эта алгебра Ли обозначается ,)(4,sp  она пред-
ставима в следующем виде: 

.,,,,,,,,,
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Не ограничивая общности, можно считать, что 
алгебра Ли g  является подалгеброй в линейной 
алгебре Ли .)(4,sp  

Принимая во внимание вышеизложенное, ре-
шение проблемы классификации четырехмерных 
изотропно-точных однородных пространств с ин-
вариантной невырожденной почти симплектиче-
ской структурой разобьем на следующие части: 

1. Классификация с точностью до сопряжен-
ности всех подалгебр ,g  удовлетворяющих (1), 
что равносильно классификации (с точностью до 
сопряженности) подалгебр алгебры Ли .)(4,sp  

2. Для каждой подалгебры g  из пункта 1 
производим классификацию (с точностью до эк-
вивалентности) изотропно-точных пар ,),(  gg  
у которых изотропное представление сопряжено 
подалгебре .g  

3. Для каждой пары ),(  gg  находим (с точ-
ностью до эквивалентности пар) все веществен-
ные формы .),( gg  

Мы ограничиваемся в данной работе слу-
чаем, при котором множество нильпотентных 
элементов алгебры )(gρ  отлично от .)(gρ  

Описание пункта 1 приведено в работе [4].  
Для ссылки на подалгебры, полученные в [4], бу-
дем использовать следующее обозначение: d.n, 
где d – размерность подалгебры, а n – ее порядко-
вый номер. Будем говорить, что пара ),( gg  имеет 
тип (d.n), если изотропное представление пары со-
пряжено подалгебре g , имеющей номер (d.n). 
Остановимся подробнее на классификации изо-
тропно-точных пар из пункта 2.  

В качестве примера классификации пар с за-
данным изотропным представлением рассмот-
рим пары ),( gg  типа 2.9, т. е. имеющие подал-
гебру g  следующего вида: 

. 

y

x

y

x

−
−

 

Теорема. Любая пара ),( gg  типа 2.9 эквива-
лентна одной и только одной из следующих пар: 

1 e1 e2 u1 u2 u3 u4  
e1 0 0 u1 0 –u3 0 
e2 0 0 0 u2 0 –u4 
u1 –u1 0 0 0 0 0 
u2 0 –u2 0 0 0 0 
u3 u3 0 0 0 0 0 
u4 0 u4 0 0 0 0 
       

 

2 e1 e2 u1 u2 u3 u4 
e1 0 0 u1 0 –u3 0 
e2 0 0 0 u2 0 –u4 
u1 –u1 0 0 0 e1 0 
u2 0 –u2 0 0 0 0 
u3 u3 0 –e1 0 0 0 
u4 0 u4 0 0 0 0 
       

 

3 e1 e2 u1 u2 u3 u4 
e1 0 0 u1 0 –u3 0 
e2 0 0 0 u2 0 –u4 
u1 –u1 0 0 0 e1 0 
u2 0 –u2 0 0 0 e2 
u3 u3 0 –e1 0 0 0 
u4 0 u4 0 –e2 0 0 

Действительно, пусть ),( Ug  – точный 
обобщенный модуль; 1 2 3 4{ , , , }u u u u  – базис 
пространства U; 1 2{ , }e e  – базис в g ,  
где  

1 2

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0
= ; = .

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

   
   
   
   −
   

−   

e e  

Пусть 21= ee  +h  – нильпотентная подал-
гебра алгебры Ли .g  Пусть ),( gV  – виртуальная 
пара, определенная линейным отображением 

),(: gg Uq →  (т. е. билинейное отображение 
VVB →×g:  имеет вид  

).),)((],([=),.( uxuxqyxuyx +  

для всех Uuyx ∈∈ ,, g ). Без ограничения общ-
ности мы можем считать q  примарным. Так как  

,=)( 21
(0,0) ee  +hg  

,=)(,=)( 2
(0,1)

1
(1,0) uUuU  hh  

,=)(,=)( 4
1)(0,

3
1,0)( uUuU  hh −−  

то 1 2( ) = ( ) = 0.C e C e  Мы можем считать,  
что соответствующая виртуальная пара три-
виальна и  

1 1 1 1 2 1 3 3 1 4[ , ] = , [ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = 0;−e u u e u e u u e u  

2 1 2 2 2 2 3 2 4 4[ , ] = 0, [ , ] = , [ , ] = 0, [ , ] = .−e u e u u e u e u u  
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Так как отображение ,),(: gg Uq →  со- 

ответствующее виртуальной паре ),( gg ,  

примарно, то .)()(=)( *hhhghg ∈α∀× ααα U   
Из того, что  

,=)( 21
(0,0) ee  +hg  

,=)(,=)( 2
(0,1)

1
(1,0) uu  hghg  

,=)(,=)( 4
1)(0,

3
1,0)( uu  hghg −−  

следует 

1 2 2 3

1 3 1 1 2 2 2 4 1 1 2 2

1 4 3 4

[ , ] = 0, [ , ] = 0,

[ , ] = , [ , ] = ,

[ , ] = 0, [ , ] = 0.

+ +

u u u u

u u b e b e u u f e f e

u u u u

 

Проверяя тождества Якоби на векторах 

kji uue ,,
 

(1 2, 1 4)i j k≤ ≤ ≤ < ≤  и  kji uuu ,,

(1 4),i j k≤ < < ≤  получаем, что пара ),( gg  
имеет вид  

  e1 e2 u1 u2 u3 u4 
e1  0 0 u1 0 –u3 0 
e2  0 0 0 u2 0 –u4 
u1  –u1 0 0 0 b1e1 0 
u2  0 –u2 0 0 0 f2e2 
u3  u3 0 –b1e1 0 0 0 
u4  0 u4 0 –f2e2 0 0 

Рассмотрим следующие случаи: 
0.==.1 21 fb  Пара ),( gg  эквивалентна три-

виальной паре .),( 11 gg  

.0=0,.2 21
2

2
2

1 fbfb ≠+  Отображение gg→π ':  
такое, что  

1 2 2 1 1 2 2 1

3 4 4 3

( ) = , ( ) = , ( ) = , ( ) = ,

( ) = , ( ) = ,

e e e e u u u u

u u u u

π π π π
π π

 

устанавливает эквивалентность пар ),( gg  и 
,)','( gg  где последняя имеет следующий вид: 

  e1 e2 u1 u2 u3 u4 
e1  0 0 u1 0 –u3 0 
e2  0 0 0 u2 0 –u4 
u1  –u1 0 0 0 f2e1 0 
u2  0 –u2 0 0 0 b1e2 
u3  u3 0 –f2e1 0 0 0 
u4  0 u4 0 –b1e2 0 0 

Тогда без ограничения общности можно счи-
тать, что 0=0, 21 fb ≠  и пара ),( gg  эквива-
лентна паре ),( 22 gg  при помощи отображения 

gg →π 2:  такого, что  

1 1 2 2 1 1
1

2 2 3 3 4 4

1
( ) = , ( ) = , ( ) = ,

( ) = , ( ) = , ( ) = .

e e e e u u
b

u u u u u u

π π π

π π π
 

.0.3 21 ≠fb  Тогда пара ),( gg  эквивалентна 
паре ),( 33 gg  при помощи отображения 

gg →π 3:  такого, что 

1 1 2 2

1 1 2 2
1 2

3 3 4 4

( ) = , ( ) = ,

1 1
( ) = , ( ) = ,

( ) = , ( ) = .

π π

π π

π π

e e e e

u u u u
b f

u u u u

 

Так как ,dimdimdim 321 ggg DDD ≠≠  пары 
,),( 11 gg  ,),( 22 gg  ),( 33 gg  не эквивалентны. 

Применяя аналогичные рассуждения для 
всех остальных случаев, получаем искомый ре-
зультат классификации пар над полем . 

Заключение. Приведен алгоритм классифи-
кации изотропно-точных однородных про-
странств с инвариантной невырожденной почти 
симплектической структурой. С применением 
этого алгоритма проведено в явном виде описа-
ние четырехмерных изотропно-точных почти 
симплектических однородных пространств в 
комплексном случае. Алгоритмы, приведенные 
в работе, могут быть компьютеризованы и ис-
пользованы для решения аналогичных задач в 
больших размерностях, а результаты, получен-
ные в работе, могут найти приложения в различ-
ных отраслях математики и физики. 
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