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К ВОПРОСУ О ДРОБНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ВЕЙЛЯ 

Операторы дробного интегродифференцирования могут прини-

мать различные формы (Римана-Лиувилля, Адамара, Грюнвальда-

Летникова, Вейля, Капуто-Герасимова и др., см. например, [1], [2], 

[3]), действия которых не всегда совпадают. При этом в разных обла-

стях науки рассматриваемые модели приводят к дробным производ-

ным различного типа. Наиболее «близкой» к обычному дифференци-

рованию оказывается форма интегралов и производных в виде Рима-

на-Лиувилля. Для дробных интегралов в форме Римана-Лиувилля вы-

полняются многие «хорошие» свойства, в частности, полугрупповое 

свойство (а в определенных функциональных пространствах и при чи-

сто комплексном порядке интегрирования операторы дробного инте-

гродифференцирования Римана-Лиувилля даже образуют однопара-

метрическую сильно непрерывную в операторной топологии группу 

(см. [4])), свойство равенства «обычной» производной при целых зна-

чениях порядка интегрирования и другие, позволяющие использовать 

эту конструкцию при решении многих сложных прикладных задач 

физики, биологии, теории управления и др. (см. [2], [3]), которые не-

возможно решить средствами обычного интегродифференцирования. 

Интеграл и производная дробного порядка Римана–Лиувилля 

определяется равенствами (см. [1]) 
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где Г – гамма-функция Эйлера, α – порядок интегрирования (диффе-

ренцирования), который может быть не обязательно дробным, но и 

неотрицательным иррациональным или даже комплексным числом.  

В определенных функциональных пространствах интегралы и 

производные Римана-Лиувилля являются взаимно обратными опера-

циями, хотя в общем случае это свойство и не выполняется (про инте-

гралы и производные в форме Римана-Лиувилля как взаимно обрат-

ные операции см. [1]). 

Однако такая форма дробного интегрирования по Риману-

Лиувиллю оказывается неудобной в теории тригонометрических 

рядов, имеющий дело с периодическими функциями, так как теряется 
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одно из прекрасных свойств «привычного» интеграла – переводить 

периодическую функцию снова в периодическую с тем же периодом. 

Естественно, что для периодических функций операция дробного 

интегродифференцирования должна быть введена так, чтобы она 

переводила их в периодические функции с тем же периодом. Дробное 

интегродифференцирование по Риману-Лиувиллю этим свойством не 

обладает. В теории тригонометрических рядов пользуются другим 

определением дробного интегродифференцирования, предложенным 

Г. Вейлем.  

Пусть ( )x t  является 2p –периодической функцией с нулевым 

средним значением по периоду 
2

0

( ) 0x t dt

p

=ò . Другими словами, функция 

( )x t  может быть разложена в ряд Фурье. Учитывая свойства свертки 

Фурье, определение интеграла дробного порядка в форме Вейля 

(аналогичное (1)) для периодических функций выглядит следующим 

образом: 
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Дробная производная по Вейлю при 0 1a< <  определяется 

равенством 

( ) (1 )d
D x I x

dt

a a-
± ±= ± . 

Несмотря на то, что производные и интегралы дробного порядка 

в форме Вейля не являются взаимно обратными и в общем случае не 

обладают полугрупповым свойством, на всей прямой выполняется 

следующая 

Теорема. На 2p –периодических функциях ( )x t  с нулевым сред-

ним значением дробный интеграл Вейля совпадает с дробным инте-

гралом Римана-Лиувилля по всей прямой
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где интеграл понимается как условно сходящийся 
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Справедливо также представление абсолютно сходящимся ин-

тегралом: 
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Доказательство основано на периодичности функции ( )x t , ра-

венстве нулю «обычного» интеграла от нее по периоду, а также на 

асимптотическом представлении функции  
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Заметим, что для периодической функции со средним значением 

по периоду 
2

0

( )x t dt a

p

=ò , равным 0a ¹ , также можно использовать ап-

парат интегродифференцирования Вейля после линейной замены 

s t a= - . Также отметим, что длина периода не обязательно должна 

быть равной 2p  , в таком случае во всех соответствующих формулах 

нужно заменить длину периода. 
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