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ТОЧНЫЕ ГРАНИЦЫ ЭФФЕКТИВНОСТИ АЛГОРИТМОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
ЗАПРОСОВ МЕЖДУ СЕРВЕРАМИ 

Статья посвящена оценке эффективности алгоритмов диспетчеризации http-запросов между 
серверами. Для оценки эффективности предлагается найти ее теоретический максимум и мини-
мум путем построения точной верхней и точной нижней границ эффективности алгоритмов рас-
пределения запросов между серверами. Главной проблемой является построение точной верхней 
границы. В целом вычисление границ можно свести к построению и анализу множества рацио-
нальных планов распределения между серверами поступающих от клиентов запросов, оценке эф-
фективностей алгоритмов распределения запросов и последующему нахождению функций экс-
тремума эффективности в каждый момент времени. Предложенный метод вычисления точных 
границ эффективности предполагает, что известны конфигурация программной системы, после-
довательность запросов во времени и их трудоемкость. Алгоритм, используемый методом для вы-
числения границ, имеет экспоненциальную сложность от времени и является трудноразрешимым 
для реальных конфигураций программных систем. Таким образом, этот метод для оценки эффек-
тивности алгоритмов диспетчеризации http-запросов является непригодным для применения в ин-
женерных задачах.  
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The article is devoted to evaluating the efficiency of algorithms for dispatching http requests be-
tween servers. To evaluate the efficiency, it is proposed to find the theoretical maximum and minimum 
efficiency by constructing the exact upper and exact lower bounds for the efficiency of algorithms for 
distributing requests between servers. The main problem is plotting an accurate upper bound. In gen-
eral, the calculation of the boundaries can be reduced to the construction and analysis of a set of rational 
plans for the distribution of requests from clients between the servers, the evaluation of the efficiency 
of the algorithms for the distribution of requests, and then finding of the efficiency extremum functions 
at each moment of time. The proposed method for calculating the exact boundaries of efficiency as-
sumes that the configuration of the software system, the sequence of requests in time and their com-
plexity are known. The algorithm used by the method for calculating the boundaries has exponential 
time complexity and is difficult to solve for real configurations of software systems. Thus, this method 
for evaluating the efficiency of algorithms for dispatching http requests is unsuitable for use in engi-
neering problems. 
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Введение. В статье [1] описывается матема-
тическая модель для анализа алгоритмов рас-
пределения запросов между серверами (далее 
ARD-алгоритмы, от англ. algorithms for requests 
distributing) в программной системе. Формально 
модель описывается четверкой: 

 { } { } { }, 1, , , 1, , , , 1, ,lj iW j j K l l B S i iC= = = =  (1) 

где Cj, j = 1, j  – множество клиентов; Kl, l = 1, l  – 
множество категорий запросов; B – балансиров-
щик; Si, i = 1, i  – множество серверов. 
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Если кратко рассматривать модель, то каж-
дый клиент C ∈ {Cj, j = 1, j } представляет собой 
двойку: 

 , ,С K t= λ( )  (2) 

где K ∈ {Kl, l = 1, l } – категория запросов, гене-
рируемых клиентом; λ(t) – интенсивность запро-
сов, генерируемых клиентом. 

Балансировщик, в свою очередь, представ-
ляет собой четверку: 

 , , , ,B BB P I A O=  (3) 

где P – процедура распознавания категории за-
проса; IB – процедура обработки запроса; A – ал-
горитм выбора сервера для обработки запроса; 
OB – процедура обработки ответа. 

Сервер S ∈ {Si, i = 1, i } представляет собой 
пятерку: 

 , , , , ,S SS h k F I O=  (4) 

где h – максимальное количество запросов, ко-
торые могут одновременно обрабатываться сер-
вером; k – коэффициент, который при умножении 
на значение категории запроса дает время, затра-
чиваемое данным сервером на обработку этого 
запроса; F – процедура вычисления величины до-
полнительного времени обработки запроса из-за 
загруженности сервера; IS – процедура обработки 
запроса; OS – процедура обработки ответа. 

Критерием эффективности ε ARD-алгоритма на 
интервале времени (0, t) в [1] принято отношение: 

 
( )

ε( ) ,
( )

M t
t

L t
=  (5) 

где L(t) – количество поступивших в баланси-
ровщик запросов; M(t) – количество поступив-
ших в балансировщик ответов к заданному мо-
менту времени t. При этом предполагается, что 
чем это отношение ближе к 1, тем более эффек-
тивным считается алгоритм. 

В общем случае эффективность ARD-ал-
горитма зависит от конфигурации программ-
ной системы (количество серверов и их произ-
водительность, интенсивность клиентских за-
просов и их трудоемкость и т. д.) и может 
изменяться в течение времени. Очевидно, что 
оценка эффективности алгоритма имеет смысл 
для заданной конфигурации и на данный момент 
времени: сравнение эффективности двух ARD-ал-
горитмов для разных конфигураций программ-
ной системы и/или в разные моменты времени, 
может дать различные результаты. 

Для оценки EA(t) эффективности ARD-ал-
горитма A удобно иметь оценки нижней E(t) 
и верхней E(t) границ эффективности ARD-ал-
горитма, вычисленные при заданных условиях: 

 { } { } { }, 1, , , 1, , , 1, .j l iP C j j K l l S i i= = = =  (6) 

Графически верхняя и нижняя границы эффек-
тивности ARD-алгоритма представлены на рис. 1. 

 

 
Рис. 1. Границы эффективности ARD-алгоритмов 

 
Очевидно, что в любой момент времени t эф-

фективность любого ARD-алгоритма EA t 	≤	1 
и в качестве верхней границы можно было бы вы-
брать функцию E(t)	≡	1, но эта оценка не дает воз-
можности ответить на вопрос: достижима ли в прин-
ципе (теоретически) при заданных условиях P за-
данная эффективность ε. Нижняя граница E t 	≡	0 
тоже малоинформативная, поэтому в качестве 
оценки нижней границы целесообразно выбрать эф-
фективность какого-нибудь известного и просто ре-
ализуемого алгоритма, например Round Robin [2]. 

Интерес представляет величина, отражающая 
теоретический максимум эффективности ARD-ал-
горитмов. Далее такую оценку E(t) будем назы-
вать точной верхней границей эффективности 
ARD-алгоритмов. При этом следует отметить еще 
раз, что точная оценка верхней границы зависит от 
заданных условий P, поэтому, чтобы подчеркнуть 
это, будем использовать обозначение ( ).PE t  

Ниже рассматривается математическая по-
становка задачи вычисления точной верхней 
границы EP(t) эффективности ARD-алгоритмов 
и предложен метод ее вычисления. 

Основная часть. Очевидно, что теоретиче-
ский максимум EP(t) эффективности на заданном 
участке времени [0, te] может быть достигнут ал-
горитмом A в том случае, если он может предска-
зать моменты времени и трудоемкости поступаю-
щих от клиентов запросов, а также производитель-
ности серверов и моменты времени завершения 
обработки серверами запросов. В этом случае, за-
дача вычисления функции EP(t) сводится к зада-
чам поиска и анализа планов распределения 
между серверами поступающих от клиентов за-
просов (далее для краткости – ARD-планов). 

На рис. 2 представлен пример построения 
ARD-плана на отрезке дискретного времени [0, 10]. 
План описывает распределение между двумя сер-
верами запросов, поступающих от двух клиентов. 
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Рис. 2. Пример ARD-плана 

 
Собственно, план на рис. 2 представлен в 

крайнем правом столбце, содержащем символи-
ческое описание распределения запросов в каж-
дый момент времени t ∈ [0, 10]. При этом мо-
менты времени t обозначены в плане первым 
слева столбцом и продублированы в последнем. 
Например, запись «0: C00 → S00 C01 → S01» 
обозначает, что в момент времени t = 0 запрос 
клиента 0 направлен на обработку серверу 0 и 
запрос клиента 1 направлен серверу 1, запись 
«4: C01 → S00» соответствует отправке запроса 
клиента 1 серверу 0 в момент времени t = 4. 

Трудоемкость запросов указывается в столб-
цах с заголовками C00 и C01. Например, в мо-
мент времени t = 0 поступило два запроса: от 
клиента 0 с трудоемкостью 1 и от клиента 1 с тру-
доемкостью 3. В момент времени t = 4 поступает 
один запрос от клиента 1 с трудоемкостью 3. 

Моменты времени завершения обработки 
серверами запросов описываются в столбцах с 
заголовками S00 и S01. Каждый сервер характе-
ризуется h – максимальным количеством под-
ключений в один момент времени и k – коэффи-
циентом трудоемкости выполнения запросов. 
Сервер 0 в каждый момент времени может об-
служивать только одного клиента (h = 1), а про-
должительность выполнения им запросов сов-
падает с их трудоемкостью (k = 1). Сервер 1 мо-
жет одновременно обслуживать двух клиентов 
(h = 2), при этом продолжительность выполне-
ния запросов в два раза больше их трудоемко-
сти (k = 2). Например, если в момент времени 
t = 0 поступил запрос от клиента 0 с трудоемко-
стью 1 и этот запрос распределен серверу 0, 
то сервер может его исполнять только в том 
случае, если он в этот момент не обслуживает 
другого клиента, и выполнять его он будет 
1 единицу времени. Если от клиента 1 в этот же 
момент времени t = 0 поступит запрос с трудо-
емкостью 3 и он будет направлен для обра-
ботки серверу 1, то сервер примет его к испол-
нению (так как он не занят обработкой других 
запросов) и будет исполнять его 6 единиц вре-
мени. В столбцах S00 и S01 указывается количе-
ство обработанных запросов (отправленных 

ответов) в этот момент времени. Например, 
сервер 0 в момент времени t = 1 завершит об-
работку одного запроса, поступившего в мо-
мент времени t = 0, а сервер 1 в момент вре-
мени t = 6 завершит обработку запроса трудо-
емкости 3, поступившего на обработку в 
момент времени t = 0. 

Столбцы с заголовками h	[0] и h	[1] описы-
вают количество неиспользованных серверами 
подключений в каждый момент времени. 
Например, в момент времени t = 4 сервер 0 
больше не может принимать на обработку за-
просы (значение равно 0), а сервер 1 может при-
нять на обработку еще один запрос. 

Для каждого момента времени подсчитыва-
ется с нарастающим итогом количество посту-
пивших от клиентов запросов (столбец L), 
количество обработанных запросов (M) и эф-
фективность (M / L). Например, на момент за-
вершения времени t = 4 в систему поступило 
6 запросов, обработано из них 3, эффектив-
ность системы 3 / 6 = 0,5. 

Обратим внимание, в плане (рис. 2) на мо-
мент времени t = 3: запись «3: C01 → X» обозна-
чает, что в момент времени t = 3 алгоритм рас-
пределения не смог по каким-то причинам (бу-
дет пояснение ниже) выбрать сервер для 
обработки поступившего от клиента 1 запроса. 
Этот случай соответствует отказу в обслужива-
нии и потере системой запроса, что приводит 
к снижению производительности. Заметим, что 
отказы есть и в другие моменты времени 
t = 6, 8, 9. 

Во всех случаях имеется возможность 
назначить сервер 1 (h [1] > 1) для обработки за-
проса. Объясняется это свойством применяе-
мого алгоритма планирования, который рас-
пределяет запросы между серверами строго 
равномерно, не учитывая предельную их загру-
женность. Стоит отметить, что при распределе-
нии запросов выбираемые в плане серверы чере-
дуются. 

На рис. 3 приведены примеры еще двух 
ARD-планов, в основе которых задача равно-
мерного распределения запросов. 
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Рис. 3. Примеры рациональных ARD-планов: 
а – распределение запросов по серверам начинается с сервера 0; 
б – распределение запросов по серверам начинается с сервера 1 

 
Но в отличие от плана, приведенного на 

рис. 2, на рис. 3 в случае предельной загрузки 
выбранного сервера осуществляется попытка 
направить запрос на следующий в последова-
тельности сервер. И лишь в том случае, когда 
все перебранные серверы не могут принять 
запрос, происходит отказ от обслуживания 
запроса. 

Такие планы будем в дальнейшем называть 
рациональными ARD-планами, алгоритмы их 
построения – рациональными алгоритмами пла-
нирования и ARD-алгоритмы, которые распре-
деляют запросы в соответствии с рациональ-
ными ARD-планами, – рациональными ARD-ал-
горитмами. 

Два плана на рис. 3 построены на основе 
рационального алгоритма планирования и от-
личаются выбором сервера в момент времени 
t = 0. При этом в конечный момент времени 
t = 10 в обоих случаях производительность 
системы совпала (ε0(10) = ε1(10) = M(10) / L(10) = 
 = 0,64), но в другие моменты времени она 
разная. 

Разницу в производительностях системы 
0ε ( )t , 1ε ( )t  на каждый момент времени 

при распределении запросов по планам, пред-
ставленным на рис. 3, можно наблюдать 
на рис. 4. 

 
Рис. 4. Изменение производительности 

программной системы при распределении запросов 
по планам, представленным на рис. 3 

 
По всей видимости, функции ( )E t =  

0 1min(ε ( ),ε ( ))t t=  и 0 1( ) max(ε ( ),ε ( ))E t t t= , где 
t = 1,10 , 0ε ( )t , 1ε ( )t  – значения в столбцах M / L 
планов (рис. 3), их можно рассматривать как 
точные (нижнюю и верхнюю) границы рацио-
нального ARD-алгоритма при заданных усло-
виях (рис. 5). 

Пусть { }1 2А α ,α , ...,αk=  множество всех раци-
ональных ARD-алгоритмов, а { }1 2П π ,π , ...,πk=  
множество всех рациональных ARD-планов при 
заданных условиях P. Очевидно, что любой 
алгоритм α А∈  реализует один из планов π П.∈  

0
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При этом каждый план π Пi ∈ , 1,i k=  характе-

ризуется функцией эффективности 
( )

ε ( )
( )
i

i
i

M t
t

L t
=  

на отрезке времени [0, te]. Тогда функции 

( ) min ε ( )P i
i

E t t=  и ( ) max ε ( )P i
i

E t t=  являются 

точными (нижней и верхней) границами эффек-
тивности для множества алгоритмов А на от-
резке времени [0, te] при заданных условиях P. 
 

 

 

Рис. 5. Точные границы эффективности 
для рационального ARD-алгоритма: 

а – нижняя граница; б – верхняя граница 
 

Рассмотрим пример вычисления точных гра-
ниц эффективности для всех рациональных 
ARD-алгоритмов в программной системе (усло-
вия P) с конфигурацией, описанной в табл. 1. 

Вычисление точных границ ( )PE t  и ( )PE t  
при заданных условиях P (табл. 1) на отрезке 
времени [0, 10] сводится к двум задачам: 

− построение множества { }1 2П π ,π , ...,πk=  
всех рациональных ARD-планов; 

− анализ функций эффективности ε ( )i t =  

( )

( )
i

i

M t

L t
= , 1,i k= , [0, ]et t∈  планов и построение 

функций ( ) minε ( )P i
i

E t t= , ( ) max ε ( )P i
i

E t t=  точ-

ных границ. 
Построение множества П по сути является 

задачей рекурсивного перебора и осуще- 
ствляется пошагово для каждого момента 

1,10t =  дискретного времени: 0 1 10П ,П , ...,П , где 

{ },1 ,2 ,П π ,π , ...,π
tt t t t k=  – множество планов, 

построенное на шаге t. При этом 1П φ(П )t t+ = , 
где ϕ – процедура построения множества всевоз-
можных планов на основе множества планов, 
полученных на предыдущем шаге. Несложно 
вычислить, что максимально возможное количе-
ство планов, которое может быть получено на 
шаге t = 10 при крайних условиях (в каждый мо-
мент времени 2 запроса, серверы обеспечивают 
неограниченное количество подключений), со-
ставляет 411 и растет экспоненциально по закону 

1( )tc s +⋅ , где c – количество клиентов, s – коли-
чество северов, t – момент дискретного времени. 
 

Таблица 1 
Конфигурация программной системы 

Общие параметры 
Количество клиентов 2
Количество серверов 2
Количество категорий запросов  2
Время моделирования, ед. модельного времени 10

Категории 
1 K1 = 1
2 K3 = 3

Клиенты C = < K, λ(t) >  
1 K = K1, последовательность запросов (рис. 2)
2 K = K3, последовательность запросов (рис. 2)

Серверы S = < h, k, F, IS, OS > 
1 h = 1, k = 1, F(t) ≡ 0, IS, OS – не используются
2 h = 2, k = 2, F(t) ≡ 0, IS, OS – не используются

Балансировщик B = < P, IB, A, OB >
Любой рациональный ARD-алгоритм 

 

В нашем случае количество разных планов со-
ставляет 10П 47= . Другими словами, существует 
47 различных способов рационального распреде-
ления запросов (рис. 2) на отрезке времени [0, 10]. 
Все полученные планы можно разбить на пять 
групп (табл. 2) по величине ε(10) – значению эф-
фективности в конечный момент времени t = 10. 
 

Таблица 2 
Группы планов по значению эффективности 

ε(10) Количество планов 
0 10
max ε( )

t
t

≤ ≤
 

0,43 3 0,60 
0,50 4 0,60 
0,57 20 0,60 
0,64 16 0,64 
0,71 4 0,71 

 

На рис. 6, а, б, в, г, д представлены графики 
47 функций, сгруппированных по семействам 
(табл. 2). 

График на рис. 6, е отображает точную ниж-
нюю ( ) minε ( )P ii

E t t=  и точную верхнюю ( )PE t =  
max ε ( )i

i
i

t=  границы эффективности рациональных 
ARD-алгоритмов при заданных условиях P (табл. 1). 
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Рис. 6. Графики функции: 
а – ε t , t	=	0,10, ε 10 	=	0,43; б – ε t , t	=	0,10, ε 10 	=	0,5; в – ε t , t	=	0,10, ε 10 	=	0,57; 

г – ε t , t	=	0,10, ε 10 	=	0,64; д – ε t , t	=	0,10, ε 10 	=	0,71; e – E
P

t  = min
i
εi(t), 

( ) max ε ( ), 0,10P i
i

E t t t= =  
 
На рис. 6, e обратим внимание на следую-

щее: значения функций (2)(2)P PE E=  – совпа-
дают точке t = 2; максимальное значение эффек-
тивности на отрезке времени [0, 10] достигается 
в точке t = 10 ( (10) 0,71PE = ); на отрезке вре-
мени [6, 10] эффективность не ниже значения 
0,42 ( ( ) 0,42PE t ≥ , [6,10]t ∈ ). Другими словами, 
на отрезке времени [0, 10] при условиях P любой 
рациональный ARD-алгоритм в точке t = 2 имеет 
эффективность, равную 0,25; достигает макси-
мальной эффективности в точке t = 10; имеет 
эффективность не менее 0,42 на отрезке времени 
[6, 10]. На рис. 7 совмещены рис. 6, е и 4. 
 

 
Рис. 7. Точные границы рационального алгоритма 

равномерного распределения запросов (рис. 3), 

не выходят за пределы функций EP t  и E
P

t  

(рис. 6, е) на отрезке времени t	=	0,10 
 

Стоит отметить, что графики функций точ-
ных границ рационального алгоритма равномер-
ного распределения запросов соответствуют 
всем описанным здесь свойствам. 

Заключение. Предложенный метод вычис-
ления точных границ эффективности ARD-ал-
горитмов предполагает, что помимо конфигура-
ции принимающей и обрабатывающей клиент-
ские запросы программной системы, известна 
последовательность (во времени) запросов и их 
трудоемкость. В реальных условиях может быть 
известна только конфигурация и, в лучшем слу-
чае, интенсивности запросов по категориям 
трудоемкости их обслуживания. Алгоритм для 
вычисления границ имеет экспоненциальную 
сложность от времени t и является трудноразре-
шимым для реальных конфигураций программ-
ных систем (включающих более 10 серверов и 
несколько десятков одновременно поступаю-
щих запросов). Кроме того, как правило, инте-
рес представляет эффективность программной 
системы в установившемся режиме, стабилиза-
ция работы которой может занимать достаточно 
продолжительный интервал времени. Все это 
делает непригодным применение предложен-
ного метода для оценки эффективности ARD-ал-
горитмов в инженерных задачах, когда требу-
ется оценить эффективность существующей 
программной системы. Оценка эффективности 
в таких случаях, как правило, осуществляется 
с помощью нагрузочного тестирования, которое 
позволяет на основе собранной статистики по-
лучить обоснованную оценку. 

Интерес представляют адаптивные ARD-ал-
горитмы, которые «умеют приспосабливаться» 
к изменениям конфигурации программной 
системы, интенсивности и структуры потока 
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запросов. В этом случае важен процесс адап-
тации, который, по сути, является переходным 
процессом и в результате которого система 
минимизирует потерю эффективности (в слу-
чае неблагоприятных изменений) или, наобо-
рот, максимизирует эффективность при благо-
приятных изменениях. Переходной процесс 

может быть описан как множество сцена- 
риев (планов) адаптации системы на ограни-
ченном (относительно небольшом) отрезке 
времени. При этом можно вычислить точные 
границы эффективности, которые позволят 
оценить «коридор возможностей» адаптаци-
онного алгоритма. 
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