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КОНВЕКЦИЯ РЭЛЕЯ – БЕНАРА В ВЫТЯЖНОЙ ШАХТЕ  
НАД ОДНОРЯДНЫМ ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ ПУЧКОМ  

ИЗ ОРЕБРЕННЫХ ТРУБ 

Рассмотрено явление конвективной неустойчивости потока воздуха в вытяжной шахте над 
однорядным горизонтальным пучком из оребренных труб. Это явление интерпретируется на ос-
нове решения тепловой и гидродинамической задачи для турбулентного течения жидкости в при-
ближении Обербека – Буссинеска. Данное решение представимо в аналитическом виде в случае 
линеаризации уравнений Навье – Стокса и теплопереноса для нижнего подогрева воздуха в шахте 
пучком труб. Продемонстрировано, что оно представляет собой трехмерные конвективные пери-
одические структуры, называемые ячейками Рэлея – Бенара. Трехмерные структуры эксперимен-
тально исследованы при помощи рамки с легкими нитями, установленной в шахте. Показано, что 
число квазипериодических структур может быть оценено с использованием критического числа 
Рэлея. Экспериментально продемонстрировано, что наиболее интенсивная конвекция происходит 
над оребренным пучком на высоте, равной половине высоты шахты.  
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Введение. Возникновение свободной кон-
векции потока воздуха в результате его неодно-
родного подогрева является примером неустой-
чивого течения вязкой среды [1]. Теоретическое 
описание неустойчивых течений основано на ре-
шении нелинейной гидродинамической задачи и 
нахождении температурного поля при соответ-
ствующих граничных условиях. В общей поста-
новке такая задача может быть решена только с 
применением численных методов [2]. Однако при 
определенных условиях возможны аналитиче-
ские решения [3], демонстрирующие появление 
устойчивых периодических структур в жидких и 

газообразных средах. Одним из примеров явля-
ется задача Рэлея – Бенара о возникновении так 
называемых ячеек Рэлея – Бенара в горизонталь-
ном слое жидкости, находящейся в поле силы 
тяжести в случае ее нижнего подогрева [4]. Кон-
вективные ячейки появляются в жидкости тогда, 
когда неоднородности плотности и температу-
ры не успевают выровняться за счет диффузии и 
теплопроводности. В результате в жидкости ор-
ганизуется дополнительное движение в конвек-
тивных ячейках – подъем по центру более теп-
лой жидкости и опускание по периферии холод-
ной жидкости. 
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В настоящей работе на основе конвекции Рэ-
лея – Бенара объясняется возникновение разно-
направленных течений воздуха в вытяжной шах-
те над горизонтальным пучком оребренных труб, 
к которому подводится тепловая мощность. Пуч-
ки оребренных труб используются в различных 
теплообменных устройствах и служат для отве-
дения большого количества теплоты от охлажда-
емого объекта [5]. Вытяжная шахта может уста-
навливаться над оребренными трубами для ин-
тенсификации процесса естественной конвекции 
воздуха и процесса теплообмена. 

Основная часть. Экспериментальная установ-
ка представлена на рис. 1. Пучок оребренных труб 2 
расположен внутри вытяжной прямоугольной шах-
ты 3 с размерами основания b×c = 38×31 см и 
высотой H = 52 см. Шахта помещена внутрь про-
сторной камеры 1, ограждающей воздух, прохо-
дящий через пучок оребренных труб 3, от случай-
ных инфильтрационных потоков и не мешающей 
свободному проходу воздуха через пучок труб 
внутрь шахты. Внутри каждой из шести ореб-
ренных труб однорядного пучка находится ТЭН, 
за счет которого происходит разогрев воздуха внут-
ри шахты. Оребренная труба имеет следующие 
геометрические размеры: наружный диаметр d =  
= 56 мм; диаметр трубы по основанию d0 = 26,8 мм; 
толщина стенки δ = 2 мм; высота ребра h = 14,6 мм; 
шаг ребра s = 2,5 мм; средняя толщина ребра Δ =  
= 0,5 мм; длина трубы lп = 330 мм. Поперечный 
шаг S1 равен 58 мм. Материал ребристой оболоч-
ки – алюминиевый сплав АД1М, материал несу-
щей трубы – углеродистая сталь.  

 
Рис. 1. Экспериментальная установка:  

1 – камера; 2 – пучок оребренных труб;  
3 – вытяжная шахта; 4 – трансформатор;  

5 – измерительная аппаратура 

При определенной мощности, подводимой к 
трубам пучка, в шахте появляются неустойчивые 
восходящие воздушные потоки [6]. Для фикса-
ции разнонаправленных потоков воздуха исполь-
зуется сетка из легких синтетических нитей на 

алюминиевой рамке, которую можно перемещать 
по высоте шахты (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Схема экспериментальной установки:  

1 – вытяжная шахта; 2 – пучок оребренных труб;  
3 – сетка из легких нитей 

Модель Обербека – Буссинеска. Неоднородный 
нагрев воздуха, сопровождающийся возникнове-
нием неустойчивых пространственных состояний, 
может быть описан на основе гидродинамической 
и тепловой модели воздуха с использованием 
уравнения Навье – Стокса, уравнения теплопро-
водности и уравнения неразрывности (1).  

В общем случае система уравнений для термо-
гравитационной конвекции является нелинейной 
и решается только численными методами. Однако 
для определенных граничных условий в случае 
ее линеаризации решение задачи о неустойчивых 
конвективных течениях может быть получено в 
аналитическом виде. Характерным примером яв-
ляется устойчивое периодическое движение воз-
духа в виде конвективных валов – ячеек Рэлея – 
Бенара. Гидродинамическая и тепловая модель 
для потоков воздуха в вытяжной шахте над оре-
бренным пучком труб, дополненная уравнением 
неразрывности для несжимаемой жидкости, в при-
ближении Обербека – Буссинеска, имеет вид [2] 
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где w = wx i + wy j + wz k – поле скоростей, м/c;  
τ – время; ρ0 – средняя плотность окружающего 
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ν – кинематическая вязкость, м2/c; θ – темпера-
тура, отсчитываемая от средней температуры t0 
окружающей среды, °С; g – ускорение свобод-
ного падения, м/c2; a – коэффициент температу-
ропроводности, м2/c. В модели (1) предполага-
ется, что неоднородности плотности воздуха, вы-
зывающие конвекцию, обусловлены в основном 
изменением температуры воздуха, а не изменени-
ем давления: 

 0( ) (1 ),ρ θ = ρ −βθ  (2) 

где β – коэффициент теплового расширения сре-
ды, °С–1.  

Для моделирования движения воздуха в шах-
те нами предлагается разложение скорости, тем-
пературы и давления воздуха на равновесные зна-
чения и малые возмущения: 

 0 1 0 1 0 1; ; .p p p+ θ = θ + θ = +w = w w  (3) 

Пренебрегая слагаемыми, квадратичными по 
возмущениям, получим две системы уравнений: 
для равновесных значений 
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и для малых возмущений 
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В качестве нулевого приближения решения 
задачи (4), (5) рассмотрим механическое равно-
весие в вытяжной шахте, тогда скорость w0 = 0.  
В этом случае решение уравнений (4), (5) для 
ряда граничных условий известно и описано в 
работах, например, в [3, 4, 7, 8]. Оно является не-
тривиаль-ным и требует более подробного рас-
смотрения.  

Градиент стационарного температурного поля 
воздуха для w0 = 0 будет удовлетворять уравнению  

 0 ,Aθ = − k∇  (6) 

где значение равновесного температурного гра-
диента равно ( )1 2 ;A t t H= − k – единичный век-
тор, направленный вдоль оси z; t1 и t2 – темпера-
туры воздуха на входе и выходе из шахты.  

В случае статического равновесия перепишем 
систему уравнений (5) с учетом (6) в безразмерном 
виде, введя замену переменных: 
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с использованием чисел Прандтля (Pr) и Рэлея (Ra): 
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где 2
0 a Hρ ν , a H, 2H ν – характерные значения 

давления, скорости и времени соответственно: 
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После применения операции двойного рото-
ра ∇ × ∇ × к уравнению Навье – Стокса в систе-
ме (9) для исключения давления 1p′, для проекций 
скорости воздуха внутри шахты и температуры 
получим следующую систему уравнений  
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Для однозначного решения системы (10) до-
полним ее идеализированными граничными усло-
виями для безразмерных возмущений температу-
ры и скорости воздуха в шахте 
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где равенство (11.1) соответствует исчезновению 
температурных возмущений 1′θ  на верхней и ниж-
ней границе; условия (11.2) и (11.3) означают ис-
чезновение на боковых стенках возмущений го-
ризонтальной составляющей скоростей 1 1, ,x yw w′ ′  
условие (11.4) соответствует отсутствию возму-
щений вертикальной составляющей скорости 1zw′  
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на верхней и нижней границе, условие (11.5) озна-
чает отсутствие касательных напряжений на бо-
ковых стенках шахты.  

Задача Рэлея (10) с граничными условиями (11) 
для распространения тепла в прямоугольном па-
раллелепипеде единичной высоты при равномер-
ном подогреве его основания имеет решение в 
виде конвективных валов (двухмерная конвек-
ция) [3, 4] и в виде конвективных ячеек (трех-
мерная конвекция) [7, 8]. Как отмечается в ра-
боте [3], формирование устойчивых двумерных 

или трехмерных конвективных структур во мно-
гом определяется температурной зависимостью 
вязкости среды, числом Прандтля, а также фор-
мой и теплопроводностью стенок, ограничиваю-
щих жидкость. 

В данной работе имеет место формирова- 
ние трехмерных конвективных ячеек в шахте  
(см. ниже). Для получения решения задачи нами 
предлагается разложение возмущений компо-
нент скорости и температуры в бесконечные ря-
ды Фурье с амплитудами, зависящими от времени: 
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где kx = 2πH / b = 8,6 и ky = 2πH / c = 10,5 – мини-
мальные волновые числа, означающие наличие 
дискретного набора собственных функций и соб-
ственных значений у системы, характеризующих 
упорядоченность движения; n, l, m – номера гармо-
ник, c1nlm, c2nlm, c3nlm и c4nlm – постоянные коэффи-
циенты разложения; λnml – декремент, характери-
зующий временной ход возмущения. При λnml > 0 
возмущения будут затухать, решение устойчиво, 
при λnml < 0, возмущения будут нарастать, реше-
ние неустойчиво, при λnml = 0 зависимость воз-
мущений от времени исчезает и решение (12) для 
компонент скорости демонстрирует наличие кон-
вективных ячеек в шахте [7, 8]. 

Заметим, что первое и четвертое уравнения 
общей системы (10) образуют замкнутую систему 
из двух уравнений, которая может быть проана-
лизирована отдельно. Подставив в нее разложе-
ние (12) для переменных 1zw′  и 1′θ , получим систе-
му линейных уравнений для коэффициентов раз-
ложения: 
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 2
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где введено соответствующее обозначение 2
nlmd = 

( ) ( ) ( )222
x yn lk mk= π + + . Однородная система (13) 

будет иметь решение только в случае обраще-
ния в ноль ее определителя. Из этого условия 
находим собственные значения, или декремен-
ты nlm±λ : 
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Переход из режима устойчивого молекуляр-
ного теплопереноса (Ra < Racr) к режиму неус-
тойчивого вихревого течения (Ra > Racr) опреде-
ляется критическим числом Рэлея, которое сле-
дует из равенства 0nlm−λ =  и в соответствии с (14) 
имеет вид 

 
2 2 2 2 2 2 3

2 2 2 2

( + + )
Ra .x y

cr
x y

n l k m k

l k m k

π
=

+
 (15) 

Согласно (15), в случае Ra = Racr задача Рэ-
лея (10), (11) имеет периодическое решение в 
виде трехмерных ячеек. Оценим минимальное 
критическое число Рэлея, выбрав минимальные 
числа n = l = m = 1 в формуле (15): Ramin = 39 700. 
Для появления конвективных воздушных ячеек 
в шахте требуется, чтобы экспериментальное 
число Рэлея превышало минимальное критиче-
ское число Рэлея. 

Эксперимент. В эксперименте к однорядно-
му оребренному пучку труб подводилась мощ-
ность 108 Вт. В результате разогрева труб нагре-
вался воздух внутри шахты, причем температу-
ра воздуха на входе в шахту составляла 44°С, а на 
выходе 36°С.  

Рассчитанное на основе экспериментальных 
данных по формуле (8) число Рэлея составляет 
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Ra = 9,3 · 107, что значительно превышает мини-
мальное критическое число Рэлея Ramin. Подбе-
рем номера гармоник, наиболее соответствую-
щих экспериментальному числу Рэлея. Если n =  
= l = m = 7, то теоретическое число Рэлея оказы-
вается равным 9,5 · 107. 

На рис. 3 представлена визуализация поля 
скоростей воздуха для каждой точки шахты, вы-
полненная при учете только 7-й гармоники в 
разложении (12). В плоскости (x, y) наблюдается 
образование правильных периодических ячеек, 
причем движение воздуха в соседних ячейках 
осуществляется в противоположные стороны. 

Разнонаправленное течение воздуха в шахте 
фиксировалось путем установки внутрь шахты 
сетки из легких нитей, закрепленной на жесткой 
рамке. Рамка перемещалась по высоте шахты для 
определения положения конвективных ячеек по 
размаху колебания нитей. На небольшой высоте в 
шахте до 10 см колебания нитей почти отсутство-
вали. Наибольший размах колебаний нитей дости-
гался на высотах порядка 20–40 см. Для фиксации 
трехмерных конвективных структур воздуха рамка 
устанавливалась на высоте h = 40 см от однорядно-
го пучка (см. рис. 2). На рис. 4 продемонстрирова-
но положение сетки из нитей в различные момен-
ты времени для подведенной мощности 108 Вт.  

 
а 

 
б 

Рис. 3. Ячейки Рэлея – Бенара в вытяжной шахте  
для l = 7, m = 7 (а). Выделенная область на рис. 3, а 
представлена в увеличенном масштабе на рис. 3, б. 

Стрелками обозначено направление скорости  
воздуха в плоскости (x, y) (б) 

 

Рис. 4. Конвективная неустойчивость  
воздушных потоков в шахте над однорядным  
оребренным пучком. Время съемок: 1-я (а)  
и 4-я (б) секунды от начала наблюдения  
(для лучшей видимости нити утолщены  

и выделены белым цветом) 
 
По направлению деформации нитей можно 

судить о направлении воздушных потоков в 
шахте. Например, на рис. 4, а хорошо заметны 
деформации нитей в центре за счет задувания 
воздуха внутрь шахты. Это говорит о том, что 
в шахте формируются трехмерные квазипери-
одические структуры. На нижней нити видны 
волнообразные изгибы, свидетельствующие о 
наличии близко расположенных противопо-
ложных по направлению воздушных потоков в 
шахте. На рис. 4, б направление задувания воз-
духа меняется на противоположное. Воздуш-
ные потоки внутрь шахты наблюдаются со 
всех четырех боковых сторон, в центре заметен 
поток восходящего воздуха. С течением вре-
мени колебания нитей повторяются. Их период 
составляет несколько секунд. Точное количе-
ство квазипериодических структур определить 
не удается из-за малого количества нитей и 
большой амплитуды их колебаний.  

Течение воздуха в шахте является более слож-
ным по сравнению с решением (12) для трехмер-
ной конвективной модели Рэлея – Бенара. Это 
обусловлено, в первую очередь, неравномерным 
подогревом воздуха оребренным пучком труб и 
ненулевой средней скоростью течения воздуха  
в шахте. Воздух засасывается в шахту снизу че-
рез узкие щели между оребренными трубами, 

б 

а 
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приобретая скорость просачивания w0. Ее можно 
учесть в виде компоненты, направленной вдоль 
оси z (см. уравнения (4)) w0 = w0(z)k, тогда стаци-
онарное уравнение теплопроводности в систе-
ме (4) упрощается и переписывается в виде 

 
( )

( )

2
0 0

0 0 12

0 2

; 0 ;

,

d d
w a z t

dz dz
z H t

θ θ
= θ = =

θ = =
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а соответствующее температурное распределение 
выражается формулой 
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( )0 1 2

exp Pe exp Pe
,

exp Pe 1

z
H

t t

 −  
 θ = −
−

 (17) 

где Pe = w0H / a – число Пекле. 
Задача Рэлея с учетом просачивания жидкости 

через границы плоского бесконечного слоя реша-
лась с использованием метода Бубнова – Галерки-
на в работе [9]. В результате численных расчетов 
показано, что ненулевая средняя скорость жид-
кости повышает устойчивость ее течения и при-
водит к значительному росту критического числа 

Рэлея. Конвективные валы при этом деформируют-
ся и «сдуваются» в направлении течения жидкости.  

Таким образом, для более подробного описа-
ния пространственной квазипериодической струк-
туры воздуха в шахте требуется проведение до-
полнительных исследований с учетом всех осо-
бенностей постановки задачи.  

Заключение. В работе рассмотрены разнона-
правленные течения воздуха в вытяжной шахте 
над горизонтальным однорядным оребренным пуч-
ком на основе задачи Рэлея. С использованием 
рамки с легкими нитями зафиксировано возник-
новение квазипериодических воздушных струк-
тур в шахте над оребренным пучком. Предложена 
интерпретация разнонаправленного течения воз-
духа в шахте на основе трехмерных конвективных 
ячеек Рэлея – Бенара. Дано математическое описа-
ние этого явления с использованием уравнений для 
термогравитационной конвекции и предложено 
решение в виде разложения в ряд по гармоникам 
возмущений скорости потока воздуха и темпера-
туры. Найдены критические числа Рэлея и на их 
основе рассчитано количество конвективных яче-
ек Рэлея – Бенара, возникающих в вытяжной шах-
те над однорядным пучком оребренных труб. 
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